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Séminaire LELONG 1201

(Lnalvse) )
3e annde, 1960/61, n°® 12 16 et 23 mail 191

SUR Lé DIFFEREFEIABILITE DES FOICTIOIS

par LAntoni ZYGMUND

Dans ces deux exposés, je veux esquisser cuelques résultats sur la différentia—
bilité des fonctions. Les résultats concernant la différentiabilité des fonmtions
lisses ont été obtenus on colleborstion avec B. M. STTIN, les autres aved hA. P.
CALDERON. Les démonstrations (einsi qu'un nombre de généralisctiong) vont parattre

ailleurs.

Soit F(x) une fonction d'une variasble réelle (nous ne conszidérons ue des
q

fonctions mesursbles) définie au volsinage d'un point Xy - Les fonctions

9. (8) =g (t; F) =xP(xy +t) + Flxy - t)]

%o *o

e

e

b (4) = 4, (65 F) = 2F(xy + t) = F(xy = )]

0

peuvent &tre nommées respectivement la pertie paire et le partie impaire de

F(XO + %) ; nous allons eussi utiliser les expressions partie paire et partie

impaire de F en Xy e

Ces deux parties sont d'importence dans certaing problémes de la % -dorie des
fonctions d'vne worizkle réelle. Par exemple, on sait “ien cu'en ce qui concerne
la convergence ou sommabilité, d'une s¢rie de Fourier au point Xy s clest le
comportement de ¢ qui est décisif ; dans le cas des séries conjuguées des séries

de Fourier le r8le &nalogue est joué par- ¢% » Dans cet exposé, nous allons consi-
0

dérer le probléme de différentiabilité de 0 (t) et wXb(t) » Ce probléme appar=
c -

tient essentiellement & la théorie des fonctions de la variable réelle, mais les

méthodes utilisées dans les démonstrations s'eppuient dens des résultats essez

délicats de le thdorie des séries de Fourier et des fonctions d'une variable come

plexec.
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La différentiabilité de Y_ (t) pour t =0 équivaut 3 l'existence de la déri=-
vée gymitrique
F(xg +t) = F(zy = t)

1lim ——-
£=0 <t

de F en xj »la différentiabilité de wxo(t) pour t =0 équivaut & la condie~

tion
(1) F(xy + t) + F(xy = t) = 2F(xo = 0(t) (t »0) .

Les fonctions satisfaisent 2 cette derniére condition sont dites lisses am point
X5 s nous dirons aussi qu'elles satisfont & la condition A en X Si 1'on
remplace ici 0(t) par ©(t) , on parlera de la condition A . Les fortions cone
tinues qui satisfont & la condition A, ou A, possédent un nombre de proprié-

tés intiressantes (voir [3]).

I1 est irmédiat que si F’(xo) existe et est finie, les fonctions ¢_ (t) et
wxo(t) sont différentiables pour t = 0 «Lla réciproque n'est pas vraie ni la
différentiabilité de q)xo(t) en t =0, ni celle de \pxo(t) , n'impliquont

1l'existence de F'(xo) + I1 est naturel cependant de se poser la question de savoir
s'il existe ici des rosultats vrais presque partout (p. pe), ot la réponse, un peu
surprenante, est cue les rdles jouds par les narties paires ot impaires de F sont

a cet égard complétement différents. Citons quelques résultets connus.

’ h
THEOREME 1. = Si F(x) possdde une dérivée symétrique cn tout point x d'un

ensemble E , alors T!(x) existe pe. pe dans E .

THEORMME 2, - T vy a des fonctions continucs T(x) satisfeisant partout 2 la

condition A , méme uniformément on x , qui ne sont différentiables que dans un

enscmble de mesure nullc.

Id A > Y 3 g v ’ ]
Lo théoréme 1 cst un résultat, déja asscz ancicn, de KIINCIY (voir EZ]). Pour

lo théoréme 1 on peut consultcr, par exemple, [3] ol on démontrc que la fonction
(2) 2 2™ n"']'/:2 sin 2" x

jouit des propriétés cxigdcs.
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On pout copendent sc demander si F  cst différentiable si 1'on romplace (1) par
unc condition un peu plus fortc. Lo problime cst résolu par les deux théorémos

qui suivent.

THébRﬁME 3e = Supposons qu'cn tout point Xq d'un cnsemble E nous ayons
(3) F(XO + 1) + F(::O -1t) - ZF(XO) = O[sxo(t) t] (t » + 0)

oi &_ (t) satisfait, pour tout Xy € E , aux conditions suiventos i
a. €_ (t) reste bornde pour t - 0 .
be eib(t)/% est intégrable prés de t = 0 o Alors TI'(x) existe p. ps dans
E .

REMARQUE 1. = La situation est un peu différente en ce qui concerne la contie

nuité de ¢ et en t =10 , Ces deux continuitis sont équivalentes, res-

pectivement, aux relations

t) + F(xy = t)—2F(xO) -0 s

+

8 F(XO

.+

t)oF(XO—t)»O (t »0)

chacune d'elles pourrait étre nommde continuité symétrique de T en xo'. On peut
démontrer que si l'on a ou bien (a) ou hien (b) en tout point d'un ensemble & ’

alors I est continue en prescue tout point de E . Ceci n'est qu'un cas spécial

du résultet suivent (oui m'est pas difficile a établir) ¢ soit % 9 %y eee g “n

une suite de nombres différents, et soit ﬁl s ﬁz 9 eee Bn une autre suite telle

que Z;Qi = 0 « Supposons cu'en tout point x d'un ensemble E on ait

Zpiﬁ‘(x+ait)—>o (t » +0) .
Llors T est continue p. p. en E .

R'MARQUE 24 = En d'autres termes F sobvisfait en tout point de E 2 la condi-

tion A.
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THéORﬁME 44 = Soit q(t) une fonction dccroissante tendant vers O avec t ,
2
et satisfeisent & la condition n(2t)/(t) » 1 (t & +0) , et telle que n~(t)/A

n'est pas intégrable, Alors il existe une fonction continue F(x) satisfaisent pour

t suffeisamment petit, et uniformiment en x , & la condition

(4) ‘ |P(x +t) + P(x = t) = 2F(x)] gnlt) ¢

est néanmoins presque partout non différentiable.

Tandis que la démonstration du théorime 3 est longue et difficile, la construction

de la fonction F du théoréme 4 ne l'est pas : clest la fonction
F(x) =2 n(2™) 2™ gin 2" x

multipliée par une constante convenable. Observons aussi cu'en vertu du théorsme

1)'-1/2

4 la fonction (2) satisfait 2 la condition (4) avee n(t) =4 (log-f , pour

une valeur A finie,

Supposons meintenant pour simplifier que la fonction F(x) eppartienne 2 la
classe Lz(é w, + ) o Sielle satisfait aussi aux hypothéses du théoréme 3
alors 1'intégrale

: F + ) + F( ~t)—-2F(x)]2
(5) w(xy) = /3 ey st O a

est finie pour %y € T o Cette intégrale a été introduite par MARCINKIEWICZ, qui

a aussi démontré que deb) est fini en presque tout point % ol la fonction F
est différentiable, La théoréme 3 nous donnec une sorte de récinrogue : si 1'inté-
crele (5) existe dans E et si, en outre, F setisfait on tout point de E 2 la
condition A, alors F!'(x) oxiste p. pe dans E et 1l'on arrive ainsi au résultat

suivant,

THEORME 5, ~S1 F est de carré intégrable, et satisfait & la condition A en

‘tout point d'un ensemble E , alors la condition nécessaire et suffisante pour que

F soit différentiable p. p. dens I , est que 1'intégrele (5) soit finie pour

Ppresque tout x, dens E .

Suprosons de nouveau que F € L2(— o 4 + ®) et demandons-nous quelles sont les

conditions nécesscires et suffisantes pour llexistence de 1tintégrale (5) Ps Do
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dans E gi 1'on ne suppose plus que F sctisfasse & la condition A dans E .

Observons, cue si 1'on pose
IFG% +t)-+F6% ~t)-2Fb%)|::%%Cw b

1'inégalité p(xo) < o équivaut 2 la condition de l'intégrabilité de 8’?‘ (t)/%

mais la fraction e (t) ainsi d<finie n'est pas nécesssircment bornée pour t =0 .

Pour donner une réponse 2 notrec probléme on doit généraliser la notion de différen—

tiabilité d'une fonction.

Soit 1 <p £ «, et suprosons quec la fonction F appartiennc & la classe LP
dans les environs du point Xg e Nous dirons que F est différentiable en X

dens le sens de LP s'il existe une fonction lindaire 2(t) telle que
(6) L IRGy + 1) - )P at}P =0m)  (ne0) .

On a alors le théoréme suivant @

’
THEOREME 6o =81 F estde cerré intégrable, elors 1'intégrale (5) est finie

Pe peo dahs un ensemble E si et sculement si, F est différentiable en presque

tout point de E dans le sens de L .

II

La notion de différentisbilité dans LP peut 8tre généralisde.

Désipgnons par i 1'espece réel n~dimensionnel de points x = (xl 13 %y 9 sas s xn).

Mous écrivons
X+y:(x1+y1.""’xn+yn) s
2 2
I = @AY

Si les composantes aj de o= (al 3 & 5 eeey Otn) sont des entiers non-néga=

o a

n .
ese X ol = o aee al,'l 9 Ialz lall + eee * lan, .

tifsy nous écrivons x =x, n ? 1

Une sommo
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P(x) = 2 a4x s
o€

ou les ay sont des scalaires, est un polyndme de degré <m .
Soit LEpgL®, ot supposons que F(x) = F(x1 s ee s xﬂ) soit définie dans

. 0 . . _y .
1l'entourage du point =x ot de puissance p-iéme intdgreble. Soit u un nombre

, . o . pr s ‘s 0 . .
réel > - n/b o lous dirons que F. satisfait & la condition tg(x ) s'il existe

un polyndme P(y) de degsré < n (en particulicr, =0 si n<0), tel quo
™ e P67 +9) = IP @i = o(®)  (po0)
pﬂ AN Y

Un tel polyndme, s'il cxiste, cst nécescairoment unicucs 31 n ost dgal a un enticr

. e . 0
k , nous pouvons dire que F est différentiable d'ordre k¥ en x , dans le scns

de LP » ot nous pouvons appeler P(y) la k~iéme diffdrentielle de F en xo

(dans le sens.de Lp.). D'une facon analogue on peut dirc que F satisfait a la
condition Tg(xo) s'il existe un polyndme P(y) de degré strictement plus petit
que n et tel que le membre gauche de (7) soit (p?) pour p -0 (un tol polyndme,

s'il oxiste, est aussi unique).

Les notions que nous venons d'introduire sont utiles dans la théorie des équations
sux dérivées particlles du type elliptiques (voir [1]), meis ici nous ne citons

que des apnlications asscz particuliéres.

as Considérons !'intdégrale de T d'ordre froctionnaire o donnde pour la cone

volution

- l
IaP-F*W »

en omettent pour simplificr le factour numérique normalisant lc noyau lxrx-n .
Supposons F e LP ot F a support borné (cette der-idre restrictions pourrait
Gtre évitée si 1l'on remplacait le noyau lxrx-n par un autre, ayant le mGme com=
portement & l'origine meis s'évenoussant rapidement » 1'infini). On a alors le

résultet suivont ¢

d

THIORME 7. = 51 F stisfait d la condition TP(x°) , ¥ <p<w, v 30 gt

sl u+v n'est ped un entier non-négatif, alors Iv F satisfeit & la condition

Tgw(xo),gg p=1/a=v/n si p<n/ ot g=w si p>nk .81 F sctis
fait 2 la condition Tg(xo) pour tout x €E , ot si n et v sont des entiors
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non-négatifs, alors Iv P aprartient & t(r:lﬁ'v (xo) pour presquc tout Xy € E,

svee le méme g qu'auperavant ; si u +v >1 le résultat subsiste mime pour

p:lo

Remorquons le cas spéciel v =0 dens le seconde partic du théoreme o

Lo ces de a =2 nous donne des romiltats wur la différentiabilité des potenticlse

LY
TIEOREME 8, ~ Supmosons que F soit localement intégrable et possede des deri-

vées partielles Fj = dF/dx. dens le sens des distributions. Llors si toutes les

Fj" satisfont & la condition tg (XO) , L<p<w, la fonction T clle méme

_%gpartient a tg+l (xo) s ou g est 1ié &4 p per les mémes rélations que dans

le théoréme précédent, evec v =1 .

Le cas de n =0 est digne d'intérét. Supposons que F soit avsolument continue
dons le sens de Tonelli. Alors %es dérivées F, oxistent ct sont intégrables.
Comme clles satisfont pe pe & la condition té (XO) (condition de Lebesgue), F

En/(n—-l)

Blle-mdme cst différentifble pe. p. dans le sens de . Lo résultat subsiste

pour les fonections qui sont & veriation bornée dens le sens: de Tonelli. Dans le
ces de n =2 , nous ebtenons le résultat suivent @ Toute surface X = F(Xl s xz)

dleire finie posséde pe pe un plan tangent, dans le sens de 1? .

Nous terminons en dom-ant une application srés élémenteirc de la différontiabilité

en LP aux séries trigonométriques.

Supposons que ¢ = O(]n[k) , (k=0, 1,2, eee) ot que la série trigonomébri-

gue

(s) S oo i

soit sommable (C , k) du point x; avec la somo 8 . Alors la fonction

k+1 inx
e

_ X )
I‘(?) = ¢y -(——-—-T—k 17T 3 c, —-—————(in)k+l

obtenue par 1'intégration de (S) terme 2 teme (k + 1) fois posséde en Xy une

(k + L)-itme dérivée dons le sens do LP ¢&gale 2 s , pour n'importe quel p< .
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