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Sémincire IELONG 1101

(hnalysc) .

3¢ année, 1961, n° 11 . S mai 1961
’ ’

SPECTRE DES FONCTIONS I\TOSCENNE-PéRIODIQUES.
TOTALITE D'UNE SUITE D'EXPONENTIELLES SUR UN SEGMENT

per Psul MALLIAVIN

l. = On sc proposc d'exposcr des rdsultats dtun erticle dc BEURLING-IALLIAVIN [1],
qui donncnt unc ceractérisstion des spectres des fonctions noycnne-pdériodiquesy
un celeul explicite de la moyennc-période d'un spectre, cinsi qulunc condition
nécessaire ot suffisante de totalité sur un scgment dtune suite d'cxponcenticlles.
De plus, on caractdriscrs les fonctions cntidres qui peuvent s!derirc comme le

cvoticnt des tronsformées de Fouricr de deux mesurcs & support compact [2].

A étent unc suite do nombres complexcs, on note par R(A) 1o borne inféricure
de 1l'ordrc des fonetions cntiéres de type cxponentiel qui s!-nnulent sur A ct
sont’ bornées sur 1texe réel ;3 on uppelle ordre dlune fonction entidre do typoe

oxponenticl f le nombre ¢ défini per

log|f (z) |

¢ = lim sup ~

% =0

A cst le spectre d'unc fonetion moycnne périodicuc si ct sculement si R((\) <we
R(A) ost appelé lo moyenne périodc de le suitc A

I1 est bien conmnu que R(A) < » entrafnc
(1.1) 2 ]Imylcl <o .

Si 2z ocst un nombre complexe, on notera pir z' la projection circuloire de =z

définic por |zt| = |z yet crgz' =0, si |erg RS -g— s Cb per argz' = n

dans le cos contraire.

Nous cssocions & la suitc A 1o suite rdelle A' constitude por les projec-—
tions oirculaircs A! de tous les points Ae A

On définit commc dthabitude
Dy (x) = €, x norbre de A' € (0 , x)

ol g, = signc de X 3 nA, cst fonction croissonte de x ot Adfinic de -« &

+% o On posc
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nA(x) =1,, (%) .

On note p'r J_ 1l'cnsemble des fonctions dérivebles croissantes k(x) , telles
que
kt (X) \< o .

On notera par Tq 1ltcnscmble des fonctions h(x) telles quc 1'on puisse trou-

ver ke J R vérifiant

e dx
/_w Ih(x) - k(x)l —— < o o
1+ x

Lo densité effective de 1~ suite A est définie per

n

(1.2) D, (A) = inf {a A

E-J-q} .
On a

(Le3) THEOREIE, - Supposons (le1) satisfait : alors

R(A) =nD_(A) .

S1 (1s1) nlest pas vérifié R(A) = w .

On pout donner diverscs définitions dquivaleates do Dc (A) « Signelons-cn unece -
On appelle fomille signific-tive dtintervalles Im unc famille dtintervalles

disjoints, nc rencontrant pas lc scgmont -1, + 1] ct telle que
b & o s -

TP ee o =/ S
m

On pose

/I dn (t)
m

D(/\, I) = 1lim inf
m I~ / at
m Im

On a olors la définition Squivelentc 3 (Le2).

(Le4) D, (A) = sup {b | il cxistc unc femille significative I, telle que

D(Ay I) > b}

On peut trodvire 1ténoneéd (1.3) cn un Znoned de totolitd pour lo suite d!cxpo-

nenticlle {Ol}\x})\e/\ dens L2( -0, +a) 3 si (1.1)‘ ntcst pas vérifié il y a
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totalité 3 si (L.1) est vérifié il y a totalité pour a< nDc(A) , non totalité
pour a>nDcM).

Notons per Af =An] z|Re z 20} , A” = Ar{z|Re 2 < 0} clors unc conséquence
immédiate de (L.3) est que
R(\) = sup®R(A) , RAD)) .

Pour démontrcr (1;3), nous devons résoudre le probléme suivente S1 £ cst une

fonction entidre de type cxponenticl nous cppellerons miltiplicateur pour £ une

-fonction g , entidre, de type cxponenticl, telle que sur 1ltexc réel g ot fg

soient bornds. Nous avons lc résultat suivant de [2].

’ \
(1+5) THEOREME. - f posséde des multiplicatours si ct sculcmont si

(L.6) /. logle@ |l =¥ <w
1l +x

on peut alors trouver des multiplicetcurs d!ordrc arbitreircient petits Les trans—

formécs de Fourier des fonctions f satisfaiscnt (L.6) pouvent 8tre oppelécs
decs hyperdistributions régulariscblese On peut .montrcr qu'il cxistc unc hypor-
distribution réguleriscble T +tellc que %; no soit plus rdéoulcriscble, clest—
3-dirc que 1l'on peut construire unc fonction f sctisfaisont (Le6) ct dont la
primitive nc setisfait pas (1.6)« Cc it montre que 1- démonstration de (145)
nc peut pes 8trc immédictc. On indiquera unc démonstration, fondle sur unc mé-

thode cxtrémale cppliqucée a des potcanticls de Grecne
On peut cussi donner le consdéquence suivente de (1.5) (signaldée por MALGRANGE) @

Soit M 1'cspace des transformées de Fouricr des mesurcs & support compoct

alors si F& ’ N%*E N ot si N&/T% cst ontierc, pour tout €> 0, on pcut trou-

ver N, , Ny€ It tels que

1tordrc dc N2 Stant inféricur & € .

Dtautre port la classe des fonctions entiércs qui peuvent s!éerirc comme le
quoticnt de deux fonctions appartencnt & M est identique & 1o classc des fone—

tions entidres de type cxponenticl sctisfaoisent (146).

Nous nllons donncr cucloues indications sur les d¢monstrotions des théorémes
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(1e3) et (Le5), renvoyant pour Ics preuves compldtes & [1]ct & [2].

2+ Démonstretion de 1'inégalité R(A) 2 nD, () .

Cette indgalitdé est unc consdquence imnédi-tc de la proposition suivante

(241) PROPOSITION. - Soit f£(z) wunc fonction ontidre telle que s

f(/\) =0
|£(2) ] < oblyl (z = x + iy) .

Soit Im unc suitc significctive d'intervalles telle que

D(A,I)>2

Alors

f=0 .

La marche dc le démonstrction est 1o suivantes. On posc

h(z) = log|f(z)]| - % /O°° log|l - 2> ’t-zl dt .

Lo feit que h(z) <O ot quec h(z) ost sous-harmonique dons lc demieplan supé-
ricur cntrafne que

(2.2) ‘ /_: h (x) -l-ii-’-‘-z > - .
+ X

B ' ¢tent une constonte vérifiont 1 < B < %D(A ’ In) s on note por Q 0 1a bande
~B<Rez<B, pr ® 1'unc dos homothétics omenant lo scgment [ « 1, + 1]
sur Im s par Qm la transforméc de QO par Zﬁm o« 51 v cst unc mesure ayant
son support daons Qm , On notera per o1e potenticl de Greeon cette mesurc pour
1le fonction de Green do Qm « Avce ces notetions, on e, ~I:l notant 1%image de
[-B, +B] per Koo

5
h(x) < U B(x) , Xe I;;

N b d ) 3 ’ K3
ol dom =5 '%)- ~- somme des messcs de Dirae plaedes en AnQ o occl vclant pour

te Qm s 1c support dc dom St-nt contenu dons Qm .
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On peut trouver unc fonction k(t) positive bornde syant son support sur
[ =B, +B], tclle quc posant duy = k(t) dt , on cit

B
U0(x) =1, xel[=1,+1]
Ho

U "(z) <1 quel quc soit =z .

Soit dpm ltimege de dpo por Rm , alors

Juap </U do_

En utilisant (l.1) on pcut montrcr que 1l'on pout trouver un noubre € > 0 et

une suite d'indices m tellcs que

2]1 ‘2<oo
m
s S
ot que
pm
/U dom<-e/I at si m;éms,szl,.?.,.u .
. m

Cectte dernierc inégalité cntrafinc que

(243) /1* h(x)i‘}?<.,elz 1=
m
On ecst amené alors a ddmontrer le lemme géométrique suivent ¢ gi B cst un
nombre > 1 donnd ct VIm unc famillec significative dtintervolles tels que
lIm| - 0 donnéc, on peut extreire dc cette fomille unc famillc significative
I telle que les I¥  rocouvrent su plus deux fois tout point dc 1l'axe réel.

I1 suffit clors d'aﬁpliquor le reisonnement précédent & 1o famille Imk pour

obtenir unc contradiction entrc (R.2) et (2.3).

3+ Démonstration do 1'indgalité R(A) < D, n .

Cctic inégr1ité cst unc conséqucnce évidente de

(3¢1) PROPOSITION. - Soit A unc suitc satisfeisent (lel), slors pour tout
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1
b> ;I- Dc (A)
On peut trouver une fonction entidre de type cxponentiel f , d'ordre b , sa-
tisfcisent (1.6) ot nulle sur A .

La d¢monstration de (3+1) nécessite une succssion d!étepess On considére d'sbord
lc cas ol lo suite A cst réelle. Lec cas d'une suitc complexc scre cnvisagé ou

peragravhe suiveont.

Utilisant le ddfinition (L.2) dc D, (A) , on peut trouver o <bsn ct ke J
tels que

n (x) - k(x)
ox) =L -
sctisfasse a
(32) /__: o (t) | -I%- <o

On poscra alors
b
Nl (x) = X(‘,—f + ¢(x)

Nl (¥) o©st alors unc fonction croissante pour Ix] esscz gronde Soit dN 1o
pertic positive de la mesure le s on définira f par

+1 400
log|f (z) | = I1;1m /__M log|t - 2° t2| aN(t) = Ro I E‘Tz-"{ o(t) dt .
1-300
Notons par R lraxc réel positif muni de sz structurc de groupe per le multi~
plication, L1 (R*) les fonections sommebles sur R* pour lo mcsure dx y ¥ 1lc
produit de conmvolution dens L, ®") s ¢, lo rostrictionde ¢ & R,

o (=2 = o) -9, .
Alors onc, si x>0 :

1
(?.3) : X log|f (%) | = K, o, + K, *¢_

2x
2 vepe [t 0, Feg @ - g (-
+

ou g+(x) = /x ¢ (%) _‘?ti y ot g (x) cst la mfme intégrole prisc de -« & x ,

et ol K, ct K2 sont deux noycux eilsdément cclculsblese On a K1 ct
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Kze L, (R*) 3 l'hypothese f;,itc sur ¢ entrofne ¢, ot p_e I, (R*) s Par suitc
K, * 9 ot Kxgp_ € LR) .

Pour treiter la valeur principsle, on rencontre le difficultc bicn connuc : lo
transformée de Hilbert d'unc fonction sommeble ntest pes ndecssairement sommoblce
Cetie difficulté disprrait si 1o fonction ¢ cst trés oscillante § plus préeisé-
ment lo démonstration continuc cn introduisent temporaircment 1'hypothése complé-
menteire suivante

g, posséde unc suite épaissc de zéros - +w

(3.4) et

g possédc unc suitc dpaissc de zéros =+ =

ou 1l'on o convenu qu'unc suite monotone v cst épaissc si

w

l’l)2<°° .
w

n+l

21 -

I1 cst ¢lémentoire de montrer que (3.4) cntrefnc

+

/0 lg+(X)|;’——i2{T <

ot le mdme résult~t pour g« Por suite tout rovient & treiter le volour prine
cipalc figurent dens (3e3), cc qui cst £oit en utilisont le lemme suivent sur la
transformée de Hilbert cuc nous cxprimons cn not-tion ~dditive posamt x = c% .

On notc par & 1= treasformée de Hilbert tronguéc de @

+1
o) =ve pe /

ag
1 o + &) 3 .

(3.5) LEIiE. - Soit ® e Ll (R) « Supposons quc & cit son support limité & gau—

che, que uniforménent en o

Ho + &) - &(0) >0() , E>0

+

G(e) = /,mé(a) 6t

o
. 3 Ve n - 3
cit unc suite de zdros o, = + = tello quo {e 7} soit unc suite dpeisse, alors

e Ll(R) .
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C¢ lemme sc ddémontrc cn considéront 1o restriction Wn de ¢ & l'intervalle
[Un ’ %uij « Llors “ﬁnlll cot dv-lué en utiliscnt dlunc pert lo deuxisme terme
du développenent csymptotique & 1'infini de Wn ¢t a'-utre prrt 1'inégelité de

1.

Lc ddmonstretion cst ~insi compldtc moycim:ut lthypothésc supplimenteire (3+4)

Schwerz pour la mnjoration cu voisinage de [on s 941

qu'il s'cgit maintenont de lovere On peut démontrer lc lomee suivent ¢ Etont donnde
unc fonction ¢ sotisfoiscnt (3.2), on peut trouvet une fonction q vérificnt
qu'(z9|'< e, q(x =o0() , |x| »», tclle que wl(x) = o(x) +q(® satis-
fasso alors simultenément (3.2) ot (3.4)« Remplacer ¢ per ¢, dons la cons-
truction, n'a pour cffet quc d'-ugmenter 1tordre de le fonetion f£ dtau plus

& cc qui nc prdscnte pas d'inconviénicntss

\

Reste pour achever 1l dimonstrotion & indiquer comment on treitc le cos des
suites complexes A o I1 est noturel de vouloir construire unc fonction nulle
sur A & partir d'unc fonction f' nullc sur A' , qui scre obtenue por la
construction précédentc appliquée a 1o suitc réelle A' o On ost cinsi amené &
considérer

KN(Z) = [l —-]-'-—:-Z—/a}"- .
|M<2N 1 - g/t

On désircrcit montrer que 1'intégrelc (Le6) prise pour lo fonction X cst
bornéc indépendomment de N @ il on résulterait «lors cuc les KN formeroicnt
unc famille normole, soit K = lo limitc d'unc suite cxtroite des KN « Alors
K sotisforait (1.6) ot £ =f; K_ scrait unc fonction satisfoisant les con~
clusions dc (3.1).

Scns hypothéscs supplimentaircs, il ntcst pos possible de mejorer uniformdément.
lcs intégreles (L.6) prises pour KN + Nous ~llons introduirc tomporaircment

wic hypothésc supplémentcirc. Soit

Ay = Aelz)2" <zl < i+ly
w(z) = Re -;-— —Z%— .
On supposcra quc _
(3.6) 2 wG&j =0 cucl cuc soit N nssez grond .

Xefwl

Posons Wy = KNIKN | » clors 1= conclusion cst donnde dvidemment per le lomme
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(3¢7) e IEME. - I1 cxiste unc constante B tellc que

dﬂr 1
[ Toglit () 155 <5 }gﬁq myl .
Lo preuve do co lemne est ovbenue cn pertogesnt 1'intégration de - o & +o cn
- I
deux intlgrations, l'une sur [ - ZN 2 ’ 1-2] s L'cutre sur lc compliwontairce

La premidre intégrole peut s'cerire cn tonant compte de (3.6)

2N~2
1= [ 2 " 2 < H(e k) dx
IN _21“_2')& ( L ( "b‘;?

o 0=crg A, O =arg N, t = |A] ot

H(6 , t) = log|l - to"iel +tcos ® si |t]< %
H(® , t) =0 siols]>g .
En remarquont que
ia-_f.&J_.__He r)|<8|6—9'|r2 ’
on obticnt
t<e I lp-o|tl<ip 2 IIm%c] .

?\.el\‘J KGAN

N-2 1\1-2]

Ltintégrele sur le complémontoirc de [ = 2 y R cst traitde de fagon ane—

logue, ct ccei permet de démontror lo lemme,

Resto enfin & lover 1'hypothsc perogite (3.6), on peut démontrer qutétont donné
A sctisfeisent (1), et tel que D (A) < o , on peut construire Ay A telle
que (1e1) et (346) soicnt s~tisf 1ts, ct que D (/\ ) <D (/\) + € « Ccci achéve
le démonstration de (341).

4. Démonstrotion du théoréme sur le miltipliceteurs

On va donner quelques bréves indicetions sur lo merche de 1o démonstrotion du
thiorsme (1.5). '

-Roemerquons qu'en considdéront au besoin
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£,(2) =1(=) £(@) + £(-2) £(-7) +1

on peut sc romeacr cu cos od £(z) cst unc foaction poirc, positive, ot > 1,
sur ltaxe récle On ve ramencr lc probléme sur le multiplicotour & un probleme

de 1o thloric du potenticl.

Soit G(x) = log]i : };l « 51 dy cst unc mosurc ayant son support sur

(0, +®) on note por
0¥ =/ e@ ao(t)

lc potenticl de ¢ « Ce potenticl est 1o restriction & 1'axc rdéel dfun potenticl
de Green défini dens le demi-plon Re z >0 . Nous ltintorprdétorons comme potcn- .
ticl sur lo droitc sur lagucllc co potenticl définit un cspacce de Dirichlct.

La proposition suivantec permet de traduire les problémes rclotifs cux fonctions

cntiéres peircs, de type exponcnticl, cn termos do potenticls .

(4+1) PROPOSITION. - Soit f wunc fonction cntidre dc type cxponciticl pairc ct
tclle que A = f-l (0) sctisfasse (lel)e Soit o  tel que

log|f (iy) |
v

(4.2) lim sup
lyl=c

<a .

Alors il cxistc unc mcsurc dy sabisf-isant

(443) d(t) > -2 9,-} pour © asscz grand
(444) lim o(R) cxistc ot cst finic
R

(b o@R) = /0 dp ) ¢t tcllc que

log|f{x)| = - x U(P(x) , x>0 .

Inversemont si on o unc mesure Ay satisfrisant (4.3) ct (444), on pout lui

associcr unc fonction cntiére de type cxponcnticl g telle que (4.2) soit satis—-

<o

feit
loglg(x) | < - x Uq’(x) + 0(log %) , x>0 .

Nous nc donncrons pes iei 1o démonstrotion de ecttc propositions Signalons scu=
lement qu'clle peut &tre étenduc & dos fonetions £ qui ne sont pos peires, ot

quc d'autrce pert on pcut cn sc plagant "en dchors des zdros" dc g romplocor
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1n mjoration de |g| 2 1'-ide de oxp(- x U\p(x)) por unc $galitd (ecs doux
romerques ne sont prs néecssaires pour ce qui suit, mris clles ncuvent 8trc uti-
los dons d'cutres problémes) .

Lo proposition (4¢1) permet de troduire le théoréme sur le miltiplicatour (1.5)

dens 1t'énoncGe

IEME, - Soit ¢ unc -courc sotisf isont (4.3) ct (444) ot telle que

¥ <o

(4+5) [0 E>ee

Alors pour tout e >0 on peut trouver unc mesurc b satisfoisant (4.4) ct

(4+6) du-e -‘%
ct teclle que
(4.7) e u? .

L'idéc de 1o démonstrotion consiste d'sbord & montrer quc pour les mesurcs

sotisfoisent (446) et (4+7) on o
. _ 2 ) dx
(4+8) %—ii LR) == /O U7 (x) =
los doux membres étont simultendment finis ou infinise

Per suite pour que lim p(R) soit fini, on o intdrlt & prendre " 1omplus
petit possibleM. Plus précisément, notons per A 1o fomille des mesures p satis-
foisent (447) ot (446)« En appliquont le principe de l'enveloppe infdérieurc, on
montre gu'il cxdiste Ho € A telle que

Ho p . .
U~ U qucl que soit p el ’

Clost ¢vidomment pour cette mesure p, quo 1'intégrale (448) scro minimn.
En appliqusnt un arguncnt voriationncl on pout montrer quc, si
Ho -
E=1{xlU"x>7T lp(x)}

clors, sur E , dpg = - € gg’- « Dc plus, on peut éteblir

(4.9) -€ %tl.f Ay § & %h" pour t cssez grand .
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Utilisant (4¢5) ct (4.8), on obticnt quc 1lim pR) fini cst Cquivolent &
&P
Jy U0 &x <o
X

Meis

I1 reste & ddmontrer

P
/U Odl.l0>°-°° .

En derivant cctic intdégrale comme somme des deux intégreles suivantes (ce qui peut

8trc justifié per un passcge & 1o limite)

Sy,

cn remarquant que le promidre intégrolc ost positive (intégrole dtdnergic) ct

quc la sccondc cst convergentc d'oprés (4.5) ot (4.9), on achéve 1o démonstrotions
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