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Séminaire IELONG 801

(Analyse) 1061
3e annde, 1961, n® 8 7 mars 19

INTEGRAIES DE FORMES DIFFARENTIELIES EXTFRIEURES NON FERMEES

par Frangois NORGUET

le Introduction.

Habituellement, lorsqu'on intégre une forme différentielle extérieure ¢ sur
une chafne o d'une variété différentiable X , la forme VY est fermée, et o
est un cycle compacte Dans ces conditions, la valeur de 1'intégrale /;1p ne dé-
pend que de la classe d'homologie de o et de la classe de cohomologie de ¢ 3
par conséquent, une variation continue du cycle o ne change p8s la valeur de
1'intégrale. Nous nous proposons d'examiner le cas ou la forme Y n'est pas fer-
mée 3 alors la valeur de 1l'intégrale /6 Y varie lorsque le cycle o varie dans
une classe d'homologie compacte de X « Donc, si nous remplagons ¢ par un cycle
voisin & qui lui est homologue, les valeurs des deux intégrales /8»¢ et

/; ¢ différent en général, et nous nous proposons d'étudier cette différence
/é Y "/5 Y .

Si ¢ est une fonction, o et G sont des points 3 il s'agit alors de la
différence ¢ (G) - y(o) , que 1'on peut exprimer (si Y est analytique) par une
série qui converge lorsque 0 est suffisamment voisin de o 3 sdrie de Taylor,
ou série de Stieltjes (découverte par STIELTJES, et publide par H. POINCARé dans

son mémoire [6] sur la théoriec des résidus).

Nous établirons ici une formule générale, annoncée dans [4] et [5], qui admet
comme cas particulier le résultat de Stieltjese Nous rappellerons d'abord quelques
notions sur les dérivées partielles de formes différentielles extérieures et sur
la théorie des résidus, que nous aurons & utiliser j ces notions dues & J. IERAY
[1], ont été précédemment exposées dans ce séminaire [2], et en partie généralisées
dans [3].

2« Notationse

Soit X wune variété analytique complexe, de dimension n , et soit m un
nom?re entier positif vérifiant m< n . Soit (Si)hgism (resps (Si)léiﬁmg une
famille de sous-variétés analytiques (non singuliéres) de X , de codimension 1 ’
réguliérement plongées dans X , situées en position générale (i. ev & au voisinage
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de tout point O de S = 0 8; , il existe un systeme (z , W) ,
1<i<m

2 = (Zi) 1\<i<m s W= (wi)léign-m
ait pour équation locale z; = 0 , e une condition analogue est vérifiée pour

S = . N gi )« Supposons que chaque S admet, dans X , une équation globale
<ism

= 0 , la fonction holomorphe 85 stannulant au premier ordre sur Si ,

, de coordonnées locales de X , telles que S

51
1 g i \< m e
Nous désignerons par N+ 1'ensemble des nombres entiers positifs ou nuls, et
m 3 - Id »
par N+ 1'ensemble des suites croissantes de m éléments de N+ 5 s1 p est

une telle suite , nous désignerons son i-iéeme terme par Py » et nous poserons

lpl = £ p,, pt= T p!
1<i<m I<igm

3+ Dérivées partielles de formes différentielles extérieures.

Soit Y une forme différentielle, indéfiniment différentiable dans X , et telle

que la forme ( /V ds,) a ¢ soit fermée, c'est-a~dire que l'on ait

1gitm
( N dsi) Ady = 0 . Alors, pour tout nombre entier q positif, et pour toute
I<igm

suite (ja) 1<a<q de nombres entiers compris entre 1 et m , il existe une forme
MY
différentielle extérieure indéfiniment différentiable wj j définie au
1’...’ q

voisinage de S , vérifiant les relations

dy = 2. ds, A w, , duw, . = X ds, AW, . .

1gign i i Ji,...,gq Igicm  + 31,...,jq,1
La classe de cohomologie, dans S , de la restriction de wJ 3 a S, est
1"‘0, q

parfaitement déterminée per la donnée de Yy , des fonctions s, o 1ign,
et de la suite (J )]»g agq ; cette classe de cohomologie est appelée der:!.vée par-

tielle d'ordre q de ¢ sur S , par rapport aux fonctions sj g see g S:
1

dq

et désignée par le symbole

i
aIPl 3]! ,
151
a LK N 2 a
51 Sm|s

ol Py désigne le nombre des indices égaux & 1 dans la suite (J on a

s s 5 o’ 1gogq
évidemment |p| = q = Ps o

IKigm ¢
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4. Résidus de formes différentielles semi-méromorphese

Lthomomorphisme cobord de 1lthomologie & supports compacts

63 Hr (8) - Hr+m(X - U Si)

1€i<m

se réalise en fibrant un cycle de S par des tores & m dimensions réelles
enlagant une fois chacune des sous-variétés Si ;3 son transposé est 1'homomor-

phisme résidu de la cohomologie a supports guelconques

Rés

FE- U 8) » ) .
ISS
Si ¢ est une forme différentielle ihdéfiniment différentiable dans X , la
classe de cohomologie de la restrictionde ¢ & S est le résidu de la classe
de cohomologie dans X = U 8, de la forme différentialle semi-méromorphe

(supposée fermée) 1gigm

QA 1)Mv .
gigm %1

Si o est un cycle compact de S , on a donc

(1) (257‘)ij ¥ = /5(0) A ——9 AY .

k$1<m %

Enfin, on a la relation suivante entre résidus et dérivées partielles

1 o lpl 11, | - ds
¥ o 1 Pm ReS((1</1\<m __T) ") )
Sl L} OSm S i

5. Enoncé des résultats.

Nous désignerons par o le cobord correspondant & § . -

’ .
THEOREME 1. - Hypothéses.

a. Supposons qu'il existe une famille (w, de fonctions holo-

9J)l< Lm, 1<jEm

morphes dang X , vérifiant

48, = 2 W, ,ds, , 1gigm .
1< j<m 1yJ 1

be Soit ¢ une forme différentielle, indéfiniment différentiable dans X , vé-

rifiant
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(/\ dsi)/\dq;:o .
1<ikm

ce Soit o (resps ©) wune classe d'homologie compacte de S (resps S) telles

qu'il existe un ouvert Q c X - (B u S) et une classe d‘homologie < de Q,

vérifiant les conditions @

(1) 6(c) (resps &(3)) est l'image naturelle de T par 1l'inclusion de <t
dans X - S (resp. X -9 ;

S,
(11) ll—-s%-|<1 y lgigm, dans Q

CONCLUSION. ~ Alcrs nous avons la représentation en série convergente

alpl [(det w) (T (si - ?«;i)Pi) 11)]
/ .

1 <igm
/8 V= ZN‘“"‘-I;‘— o " pz1¥ Pn
:FE + dSl aSZ Gse aSm S

e det w désigne le déterminant de la matrice (wi,j)lsiSm, 1<i<m *

Les hypothéses du théoréme 1 peuvent &tre aisément réalisées, comme le montre
le théoréme 2, qu'on établit & partir du théoréme 1 en utilisant des voisinages
tubulaires de S et de S . Pour énoncer le théoreme 2, introduisons une famille

(vi) 1gigm de fonctions holomorphes dans X , vérifiant les conditions suivantes
N

<m

i. v, ne stannule en aucun point de Si , pour 1< 1L H

)

ii. I1 existe une famille ( 1cigm, ik de fonctions holomorphes dans
N 9 N

a‘ o
1,J
X , vérifiant

dv. = Z o, . ds, ’ <
Togigm B0

(4 \
THEOREME 2. - Il existe une famille (€,) <i<m de nombres réels positifs, dé-
17 1€3Sm

pendant seulement de (.Si) Igicn St de (vy I<i<n

vantes entrainent la conclusion ci-dessous @

, telle que les hypothéses sui-

HYPOTHESES.
ae Supposons que l'on ait 8y = 'é'i = hi vy s 1£ig m,y les nombres complexes
h; vérifiant |hil <e;,, 1<igm.

be Soit ¢ wune forme différentielle, indéfiniment différentiable dans X , vé-
rifiant
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(/\dsi)/\dxp=0 )

1<igm

ce Soit o une classe d'homologie compacte de S , et soit G la classe

d'homologie de S obtenue par variation continue de o en fonction des para=-

métres complexes t, 1<igm, sur les variétés définies par les équations

’

i

[ rd — .
simultanées si-tivi—O, lgigme.

CONCLUSION. — Alors nous avons la représentation en série convergente

- o,
| hpi o!»l [(det w)( 1 vil) q;‘}
N _ i \ 1<i<m =
/0 V= ZI;m (1<U<m Py ¥ /" Py Pn
If + "~ l\ 531 see asm S

OU det w désigne le déterminant de la matrice I = (b “i,j)lsigm, I<jgm *

COROLLAIRE., - Pour m =1 , nous avons, sous les mfmes hypothéses :

1im /’6"4) - '/O Lp:/ a[(l "hl al,l) v]_ 11"']
h-0 0 o 98 s

1

Cas particulier 1. - Si les fonctions v; sont constantes et égales & 1,

nous avons
o ——— et

p
hii : aip'lp
/g‘P:Zm(U p.l)/o P p_ |
peN, I<dem L asll ese Og @

S
ety, pour m=1,
1im /g‘!)-/O\P:/ 31}}

hy-» 1 hy 9 08 |g

Cas particulier 2¢ — Pour m=n =2 , nous obtenons, aprds un calcul élémentaire,

la formule de Stieltjes :

Py -1 Py 1
h,- P1 h < Po~
1 0 P ooy - 2 9 P2 Jy
ql(é) -\!}(S) = 2 (v ) F D e e (V )
p21 Pty P7h N1 0878 p>1 Pob | Po=t T2 0878
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P Py ~l4p,-1 P !
Py =itpP -
+ n T2 9 : . '\rp1 5V2 oy + vp2 5V1 62\1"_ + vpl v&g’%‘y— .
pﬁal,pézl Py Dol Spl—l aspz-l 1 551 535' 2 382 8; 1 "2 050s, [y
1 2

qui exprime la valeur de la fonction holomorphe ¢ au point d'intersection S

des courbes analytiques d'équations s = hy v, = 0 et 8y = h2 v, = 0, en

fonction des parametres hy et.hy, et des dérivées des fonctions ¢ , v; &t

Vo calculdes au point d'intersection S des courbes d'équations 8 = 0 et

823-'00

Le théordéme 2 permet d'étudier le comportement d'une intégrale & distance finie
quand on comnaft son comportement & 1l'infini, dans certaines directions seulement ;
de fagon précise, le théoréme 2 admet pour conséquence le théoreme suivant, dont
un cas particulier avait été établi par H. POINCARE ([6], § VI)

)
THEOREME 3. = Soit ¥ une forme différentielle, indéfiniment différentiable

dans X , vérifiant

( /\ ds,)a dp=0 .
I<i<m T

S'il existe une suite (tj)hsj<4°° de cycles, appartenant & la classe d'homologie

(o) , tels que 1'on ait

um [ (A --ﬁ-%)/\q;:o

jodo j I<ism Pi

m o, ..
pour tous p € N+ vérifiant |p| =1 s alors on a ,/81P = /; Y pour toute classe

0 ~ . 'Y 'y ’
d!homologie J obtenue par variation continue de la classe o sur les variétés

S définies par les équations simltanées 8y = ti y 1£igm, et suffisamment

voisines de S . En particulier, si ¢ est une fonction, cette fonction est une

fonction holomorphe constante au voisinage de S , donc constante dans X .

Pour démontrer ce théoréme, on remarque que les hypothéses entrafnent les rela-
tions
ds; ! | |
i (24x) 3IPly
0 = / ..)A =
/6(0)( \ 0 AV = % ) D )

1<K s, BN m
i DSl XX} aSm S

La conclusion résulte alors immédiatement du théoréme 2.
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COROLLIAIRE (Théoréme de Poincaré). = Si la fonction y(z) , holomorphe dans

n , » 3 3
C” , reste bornée sur un cbne de sommet O , dont les génératrices sont des droites

de l'espace R2n sous=~jacent a ¢ , 6t dont 1l'intersectioh avec la sphére de

centre O et de rayon unité est homologue, dans C- = ( U (zi =0)) , au tore
1€Kn I
N (lz,| =1) , alors la fonction Y est constante dans G .
1<i<n -

Réalisons en effet les hypothéses du théoréme 3 en prenant m=n ,
Si = (Zi =0) , 0 =8=0, en prenant pour T 1'intersection du c8ne ci-dessus
avec la sphére de centre O et de rayon unité, et pour Tj 1thomothétique de <

par 1l'homothétie de centre O et de rapport J 3 nous aurons

Gz ' dz, .
A iy, e ] Sy :
/'Cj <1$j$n 21'314.1) y(a) j_m /'c (1$/1\$n -Z—p-;;f) Y (3z)

1 1

comme cette quantité tend vers O quand j tend vers + s les hypothéses du

théoréme 3 sont réalisées, et la fonction U est constante dans C" .

6+ Démonstration du théoréeme 1.

La forme différentielle semimméromorphe

~

ds.
o =(/\ =AYy

IKikm i
est fermée en vertu des hypothéses (a) et (b) , qui entrafnent en effet

~

ds, ds
@ = (= 1) (/AN =D A d = (=1)" (det ) = .
R ERSATE CEE “”‘K/Qm g A =0

D'aprées la relation (1), nous avons donc
! _
(24r) /g Y = /% 0] .

En posant

nous obtenons

w?
I
)
}
<]
i
w

—~
—
I
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dans X , et

By -y
— 1—-———<1
Si 1

1 . s
dans Q . Développons = en série entidre dans (0 ; nous aurons

i
u
1 1 1 ir
T - e o G
i s _ 4 ir20 i
i ]
et
A ds; . Uy
w=@etw) (T (2 3 My A ok = 2 0
1gigm B4 i< 0 %4 1<i<n 1 peN
dans Q , si nous posons
= (aet W (/\ u, +1) A :
I<ism i Py
i

Nous obtiendrons done enfin

Mais 95 est une forme semi-méromorphe fermée dans X ; en effet, nous avons

dldet w) ( /\ Py 9% )
d(pp.. (de w(1<l$mu -—p—;;TAQI
i
\ —_-Td )
det w) 4a( u AY
+(e 1<1<m i 5
1
1™ @et w) ( pi—-——Td ) Ay
- W u A .
+ e 1Cicn 1 i
l

Le premier terme est nul, car on a
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d(detw)A(/\ds)zd(/\ a5,) = 0 ;
1<igm 1<ism

le second terme est nul également, car on a

du, A ( A ds ) = (ds, - ds, ) A (/N ds,) =0 :
I<i<m . I<jgm ]

enfin le troisiéme terme est nul en vertu de 1l'hypothése (b).

Nous avons done la formule du résidu
. fmsaIn ,
k9 = (@07 [ Rés(p )
puis, en vertu de la relation (2),

N st ¢ T ii) w}

(Znn) 1<ism
36,0 vn 8T
Sy eee Oy S

dt'ol résulte le théoréme 1.

7. Démonstration de la formule de Stieltjés.

Dans le second cas particulier du théoréme 2y le développement en série conver-

gente de 1'intégrale /é Y s'éerit

P P
& - ): hl1 h22 Py*Py ov, ov,
Y (s | (1 -h g=—~h
Pt Pt P D 10 2 Os,
p 0, p?O 1 2 5 ds 2 i 51 2
1 2
B(v » V ) P, D
+ h h 1 ) v 1 v 2 q;
2 51 ) 1 2 g
S ) |
Py +D-
- bhym iR 1 vpzxp
- RS B MRS
p?,O, p?O 17 72 Sll 3 2
2
p;+1 py+l
h]. o (Vl ) p2 h2 a(V2 ) pl




8-10

Py P, PytP, D p
W1 P2 PR BBy
1 2 1 2
- >oZ >0 P1f Pt P Py
PFYy Po? 531 632

p, P _ P
bt oh? PP /5v11 P,
- 3= 1 2' o vy
>1 0 Py~ Pyl pl--l P, @sl 2
P>y PP ds,” Os,

P

P, P - Py
n, b2 PP /pl ov,

- Z ..}._—_2.1_ v LP
P} P,Y P, DP,-l\1l Os
p0, p21 PL* P2t P1 g P 2
1 95
p p Py +Dy=R
= hll h22 0 1772 ,c\J(Vl y vz) plnl p2-1
V. v .
*p>1,p221 ®, - 11 (p2-1)xap1-1 -1 \O(5; 5 5,7 'L 2 ¥
1/ : 3

8 682

En groupant les termes correspondant aux valeurs Py > 1 et P, >1 , on obtient

b P ~lip.-1 |2, P1 Po Py
p +p
> hy h, 51 2 o) (v1 v, V) i ’avl P, "
Pt P4 p -l p.=2 ds, Os ds, ' os 2
plzl, p221 17 72 asll 322 1772 2 771
Py
pl avz 0 (vl ’ V2) p]_ -l p2-l

0
"5, (M ‘6’%"“*91928‘(5‘1‘735‘)'"1 Voo ¥

ot la somme figurant & 1'intérieur du crochet peut s'éerire
p2 p‘\

p, OV ov,  p Pr D 2
e Tr Y 1 P23y 126&

+ Vv, + Vv, v
1 ds1 632 ész 2 asl 1 2 8, 8,

“we

on obtient ainsi le troisiéme terme figurant dans la formule de Stieltjes. En grou-
pant les termes qui restent, on obtient naturellement les deux premiers termes de
la formule de Stieltjes.
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