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Séminaire LELONG 7-01

(Analyse) o
3e année, 1961, n° 7 28 février 1961

(rédigé en octobre 1961)

SUR IES FONCTIONS DIFFéRENTIABLES ET LES ENSEMBLES ANALYTIQUES

par Bernard MALGRANGE

L. Rappels sur les anneaux analytiques.

Soit R{x 5 eee Xh} (respe R[[x, 5 ov , xh]]) 1tanneau des séries & n
indéterminées, convergentes su voisinage de O (respe formelles), & coefficients
réels. Nous appellerons anneau analytique réel (respe formel réel) un anneau du
type Rix, , «00 xh}/ﬂ (resp. E[[xl g eee xh]]/b) sy OU B est un idéal de
R{x 45 o0, xh} (resp. E[[Xﬁ g see Xh]]) + Ces anneaux contiennent de maniére

canonique un sous—anneau isomorphe & R (les "constantes").
Définitions analogues avec C au lieude R

Nous allons rappeler rapidement certaines propriétés de ces anneaux, pour les-—
quelles nous renvoyons & [8] u [9] u [10] (et, en particulier, & 1'appendice de
ce dernier article). Certaines propriétés indiquées ici n'y sont mentionndes que

dans le cas complexe : le lecteur les étendra immédiatement au cas réel.

Lle ~ Un anneau analytique (resp. formel) A est local (i es posséde un plus grand

idéal M , formé de tous les éléments inversibles de A ) s et noethérien.

On munit A de la structure d'anneau topologique pour laquelle un systéme fon-
damental de voisinages de O est constitué par les MY (pe N) ; muni de cette
topologie, A est séparé, autrement dit NRP ={0} (théortme de Krull). Si 3

. p
est un idéal de A , le résultat précédent appliqué & B = AB sipnifie que T

est toujours fermé.

2+ = Désignons par i1 complété de A pour la topologie précédente (lorsque

A ='§{xa y ove Xh} , On a trivialement A = E£[Xj y see xh]] )e Si P est un
idéal de A , son complété f (i. e. son adhérence dans 24 ) est identique & 1'i-
déal Kﬂ de R engendré par P, puisque P est dense dans AP s et que i
est fermé, D'autre part, si 1'on pose B =AM , ona B =£/F .

De 13 résulte immédiatement que le complété d'un anneau analytique est un anneau

formel, et que tout anneau formel est complete. Il en résulte aussi trivialement
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A L3
que, P et R étant deux idéaux de A ,ona (B+R)*" =P+ Q.

[
3¢ = A est un A-module fiddlement plat, ce qui signifie ceci ¢

~

ae Si P estunidéalde A, £Bna=7

be L est un A-module plat ; autrement dit, si 1'on a une sulte exacte de

A-modules M » M - M' 1a suite
Py o A
A e, M 5 A 8, M- A & Mn

est exacte.
Soit P un idéal de A . En appliquant ce dernier résultat & la suite exacte
O—-)',B-)A_)A/,I} -0
A . ‘s . . P
on trouve que P (resps ﬁyﬁb s'identifie canoniquement & 4@, P (resps
o
A
e, AB) .
Soit R un autre idéal de A « En appliquant (b) & la suitc exacte
i 6
0-» BnR— A—s A 0 AR
[oh i désigne 1'injection, et & 1'application diagonale a - (a mod P, a modR) J,
on trouve le résultat suivant s
N ~
BnR"=2n17

(voir dans [8] une autre démonstration de ce résultat).

4e = Soit A wun anneau analytioue (réel, par exemple), et 8y g eee 5 des
éléments de A o Pour toute série convergente f e Ri{x , «.. x?} , on définit

de manicre évidente 1'élément f(a; , +eo ak) de A (et de mBme avec les
anncaux formels f é&tant cette fols une série formelle)s On dit que 8 g eee g 8y
sont analytiquement indépendants si 1l'application E{xi g see xk} -» A ainsi
définie est injective, et 1'on définit de méme des éléments formellement indépen~

dants d'un anneau formel,

Lorsque A est un anneau analytique intégre, on appelle dimension de A et 1l'on
note dim(A) le nombre maximum k d'éléments analytiquement indépendants de A .
mpwtﬂwszwral,u.ﬂkeAtﬂsweA mﬁmlﬁ%,.”,%k

module de type fini ("lemme de normalisation"). Si A est réalisé comme un quotient



703

ﬁ{xl y s0e o xn}/‘B (3 , un idéal premicr), on peut precndre, en faisant au be-

soin un changement linéaire de coordonnées

8y = % mod P (1<i<K ’

ct on peut supposer que el = Fpu1 mod B engendre le corps des fractions £
de A sur le corps des fractions B de B = Eﬁal g vee ak} « D'aprés un lemme
élémentaire, tout élément c¢ de L entier sur B (cn particulier, tout élément
de A)s'éerit dtune manidre ct d'une seule sous la forme suivante @
P(ak+l)

¢ =77 ’
P étant un polyndme de degré <p = [K : B] , & cocfficionts dans B , et A
étant le discriminant du polynfme minimal de 8,5 Sur B (lequel polyn8me a
ses coefficients dang B , puisque B , étant isomorphe & 5{"1 g oo xk} est

factoriel, donc intégralement clos).

Soit M (resps M) 1'idéol maximal de 4 (respe B) o+ D'aprés un théoréme de
Krull la topologic définie sur A par les AR induit sur B sa topologic na-
turclle ; montrons qu'il en est de mfme pour A 3 A/AN est un modulc de type
fini sur BR x R , donc un anneau d'Artin ; par conséquent AN est Meprimaire,
et 1ton a AN MF pour un entier r >0 : d'ol le résultate On en déduit que
1tapplication canonique A C 5L ost bijective [10] et (trivialement), que
1tapplication canonique . £ est injective (en fait, les mfmes raisonnements
valent pour un couple (A , B) d'anneaux analytiques, avee A D> B de type fini
sur B ).

I1 en résulte immédiatement que a; y ees » o sont formellement indépendants

dens £ . par contre, nous allons démontrer le résultat suivant

PROPOSITION 1, - Soit S un idéal de £, avec I #{0}.Ilcs a, mod 3 ne
sont pas formellement indépcndants dens A/5 (autrement dit ¢ S n 5 £ {0} ).

La démonstration de cette proposition repose sur lc résultat suivant, dont la

démonstration nous a été communiquée par Je—P. SERRE.

’ h)
THEOREME l. - Dans les hypothéses précédentcs (ie ce L anncau analytique inté-

N
gre), A est un anheau intdgre.

On se raméne immédiatement au cas complexc en adjoignant au besoin & & une

racine i de 1'équation XX 4 1=0 » €t en remplagant A par A[i] ; dans la
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suite, nous supposerons donc A analytique complexe, et nous garderons les nota-

tions précédentes en y remplagant R par C .

o~

On établit alars le théoréme 1, par récurrence sur la dizension de- A.; pour
cela, désignons par (Tk) 1'énoncé précédent pour les anneaux de dimension < k ,
et par (T1'<) le mfme énoncé pour les anneaux normaux (is ce intégres et intégra-

lement clos) de dimension < k

ae (TI'«:) = (Tk). ~ Soit D 1la fermeture intégrale de A (ou, ce qui revient
au mfme, de B ) dans K . Il est connu (cfe par cxemple [2] ou [3]) que D est
un anneau analytique, et de méme dlmensmn k que Ao Comme D est un A-module
de type fini, ltapplication E - D est mgectlve (reprendre le raisonnement fait

plus haut pour démontrer que 1l'application B - A est injective).

D est normal par construction, donc B est intégre, et i s qui est un sous~
enncau de D y est intégre.

be (Tk_l) => (Tl'{). - On emploie ici une variante d'un reisonnement de
ZARISKI [11]s Soit A un anneau analytique intégre de dimension k 3 on sait que,
B Cétant un idéal premier de A , différent de {O} A cst de dimension

<k ~1 . D'aprés 1l'hypothése de récurrcnce, K/ﬁ est integre, done B premier

(en particulicr f/tB n'a pas d'éléments nilpotents, i. e« P n'est pas ramifid
dans £ ).

Supposons A normal, et soit B = Q{al s se0 ak} un sous-annecau de A , igo=
morphe a g{xl g *o0 Xk} y tel que A soit de type fini sur B + En appliquant
au couple (A , B) un lemme de NAGATA ([7], paragraphe 4, lemme 3), on trouve que
L oost normal, donc intégrce. D'ou le théoreme.

La démonstration de la proposition ! est maintenant immédiatee Soit
A

A (resp. B) le corps des quotients de A (respe B) s comme L =8 ag b, A

est do type fini sur B » done le sous-anncau g[ﬁ] de K engendré par B et
A

— - A
A est un corps j donc £ = B[A] « Soit § un idéal # {0} ge £ y €t soit

fed, f;é0.0na,dans f,

=>

h e

Hhf
[
o
3
(@)
(3¢]
N~
(@]
-
o
M
to:
-

n
g=rfhes et 2nBZ£{0} .
Ce Qo Fau Do
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REMARQUE. = On notera que le théoreéme 1 était néeessaire pour établir le résultat
précédent : Soit en c¢ffet B un anneau intégre ¢t A un sur-anneau commutatif
non intégre de B : il existe toujours un idéal S non trivial de A vérifiant
3n B=1{0} (s'il existe un be B, b £O0 qui soit diviscur de O dans A ,
il suffit de prendre pour I 1'annulateur de b dans A « Sinon, soit a e 4

un diviseur de zéro ; il suffit de prendre I = (a) ).

2+ Sur les germes de fonctions différentiables.

Des:Lgnons par R{{ X; g ses 3 X }} ltanneau des germes de fonctions (indéfiniment)
() dérivables au voisinage de O dens E s & valeurs récllcs ; si f est un
tel germe, nous noterons ¥ € Rl[x , ees, XQ]] sa série dc Taylor formelle en
0 « I1 est bien connu que 1l'aspplication f - £ est surjective, is es¢ que toute

A
série formelle est de lo forme f pour un germe f .

Si g est une fonction dérivable dans un voisinage ouvert de O nous noterons

g songrme en 0 , et g sera appelé "un représentant de g ",

DEFINITION 1. - Soit E un sous-ensemblc de Rn adhérent & 0 , ct g une

fonction dérivable au voisinage de O « Nous dirons que g (ou 2 que son germe

g ) @ un zéro d'ordre infinien O sur E (ou : sur le germe Ey de E en 0)

8i, V pe N, il existe un voisinage 0 El_e_z_ O et un nombre C_> O tels que,
dans E p Op , on ait ‘g(,c)l C Hxlfp i, et, dens la suite, || « || désigne

1o norme cuclidienne dens R )
La propriété précédente ne dépend en f2it que de la série de Taylor de f en

0 , (puisque une fonction, dont la série de Taylor est nulle en O s & un zéro
d'ordre infini en O sur ﬁn ) 5 llenscmble des séries formelles provenant de
fonctions ayant un zéro d'ordre infini en C sur E forme un iddal de

ﬁ[[xl y see Xn]] que nous appellerons "idéal formel du germe Ey " et que nous
noterons S(EO) .

Supposons maintenant que E soit un enscmble analytique réel au voisinage de
0 5 pour ne pas avoir & écrire constomment des irdices, nous poserons EO =V .
Soit 3(V) ¢ g{;ﬁ g oo xn} 1'idéal analytique de V , i. ee 1l'ensemble des

L
(") Dans la suite, nous omettrons le mot "indéfiniment®.



7-06

germes de fonctions analytiques en 0 (identifids & des séries convergentes) nuls

sur V o L'objet essentiel de cet exposé est le théoréme suivant ¢

THiOREIE 2. - B = () .

[Autrement dit : pour que f € Bj{xl y see xn}} ait un zéro d'ordre infini en
n -
0 sur V , il faut et il suffit que 1lton ait ¢ f e (V) o]

I1 suffit d*'établir ce résultat lorsque V est@uyﬂyﬁqnm&tﬁmﬁ&xﬁﬂﬂe:sakntcndfet
V, 5 +ee y V_ les composantes irréductibles de V j on a
p

IW) =3(V) 0 ees nS(Vp) ’

dtot (paragraphe 1) 3

et aussi évidemment

“we

IW=30) 0 eee 0 V)

si le résultat est vrai pour Vg ooy Vp s il sera par conséquent vrai pour V .

Supposons done V irréductibles Dans ce cas J(V) est premier, et
A =_fi{xl g see xn}/S’(V) est integre 3 soit k 1la dimension de A (qui, par
définitionyest égnle & la dimension de V) ; on peut supposer (paragraphe 1) que
les 3y = % mod 3(V) , (1< j<k , sont analytiquement indépendants, et que
A estun R{ Bl s eee ak}-module de type fini (dans la suite, nous poserons
B=R{a, 5 eev, ak} et nous éerirons x; 4 ees , % aulicude a; 4 e, fy s

ce qui n'aménera aucune confusion).

On a évidemment 3 3J(V) 3’6(\;) 3 d'oprés la propocition 1, pour démontrer qu'on
N s .
a 3J(V) =73(V) , il suffit de démontrcr le résultat suivant

(Al) V) n gg[[x1 y vee xk]] =1{0}

(Autrement dit : toute fonction f(x; , ees , xk) dérivable au voisinage de O
ayant un zéro d'ordre infini en O sur V a une série de Taylor identiquement
nulle) «

Avant de transformer cette condition par unc projection sur Ek s nous allons
rappeler quelques propriétés des germes analytiques réels. Conservons les nota=—
tions précédentes, et posons ay = X mod 3(V) (k+ 1< j<n) . Pour
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j=k+1, 400 yn, il existe un polynbme Pj e B[X] distingué (i. e. unitaire,
les coefficicnts des termes non-dominents étant nuls & l'origine) et irréductible,
tel quton ait P.(aj) = 0 3 on peut auszi supposer que 8141 engendre le corps

des fractions L de A sur le corps decs fractions B de B , et que les %

sont lcs polynbmes minimeux des aj sur B o I1 cxiste alors des polyn8mes uni-
ques Qj € B[X] (k+2<j<n) ,dedegrés <p=[L:B]=deg P, » tels quton

Q. (a,.4)
ait aj = -1-%1-5"-1-— , O désignant le discriminant de Pk+1 3 on sait enfin que,
en dehors de 1l'ensermble des zéros de & , V est représcnté par les équations

{ Pk+]. (xk+l) =
\.ij = Q; () (k+2< i< n)

(efe [3] ou [9]) ; plus précisément : soit W un rcprésentant de V ddéfini dans
un ouvert Q , avee 0 €Qc En 3 11 existe un ouvert Q' , avee 0 € Q' c Q, dans
lequel les équations précédentes ont un sens, et tel que W n Q' coincide, avec

ltensemble des solutions de ces éguntions, sauf peut &tre sur l'cnsemble A =0 .

Soit alors U un voisinage de O dans ﬁk , que 1'on peut supposer assez pe-
tit pour que les coefficients des Pj et des Qj soient des séries convergentes

dans U et pour que les conditions

r g eee s ) e Uy Pl 5 Xy ey x) =0T
entratnent
"(Xl g sse ?Xn)EQ' n ;

désignons par pr la projection de En sur Ek et par D 1l'ensemble des zéros
de A dans U ; on peut supposer, en choisissant convensblement U, que U ~D
n'a qu'un nombre finl de composantes connexes, et que chacune d'clles est adhéren~
te & O[1] ; il cst alors clair que pr(W n Q') contient une telle composante
connexe, que nous noterons I' ; on peut encore supposer que, sur W nQ' , on a
llx]l<cllpr x||* avee C>0, a >0 (cn vertu des équations

Pk+j (xk+j 30X g eve xk) = 0 et dc majorationsélémentaires des zdéros d'un po-

IynBme que nous laissons au lccteur).

Soit maintenant f wun germe de fonction contenu dans ﬁ{{xl y eee 5 X 11, ot

ne dépendant que de X, , ees , X, »1'inégalité précélente nous mmtre que f, considérd
comme élément de ﬁ{{xl g vee xk}} y & un zéro d'ordre infini en 0 sur I' « Pur
démontrer (4,) , nous sommes donc ramenés, en changeant un peu les notetions.
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a établir le résultat suivant

(Az) solent U un voisinage de O dans E? sy ® une fonction znalytique réel=-

le dans U , vérifiant ®(0) = O et non identiguement nulle au voisinage de O ,

D 1l'ensemble des zéros de ¢ , ¢t I unc composantc connexe adhérentc & O de
u-Dlona So.-lo):Oo

Lutrement dit : tout f e R{{x; , «.. , x}} qui a un aéro d'ordre infini en O
sur I vérifie £ =0 .

Pour démontrer (Az) s nous allons procéder ainsi : nous supposcrons que la
fonction @0 4, ¢+e , 0, xk) n'est pes identiquement nulle au voisinage de O ,

et nous montrerons qu'on a alors,,

VPGN, -—-5‘(0,‘00’0)':0 .
k

Cela cntrafnera bien le résultat ; cn effet, l'ensemble des droites issues de O
sur lesquelles & n'est pas identiquement nul au voisinage de O est un ouvert
partout dense dons l'ensemble des droites issues de O ; comme, aprés un change-
ment lindaire de coordonnécs, on peut prendre pour axe Oxk une quelconque de

ces droites, 1l en résulterabien, per un calcul élémentaire que nous laissons au

o»
lecteur, que toutes les dérivées de f sont nulles & l'origine, ie ee que f =0,

Dans les hypothéses précédentes, on peut supposer, d'aprés des propriétés clas—
siques des anneaux de séries convergentes, que le germe ¢y cst sans facteurs
rmltiples, ct que c'est un polynbme distingué en X . En rcstreignant au besoin

Uy & sera alors de la forre

- . ~1
@ - + El c.i(xl g o0 o x-l{—l) X:E
les a; étant des fonctions analytiques dans U, avec ai(O y vee 4 0) =0
(1gigp=1), et lc discriminant & de @ nc sera pas identiquemet nul au
voisinage de O .

Posons, pour x = (X; , se+ , x) 1 x= (x', x&) et pr x = x' . Soit U!
un voisinage ouvert de O dans g#-l tel que les conditions
"x¥ e u? , @(z ; x') =0 (z €C) " cntrafnent |z] < %- ety lorsque 2z est
réel ¢ (x' , z) € U ; solent A 1l'ensemble des zdros de O dans U! ,y €8 ¥

k-1

un voisinage de O dans R relativement compact dans U' o D'aprés un
= ’ pa.
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théoréme de JOJASIEWICZ (cfs [5] ou [6]),il existe C >0 et © > 0, tels qu'on
ait, v xtev!: |&(x)] >C afx , N s 4 désignant la distance euclidienne
dans R, Si 2, ess , 2P sont les racines de 1*¢équation &(x! , z) =0 , on

H
. s . i ] 04
aura toujours, pour x!' e y! |zl - 29 I L1, et par suite Iz - ZJI >0 qxt ,A) .

D'autre part, on peut supposer que ¥ ~ D n'a qu'un nombre fini de composantes
connexcs, toutes adhérentes & O[1] ; il est alors clair quc pr() contient une
-l . .
de ces composantes connexes, Y 3 et, V xtey, pr (x!)n I contient un in-

a
tervalle ouvert I(x!) , de longueur 2.C dx' ,A) .

Appelons o(x!) et b(x') 1les k-idmes coordonndes des extrémitds de I(x') 3

on pcut supposer qu'on a &(x' , a(x')) =0 , ot par suite (mjoration élémentaire)
%1
1) lax) [ <ell=tl ™ (¢, >0, ¢, >0) ;

en diminuant au bescin I(x') , et cn modifiant convcnablement C, ot a, 5 on

peut supposer qu'on a sussi

4y
(2) [o(xt) | < =] ;
1tinégalité
(3) la(x!) = blxt)| > cdxt , A)

restant toujours vérifide.

IEME l. - Dans les hypothéses de (Az) s 11 existe une suite x& de points de

I' tendant vers 'O ct des nombres Czi> o, a, > 0 tels qulon ait, V ¢

a
2 2 2
llx"ll< 6 ax" , D) .

Cs lemme est évident pour k =1 ; supposons-le donc vrei pour k =1 , et dé-
montrons-le pour k e D'oprés la formule des accroissements finis, i1 suffit de
trouver une suite xE de points de I' tendant vers O , et vérifiant

a
2 Ly72
=" I cylo(=n) |

L]

Par hypothése de récurrence, il existe unc suite (x'z) de points de y qui
vérifient ’

(4) ||x1‘3|| <G d (xtt , A)OLB €;>0, oy > 0) .
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Montrons que le milieu x¥ de 1tintervalle I(X'E) répond & la question 3 on
a en effet, & cause de (1) et (2)

2, %4
) [E AN © >0, o >0 .

4 4

Dlautre port, I(x'*) ne contiont aucun zéro réel de & y done la distance de

z 2
] '
xf; (= a(x!7) ; b(x )) a4 une racine réelle z de 1l'dquotion @(x'f’ s 2) =0 est

supérieurc & C d(x'lz , A , d'=prés (3) ; comme les racines non réelles de cette

équation vérifient

23, =z -7 p0a@t , 0%,

la distance de xlz{ a une telle racine est supéricure 3 —g-d(x'E

J

a (3
y A) " 3 par suite,

en désignant par z° les racincs de cette équation @

oGN | =11 | = 2| > @P aeet , 0P*
]
Donec, d'aprés (4) et (5)

o6 s o llxt® >0, a>0

5
dtou le lemmce

Pour démontrer (Az) » nous appliquerons ce lemme & & et y (au lieu de &
et I', comme dans 1'énocncé) : il existe denc une suite (x‘f') de points de Y
tendant vers 0 et vérifiant (4). Divisons 1'intervalle I(x'z) en n intervalles

égaux, dont les extrémités ont pour k-idme coordonnde :

co(x'z) = a(x'z) s 8y (x‘z) y ove an(x’z :b(x‘z)

et considérons l'expression

1 2 L
—""‘—‘-H[f(x' ’ ao) - (111) rx , 3-1) toeee + (- 1)nf(x'z sy a)]
(ao - al) n
n
lorsque 2 tend vers 1'infini, cette expression a pour limite 9 rf (©) , dtaprés
O

(per exemple) la forrule des accroissements finis généralisée ; d'autre part les
inégalités (1) , (@) , (3) ct (4) , jointesau fait que f & un zéro d'ordre infini
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en 0 sur I, montrent que cette expression a pour limite O : on a donc bien,
YV n, Qf_ﬁf; (0) =0, ce qui démontre (Az) et le théoréme.
oxy

Soient maintenant Q un ouvert ¢ EP y et E un sous-ensemble analytique de Q.
Pour tout point a € Q , désignons par Oa 1tanneau des germes de fonetions ana=-
lytiques au voisinage de a , et per Sa(E) 1'idéal de O formé des germes nuls
sur E au voisinage de a « Rappelons que, par définition, E est dit cohérent
si le faiscecu cnalytique a —»S&(E) est cohdrent [4]s On a alors le théoréme

sulvant ¢

THEOREME 3+ = fvec les nototions précédentes, supposons que E  soit cohérent,

et soit f wune fonction dérivable dans € , nulle sur E « Au voisinage de tout

point de Q,ona s f =2 g; hi , les fonctions g étant anolytiques au voi=-

sinage de a ct nulles sur E , et les fonctions hi dérivabless

(Lo théorie des faisceaux analytiques cohérents permettrait d'ailleurs de donner

un énoncé global de ce théoréme)

Etant donné un point ae Q , on peut, par définition de le cohérence de E ,
trouver un voisinage ouvert O de o, 90c Q , et des fonctions g analytiques
dens O telles que , V b € O, les gernmes (gi)b engendrent Sb(E) o I1 résulte
alors du théoréme 2 que, V be O, la séric de Toylor f£ de f en b est
corbinaison des (é;)b & coefficients séries formellese. D'aprés un théoréme connu
[6], il en résulte que f cst dons O, corbinaison des g & cocfficients fonc=—

tions dérivables.
Coe Qo Fo Do

Pour un sous-ensemble analytique E quelconque, le résultat précédent ne sera
pas vraei (il me paraft méme probable que 1'hypothdse de cohérence est nécessaire)
voici un contre-exemple, qui m'a été communiqué por Je-Pe SERRE ¢ prenons Q = E? ’
ct prenons pour B le cone d!'déquation Xj(xf + xg) = xg y qui admet pour généra-

trice isolée la droite X =X, = O« Soit ¢ une fonction dérivable sur la sphére

unité S2 s llxllzz xf + xg + x§ =1, nulle sur S, N E , mois no s'annulant

qu'd ltordrc 1 aux points (0 , O , £ 1) o Prenons f défini per

() = 0hfn e
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il est clair que f est dérivable dans E? , ¢t nulle sur E ; mais, au voisinage
dec 0, f n'est pas de 1la forme [XB (xf + xi) - ::2] h 4, avee h dérivable puis=

que f ne s'annule qu'd 1'ordre 1 aux points #£0 de 1la génératrice isolée.

3« Application cux ensembles analytiques complexese

Soit V un germe dlensemble anclytique complexe en O dans QP 3 ldentifions
n . 2n
" a R

~

en associant & 2z = (z; 5 eee , 2 ) le point (x; 5 ees Xn_,yi,...,xg
avee Xy = sz ’ yﬁ = Szj 5 V peut alors &tre considéré comme germe analytique~
réele Si V est irréductible en tent que germe anclytique complexc, il est irré-
ductible en tant que germe onalytique-rdel puisque, W étant un reprdsentant de

V 4, il existe un systéeme fondamental dc voisinages qx de O tels que la partie
réguliére de W n @, soit un ouvert comnexe et pertout dense dans W n O (cfe
par exemple [2])« Il en résulte, dans le ccs général, que les ddécompositions en
composantes irréductibles de V co'imcident, quc V soit considdré comme germe

cnalytique-récl ou analytique complexcs

Supposons V irréductible, et soit I son idéal "complexe" (i. c. dans
Sz, , e z} ), et n?' son idéal réel (i. ce dans Rix , ees X ,yi,...,xg),
posons 3 =C g 3'; I estun %ééal de Cfx 4 een X9 Ty g eee 5 Tty b
clest 1'idéal du complexifié [4] V de V considérd comme germe analytique-
réecl ; évidemment, S contient les parties réelles et imagincires des fonctions
dc 3 (je ne sais pas s'il est ou non engendré por ces fonctions 3 il me scrmble
probable que la réponse est positive). En faisant, dans ‘an s le changement de
coordonnées 3 z =x + iy , § = x - iy , on déduit de 13 que un représentant W
de V ést contenu au voisinage de 0 dens l'cnsemble W x W des points (z ,y C)
vérifiant zeW , T e W, W &tant un représentant de V § or cet cnsemble

est visiblement irréductible (méme roisonncment que plus haut), donc W =W x W .

Soit alors E wun sous-ensemble ennlytique complexc d'un ouvert Q C QP o Exa-
minons & quelle condition E , considéré comme enscmble snalytique-réel, est co-
hérent ; pour cela, il faut et il suffit que la condition suivonte soit réalisée :
pour tout a € Q , désignons par Eé le complexifié du germe snalytique-rdel
Ea » ¢t soit Fa un représcntant de ﬁ% s alors, en tout point b e Q asscz
voisinde a 4 ona (Fa)b = Eg (ce fait résulte immédiatement du fait que le
faisceau d'un sous-cnscmble analytique complexc cst cohdrent 3 voir [4]) 3 et la
condition précédente est vérifide en o si elle est vérifide par los composantes
irréductibles de B, (ou, plus exactement, par des représentents de ces corpo-

santes irréductibles) [4]s De 13, et des résultats précédents, résulte facilement
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que E , considéré comme ensemble analytique réel, est cohérent, si et seulement

si la condition suivante est vérifide t pour tout point a e Q , les composantes

irréductibles de E en a (i. e. des représentants des composantes irréductibles

de E_ ) restent irréductibles en tout point be Q suffisamment voisin de a »

Par exemple, cctte propriété sera vérifide en a , si B est normal en a , dtapres
lc "théoréme d!Oka" [3] 5 mais en général, elle ne sera pas vérifide [par cxcmple,
dans g? 1tensemble défini par 1'équetion 23(z + 22) = zi n'est pas cohérent
cn O, lorsqu'on le considdre comre ensemble analytique réel 3 ot une construction
anzloguc & celle qui a été faite au poragraphe 2 montre que pour cet ensemble, la

propridété énoncée au théordme 3 est fausse]e

Voiei mointenant unc autrc application du théoréme 2.

[4
THEOR%NE 4e = Soit V un germe analytique complexe en O dans QP s b soit f

un germe de fonction & valeurs complexes sur V , possédant les propriétés suivan=-

tes @

1° £ egt restriction dtun germe F de fonction dérivable eu voisinage de O

dans Cn o

~

2° La restriction de f & la partie réguliére de V est holomorphes

Alors, f est restriction d'un germe de fonction holomorphe au voisinage de 0

dans QF (ie e« "f est holomorphe sur le germe d'espace analytigue V ")

(Le condition 2° doit évidemment &tre interprétée ainsi t soient W un représen—
tant de V , et g une fonction sur W dont le germe en O soit égal @ f

alors la restriction de g & la variété des points réguliers de W est holomorphes)

Démontrons dtabord ce théoréme lorsque V est irréductible j dans ce cas, nous
conserverons les notations du début du paragraphe 3 ¥ y S etcs Lthypothése
20, jointe & la continuité de f , entrafne classiquement [2] que f est méromor-
phe sur V , ie e. qu'il existe g et h e Qﬁzl y ese y 2}y avec h 4 3, tels
qulon aity, sur V: hf = g=0.

Appliquons le théoréme 2 & la fonction hF - g 3 on trouve
n
AN A
WF -g=0 (md%) -,
appelons F' la série formelle e C[[zl y cee o zn]] obtenue cu falsant § =0

dens le d ¢veloppement F(z ,8) de F en O, et remarquons que, si une série
N
formelle k(z , §) appartientd 3 , ona k(z ,0) € 3 (en effet, il suffit

b
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dtétablir ce résultat lorsque k est une série convergente ; or, dans ce cas, elle
stannule sur V x V , dong k(z , 0) s'annule sur V )« Faisant £ =0 dans la
formule précédente, il vient

AA ~

~
W't - g=0 (mod 3) .

Soit J 1tidéal c C{z > eee s z } engendré par S et h, iece I =3+ (3
on a (paragraphe 1) 3 § + (h) , dfod g =0 (mod $) 3 dlapres 1,3 (a), cela en-
trafne

g=0 (md3) ,ivee 3 2€Clz , 000,21}, g=-%M=0 (mdd)

we

sur l'ensemble des points de V qui vérifient h #0 , donc partout sur V , on
a alors ®=TF (puisque 1l'ensemble dec ces points est dense dans V , of [2]).;
d'ol le résultate

Passons maintenant au cas général : soient Vi g seny Vp les composantes inré=
ductibles de V , et J , ees , Sp leurs idéaux. Le raisonnement précédent mon-

tre qutil existe @, , eee @pe clz, , ceey zn} tels qu'on ait,

Avec des notations évidentes, on aura, Vv j , dtaprés le théoreme 2

A A :,
Fed,=0 (mdS3,)
J J
dtoly, enfaisant o=0 ¢
a

" N
Ft w9, =0 (mod 3,
J ( J)

et par suite

N N N
V1,3, ¢ -%, =0 md (3, +3,)

i J i J
N n
ety d'aprés 1, 3 (a), et la formule (3; + Sj)“ =3, + Sj
¢, =% =0 (mod 3, + 3,) .
1 J 1 J

I1 est alors élémentaire de montrer cqu'il existe &€ g{zl g vee zn} tel qu'on
ait,

Vi, -2

et il est clair que, sur V , ona & =F , Dtol le théoréme.

]

0 (mod SJ.) 3
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