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7-01

SUR LES FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES ET LES ENSEMBLES ANALYTIQUES

par Bernard MALGRANGE

Séminaire LELONG
(Analyse)
3e année, 1961, n° 7 28 février 1961

(rédigé en octobre 1961)

1. Rappels sur les anneaux analytiques.

Soit R~x. ~ ... ~ x ~ (resp. ... ~ x ~~) l’anneau des séries à n

indéterminées, convergentes au voisinage de 0 (resp. formelles) , à coefficients
réels. Nous appellerons anneau analytique réel (resp. formel réel) un anneau du

type ... , (resp. ... , où 03B2 est un idéal de

... , x (re sP o R ~ ~ x~ ~ ... ~ x ~ ~ ) . Ces anneaux c ontie nnent de manière
canonique un sous-anneau isomorphe à R (les "constantes").

Définitions analogues avec C au lieu de R .

Nous allons rappeler rapidement certaines propriétés de ces anneaux, pour les-
quelles nous renvoyons à ~ 8~ u [9] u [10] (et, en particulier, à l’appendice de
ce dernier article). Certaines propriétés indiquées ici sont mentionnées que
dans le cas complexe : le lecteur les étendra immédiatement au cas réel.

l. - Un anneau analytique (resp. formel) A est local (i. e. possède un plus grand
idéal m,’ formé de tous les éléments inversibles de A ), et noethérien.
On munit A de la structure d’anneau topologique pour laquelle un système fon-

damental de voisinages de 0 est constitué par les mp (p e N) ; muni de cette
topologie , A est séparée autrement = {0} (théorème de Krull). Si %

. 

,, , 
p 

kest un idéal de A a le résultat précédent appliqué à B = signifie que
est touj ours fermé.

2, ~ Désignons par A le complété de A pour la topologie précédente (lorsque
A ~ R~ X ~ ... ~ on a trivialement ~=R[[x~ ~ ... ~ x]]). Si T est un

idéal de A , son complété  (i. e. son adhérence dans ) est identique à l’i-
déal 03B2 de  engendré par 03B2, puisque 03B2 est dense dans et que 03B2
est fermé. D’autre part, si l’on pose B = A/~3 ~ on a 6 = 
De là résulte immédiatement que le complété d’un anneau analytique est un anneau

formel, et que tout anneau formel est complet. Il en résulte aussi trivialement



~ ~

et Q étant deux idéaux de A , on a (03B2+Q)^ = 03B2 + Q.

~

~ - A est un A-module fidèlement plat, ce qui signifie ceci :

est un idéal de A ~ =~

b. A est un A-module plat ; autrement dit, si l’ on a une suite exacte de

A--module s M’ -> M -~ la suite

est exacte.

Soit ~ un idéal de A . En appliquant ce dernier résultat à la suite exacte

on trouve que  resp. Î/# s’ identifie canoniquement à ± (resp.

Â @~ à/h) .

Soit Q un autre idéal de 1.. En appliquant (b) à la suite exacte

[où i désigne 1’injection, et 6 l’application diagonale ~, ~ (a mod ~ ~ a 
on trouve le résultat suivant :

(voir dans ~8~ une autre démonstration de ce résultat).

4,* ** Soit A un anneau analytique (réel, par exemple), et ... ~ a. des

éléments de A. Pour toute série convergente f E ... 3 ~k ~ ~ on définit
de manière évidente l’élément f(a1 , ... , ak) de A (et de même avec les
anneaux formels f étant cette fois une série formelle). On dit que al’ ... ~ a.
sont analytiquement indépendants si l’application R{x1 , ... , A ainsi

définie e st injective , et l’on définit de même de s éléments f ormellement indépen-
dant s d’un anne au formel.

Lorsque A est un anneau analytique intègre , on appelle dimension de A et l’on

note dim(A) le nombre maximum k dt éléments analytiquement indépendants de A ,

On peut alors trouver a1 , ... , ak ~ A tels que A soit un R{a1 , ... , s-J"
module de type fini ("lemme de normalisation"). Si A est réalisé comme un quotient



!i{Xl ’ ... ~ x ~/~3 (’P ~ un idéal premier) , on peut prendre, en faisant au be-
soin un changement linéaire de coordonnées :

et on peut supposer que = xk+1 mod 03B2 engendre le corps des fractions f

de A sur le corps des fractions B de B = ... , a } w Diaprés un lemme
élémentaire, tout élément c de A entier sur B (en particulier, tout élément
de A ) s t écrit d’une manière et d’une seule sous la f orme su ivante :

P étant un polynôme de degré  p = [A : à coefficients dans B ~ et A
étant le discriminant du polynôme minimal de a k+1 sur ? (lequel polynôme a
ses coefficients dans B ~ puisque B ~ étant isomorphe à ... ~ x.} est

factoriel, donc intégralement clos) .

Soit !M l’idéal maximal de A (resp. B) . D’après un théorème de
Krull la topologie définie sur A par les AnP induit sur B sa topologie na-

turolle ; montrons qu’il en est de même pour A ; est un module de type
fini sur B/R ~ R, donc un anneau d’Artin ; par conséquent An est m-primaire,
et l’ on a pour un entier r > 0 : d’où le résultats On en déduit que

l’ application canonique  ~B  ~ est bijective [10] et (trivialement) , que
l’ application canonique  ~ A est injective (en fait, les marnes raisonnements
valent pour un couple ~A ~ B) d’anneaux analytiques, avec B de type fini
sur B ~ .

Il en résulte immédiatement que al , ... , a. sont f ormellement indépendants
dans t~ . Par contre, nous allons démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 1. - Soit 3 un idéal de ~ ~ avec ~ ~ ~ 0 ~ . Les a, mod S ne
sont pas formellement indépendants dans autrement dit :  ~ J ~ {0}).

La démonstration de cette proposition repose sur le résultat suivant, dont la
démonstration nous a été communiquée par J.-P. SERRE.

THEOREME 1. - Dans le s hypothèses précédentes (i.e. A annoau analytique 

gre), A est un anneau intègre.

On se ramène immédiatement au cas complexe en adj oignant au besoin à T une

racine i de l’équation X2 + 1 = 0 , et en remplaçant A par A[i] ; dans la



suite, nous supposerons donc A analytique complexe, et nous garderons le a, nota-

tions précédentes en y remplaçant R par C .

On établit alors le théorème 1 , par récurrence sur la dimension de. A ; pour
cela., désignons par l’énoncé procèdent pour les anneaux de dimension $ k ,
et par (T.,) le même énoncé pour les anneaux normaux (i. e. intègres et intégra-
lement clos) de dimension ~ k .

a. (T’) ===$> (Tj. - Soit D la fermeture intégrale de A (ou, ce qui revient
au de B ) dans ~ . Il est connu (cf. par exemple [2] ou [3]) que D est

un anneau analytique , et de même dimension k que A . Comme D est un A-module

de type fini, l’application A -> D est injective (reprendre le raisonnement fait
plus haut pour démontrer que l’application  ~ A est injective).

D est normal par construction, donc 6 est intègre, et A, qui est un sous-
anneau de est intègre.

b. ~~ ~~’ " On emploie ici une variante d’un raisonnement de
ZARISKI [il]. Soit A un anneau analytique intègre de dimension k ; on sait que
~ étant un idéal premier de A ~ différent de {0} ~ A/P est de dimension

.: k - 1 . D’après l’hypothèse de récurrence, est intègre, donc $ premier
(en particulier n’a pas d’éléments nilpotents, i. e. $ n’est pas ramifié

dans ~ ). 

Supposons A normale et soit B = £{a1 , ... ~ a.} un sous-anneau de A ~ iso-
morphe à ... , x~} ~ tel que A soit de type fini sur B. En appliquant
au couple (IL , B) un lemme de NAGATA ([7], paragraphe 4 , lemme 3), on trouve que
A est normal, donc intègre. D’où le théorème.

La démonstration de la proposition 1 est maintenant immédiate. Soit
A (resp. B) le corps des quotients de  (resp. ê) ; comme  ~  ~B A, 
est de type fini sur  , donc le sous-anneau [] de I’ engendré par ? et

A est un corps ; donc A = Soit 3 un idéal/:. {0} de et soit
f e 3 ~ f ~ 0 . On a, dans ~ ~



REMARQUE. - On notera que le théorème 1 était nécessaire pour établir le résultat

précédent : Soit en effet B un anneau intègre et A un sur-anneau commutatif

non intègre de B : il existe toujours un idéal ~ non trivial de A vérifiant

~ n B = { o} (s’il existe un b E B, b ~ 0 qui soit diviseur de 0 dans A ,
il suffit de prendre pour ~ l’annulateur de b dans .~1 . Sinon, soit a E A

un diviseur de zéro ; il suffit de prendre S = (a) ).

2. Sur les germes de fonctions différentiables.

Désignons par R[{x~ , ... ~ x }} l’anneau des germes de fonctions (indéfiniment)
( ) dérivables au voisinage de 0 dans R~ , à valeurs réelles ; si f est un

tel germe, nous noterons f E ... , x ]] sa série de Taylor formelle en
0 . Il est bien connu que l’application f ~ f est surjective, i. e. que toute

série formelle est de la forme f pour un germe f .

Si g est une fonction dérivable dans un voisinage ouvert de 0 nous noterons

g0 son germe en 0 , et g sera appelé "un représentant de g0 ’1.

DÉFINITION 1. - Soit E un sous-ensemble de R~ adhérent à g une

fonction dérivable au voisinage de 0 . Nous dirons que g (ou : que son germe
150 ) a un zéro d’ordre infini en 0 sur E (ou : sur le germe E~ de E en 0 )
sï~ V p e N , il existe un voisinage 0 de 0 et un nombre C > 0 tels que
dans E n ait . (ici, et, dans la suite, Il désigne
la norme euclidienne dans R ) .
La propriété précédente ne dépend en fait que de la série de Taylor de f en

0 , (puisque une fonction, dont la série de Taylor est nulle en 0 , a un zéro
d’ordre infini en 0 sur Rn ) 9 l’ensemble des séries formelles provenant de
fonctions ayant un zéro d’ ordre infini en 0 sur E forme un idéal de

... , x~]] que nous appellerons "idéal formel du germe E~ " et que nous
noterons 

Supposons maintenant que E soit un ensemble analytique réel au voisinage de
0 9 pour ne pas avoir à écrire constamment des indices, nous poserons E~ = v .
Soit J(V) c ... , xn} l’idéal analytique de V, i. e. l’ensemble des

( ) Dans la suite, nous omettrons le mot "indéfiniment".



germes de fonctions analytiques en 0 (identifiés à des séries convergentes) nuls

sur V . L’objet essentiel de cet exposé est le théorème suivant:

THÉORÈME 2. - Éù = J(V) .
[Autrement dit: pour que 1 c R(( x , ... , x )) ait un zéro d’ordre infini en

0 sur V , il faut et il suffit que l’on ait: f e J (v) . ]
Il suffit d’ établir ce résulta.t lorsque V est soiont en effet

vi , ... , vp les composantes irréductibles de v 1 On a

d’où (paragraphe 1) ;

et aussi évidemment

si le résultat est vrai pour ... , il sera par conséquent vrai pour V.

Supposons donc V irréductible. Dans ce cas ?(V) est premier, et
A ... , x }/~(V) est intègre ; soit k la dimension de A (qui, par
définition, est égale à la dimension de V ) ; on peut supposer (paragraphe l) que

les a. = x_ mod J(V) , (1  j  k) , sont analytiquement indépendants, et que
A est un ... , ak}-module de type fini (dans la suite, 
B =R{a~ ~ ~"* ~ a~} et nous écrirons ... ~ x. au lieu de a. ~ ... ~ a. ~
ce qui n’amènera aucune confusion).

On a évidemment : D~(V) ; d’après la proposition 1 , pour démontrer qu’on. 

a = il suffit de démontrer le résultat suivant :

(Autrement dit : toute fonction f ~x ~ . e . f ~ dérivable au voisinage de 0

ayant un zéro d’ordre inf ini en 0 sur V a une série de Taylor identiquement
nulle).

Avant de transformer cette condition par une projection sur R~~ nous allons
rappeler quelques propriétés des germes analytiques réels. Conservons les nota-
tions précédentes, et posons aj 

= 

xj mod 3(V) (k + 1  j  n) . Pour



j = k + 1 , ... , n , il existe un polynôme P , e B[X] distingué (1. e. unitaire,
3

les coefficients des termes non-dominants étant nuls à l’ origine) et irréductible,
tel qu’ on ait P. (a. ) rr 0 ; on peut aussi supposer que engendre le corps

J 3 
_ 

+

des fractions à de Îi sur le corps dcs fractions B de B , et que les P.
sont les polynômes minimaux des a. sur B . Il existe alors des polynômes uni-

~~ ~ ~ 5 ~ 5 ~~ ’ de P ~ ~~ ~ ~ ~ ~~~ tels 

t : aj 
= $ , / ie discriminant dC Pk+i ; On Sclit ni’. qUe,

en dehors de l’ensemble des zéros de A , V est représenté par les équations

(cf. [3] ou [9]) ; plus précisément : soit W un représentant de V défini dans

un ouvert Q , avec 0 e Q c il existe un ouvert 03A9’ , avec 0 E Q’ dans

lequel les équations précédentes ont un sens, et tel que W n 03A9’ coïncide, avec

l’ensemble des solutions de ces équations, sauf peut être sur l’ensemble 0394 = 0 .

Soit alors u un voisinage de 0 dans Rk , que l’on peut supposer assez pe-
tit pour que les coefficients des P. J et des Q. J soient des séries convergentes
dans U et’ pour que les conditions

entraînent

désignons par pr la projection de R n sur et par D l’ensemble des zéros

de A dans U ; on peut supposer, en choisissant convenablement U ~ que U - D

n’a qu’un nombre fini de composantes connexes , et que chacune déciles est adhéren-

te à 0[l] ; il est alors clair que pr(M n Q’) contient une telle composante

connexe, que nous noterons r ; on peut encore supposer que , sur W n C~ ~ on a
avec C > 0 , a > 0 (on vertu des équations

P..(x. , ; ~~ ~ x.) ==0 et de po-

lynôme que nous laissons au lecteur)*

Soit maintenant f un germe de fonction contenu dans 

ne dépendant que de x1 , ... , xk , l’inégalité précédente nous montre que f , considéré
comme élément de ... , a un zéro d’ordre infini en 0 sur r . Ibur
démontrer (A~) ~ nous sommes donc ramenés, en changeant un peu les notations.



à établir le résultat suivant :

soient U un voisinage de 0 dans Rk ~ une f onction analytique réel-

le dans U , et non identiquement nulle au voisinage de 0 f
D l’ensemble des zéros et r unc composante connexe adhérente à 0 de

U- D . Ona ~~’ ) =0 .
Autrement dit : tout qui a un zéro d ~ ordre infini en 0

sur F vérifie f = 0.

Pour démontrer (~’ ) ~ nous allons procéder ainsi : nous supposerons que la
fonction 03A6(0 , ... , 0 , x,) n’est pas identiquement nulle au voisinage de 0 ,
et nous montrorons qu’on a alors’J .

Cela entraînera bien le résultat ; en effet, l’ensemble des droites issues de 0

sur lesquelles  n’est pas identiquement nul au voisinage de 0 est un ouvert

partout dense dans l’ensemble des droites issues de 0 ; comme, après un change-
ment linéaire de coordonnées, on peut prendre pour axe Ox, une quelconque de

ces droites, il en résultera bien, par un calcul élémentaire que nous laissons au
lecteur , que toutes les dérivées de f sont nulles à l’origine, i. e. que f - 0 .

Dans les hypothèses précédentes, on peut supposer, d’après des propriétés clas-
siques des anneaux de séries convergentes, que le germe 03A60 est sans facteurs

multiples, et que c’est un polynôme distingué en xk . En restreignant au besoin
u , 03A6 sera alors de la forme

les étant des fonctions analytiques dans U ~ avec a.(0 y ... , 0) =0
0- ~ i ~ P -" 1) , et le discriminant ô de ~ ne sera pas identiquement, nul au

voisinage de 0 .

Posons, pour x= ... , x.) : x= et pr x=x’ . Soit U’

un voisinage ouvert de 0 dans tel que les conditions

P(z ; x’) =0 (zeC) " entraînent |z| 1 2 et, lorsque z est

réel : z) soient A l’ensemble des zéros de 6 dans u’ , et ’
un voisinage de 0 dans relativement compact dans D’après un



théorème de OJASIEWICZ (cf. [5] ou 16]) , il existe C > 0 et c > 0 , tels qu’on
ait, V x’ e V ’ : )ô(x) ) ~ C A)~ d désignant la distance euclidienne
dans Si zl , ... , zP sont les racines de Inéquation ~(x’ ~ z) = 0 , on
aura toujours, pour x’ e ~ : J ~ 1 , et par suite zJ 1 > C ~ ~A~ .

D’ autre part, on peut supposer que V - D n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes, toutes adhérentes à 0[l] ; il est alors clair que contient une

de ces composantes connexes, Y ! et, V x’ e y , (x) contient un in-

tervalle ouvert I(x’) ~ de 

Appelons a(x’) et b(x’) les k-ièmes coordonnées des extrémités de 
on peut supposer qu’on a a(x’)) = 0 , et par suite (majoration élémentaire)

en diminuant au besoin I ~x~ ) ~ et en modifiant convenablement C 1 et on

peut supposer qu’on a aussi

l’inégalité

restant touj ours vérifiée.

~, ~ Dans les hypothèses de ~~ ~ ~ z il existe une suite x’~ de p oint s de
r tendant vers 0 et des s nombres s C z > 0 , a z > 0 tels qu’on ait. V t

Ce lemme est évident pour k = 1 ; supposons-le donc vrai pour k - 1 , et dé-
montrons-le pour k. D’après la formule des accroissements finis, il suffit de
trouver une suite x~ de points de F tendant vers 0, et vérifiant

Par hypothèse de récurrence, il existe une suite de points de y qui
vérifient .



Montrons que le milieu x’~ de l’intervalle répond à la question ; on
a en effet, à cause de (1) et (2) :

D’autre part, I(x’ ) ne contient aucun zéro réel de 03A6, donc la distance de

xlk (= a(x’l) + b(x’l) 2) à une racine réelle z de l’équation z) = 0 est

supérieure à C d(x’~ ~ A)~ ~ d’âpres (3) ; comice les racines non réelles de cette

équation vérifient

la distance de x. à une telle racine est supérieure A) ; par suite,
en désignant par z~ les racines de cette équation :

Donc, d’après (4) et (5)

d’où le lemme. 
°

Pour démontrer (~‘~ ~ f nous appliquerons ce lemme à ~ et y (a,u lieu de
et r ~ comme dans il existe donc une suite i x~~ ~ de points de y
tendant vers 0 et vérifiant (4). Divisons l’intervalle I ( x~’~ ~ en n intervalles

égaux~ dont les extrémités ont pour k-ième coordonnée :

et considérons l’expression : .

lorsque 1 tend vers l’infini, cette expression a pour limite ~2014~.(0) , d’après
ôx~

(psr exemple) la formule des accroissements finis généralisée ; d’autre part les
inégalités (1) , (2) , (3) et (4) , j ointes au fait que f a un zéro d’ordre infini



en 0 sur 0393 , montrent que cette expression a pour limite 0 : on a donc bien,

V n , 2014 " (0) = 0 , ce qui démontre (A-) et le théorème. 
°

~k
Soient maintenant 0 un ouvert c R~ ~ et E un sous-ensemble analytique de Q .

Pour tout point a e Q ~ désignons par 0 
a 

l’anneau des germes de fonctions ana-

lytiques au voisinage de a , et par (E) l’idéal de 0 formé des germes nuls

sur E au voisinage de a . Rappelons que, par définition, E est dit cohérent

si le faisceau analytique (E) est cohérent [4]* On a alors le théorème
suivant :

THEOREME 3. - Avec les notations précédentes, supposons que E soit cohérente
et soit f une fonction dérivable dans ~ ~ nulle sur E . Au voisinage de tout

point de 03A9 , on a : f = JE g. h. , les fonctions g. étant analytiques au voi-

sinage de a et nulles sur E , et les fonctions h. dérivables$

(La théorie des faisceaux analytiques cohérents permettrait d’ailleurs de donner
un énoncé global de ce théorème~

Etant donné un point a ~ 03A9 , on peut, par définition de la cohérence de E ,
trouver un voisinage ouvert 0 de a , O ~ 03A9 , et des fonctions g. analytiques
dans 0 telles que , V b les germes (g~)~ engendrent S.(E) ~ Il résulte
alors du théorème 2 que, V b la série de Taylor f de f en b est

combinaison des (g~)-~ ~ coefficients séries formelles. Diaprés un théorème connu
[6]~ il en résulte que f est dans 0 ~ combinaison des g. à coefficients fonc-

tions dérivables. 

C. Q. F. D.

Pour un sous-ensemble analytique E quelconque , le résultat précédent ne sera

pas vrai (il me paraît môme probable que l’hypothèse de cohérence est nécessaire) :
voici un contre-exemple y qui m’a été communiqué par J.-P. SERRE : prenons Q = 

et prenons pour B le cône d’équation x3(x21 + x22) = x31 , qui admet pour généra-
trice isolée la droite x. = x2 = 0 . Soit , une fonction dérivable sur la sphère

unité S2: ~x~2 = x21 + x22 + x23 = 1 , nulle sur S2 nE, mais no s’annulant
qu’à l’ordre 1 aux points (0 , 0 , t 1) . Prenons f défini par



il est clair que f est dérivable dans et nulle sur E ~ mais, au voisinage
de 0 , f n’est pas de la forme [x3(x21 + x22) - x-J h , avec h dérivable puis-

que f ne s’annule qu’à l’ordre 1 aux points / 0 de la génératrice isolée.

3. Application aux ensembles analytiques complexes.

Soit V un germe d’ensemble analytique complexe en 0 dans C ; identifions
C~ à R en associant à z=(z.~~*~z) le point (x. ~ $.. ~x ~y. ~*~*~yJ
avec x. = Rzj , y. = Jzj ; V peut alors être considère comme germe analytique-
réel. Si V est irréductible en tant que germe analytique complexe, il est irré-
ductible en tant que germe analytique-réel puisque W étant un représentant de

V , il existe un système fondamental de voisinages 0 de 0 tels que la partie
régulière de W n 0 soit un ouvert connexe et partout dense dans W n 0 (cf.
par exemple [2]) Il en résulte, dans le cas générale que les décompositions en
composantes irréductibles de V coïncident, que V soit considéré comme germe

QnQlytique-réol ou analytique complexe.

Supposons V irréductible, et soit S son idéal "complexe" (i. e. dans

~{z~ ~ ..~ ~ z } )~ et 3 son idéal réel (i. e. dans R{x. ~ *.~ ~ 
posons 3 = ~ ~ 3~ ; 3 est un idéal de 

c’est l’idéal du complexifié [4] V de V considéré comme germe analytique-
réel ; évidemment, S contient les parties réelles et imaginaires des fonctions
de S (je ne sais pas s’il est ou non engendré par ces fonctions ; il me semble
probable que la réponse est positive). En faisant, dans C2n, le changement de
coordonnées : z = x + = x - iy , on déduit de là que un représentant W
de V est contenu au voisinage de 0 dans l’ensemble W x W des points (z , 03B6)
vérifiant z e e W , W étant un représentant de V ; or cet ensemble

est visiblement irréductible (même raisonnement que plus haut) , donc M = W 

Soit alors E un sous-ensemble analytique complexe d’un ouvert Q c Exa-

minons à quelle condition E , considéré comme ensemble analytique-réel, est co-
hérent ; pour cela, il faut et il suffit que la condition suivante soit réalisée :
pour tout a e 03A9 , désignons par Ea le complexifié du germe analytique-réel

E~ ~ et soit F un représentant de E ; alors, en tout point b e Q assez

voisin de on a = Eb (ce fait résulte immédiatement du fait que le
faisceau d’un sous-ensemble analytique complexe est cohérent ; voir [4]) ; et la
condition précédente est vérifiée en a si elle est vérifiée par les composantes
irréductibles de E plus exactement~ par des représentants de ces compo-
santes irréductibles) [4]. De là, et des résultats précédents, résulte facilement



que E , considéré comme ensemble analytique réel, est cohérente si et seulement

si la condition suivante est vérifiée : pour tout point a E les composantes

irréductibles de E en a (i. e. des représentants des composantes irréductibles

de E ) restent irréductibles en tout point b E 0 suffisamment voisin de c, ~

Par exemple, cette propriété vérifiée en e, ~ si E est normal en a ~ diaprés

le ?théorème [3] ; mais en générale elle ne sera pas vérifiée [par exemple,
dans C~ ~ l’ensemble défini par Inéquation + z~) = z~ n’est pas cohérent

en 0 , lorsqu’on le considère comme ensemble analytique réel ; ot une construction

analogue à celle qui a été faite au paragraphe 2 montre que pour cet ensemble, la

propriété énoncée au théorème 3 est fausse].

Voici maintenant une autre application du théorème 2.

THÉORÈME 4. - Soit V un germe analytique complexe en 0 dans Cn, et soit f

un germe de fonction à valeurs complexes sur V , possédant les propriétés suivan-

tes :

1° f est restriction d’un germe F de f onction dérivable au voisinage de 0

dans C .

2° La restriction de f à la partie régulière de V est holomorphe.

Alors, f est restriction d’un germe de fonction holomorphe au voisinage de 0

dans Cn (i. e. "f est holomorphe sur le germe d’espace analytique V ~~~.

(La condition 2° doit évidemment tre interprétée ainsi : soient W un représen-
tant de V , et g une fonction sur W dont le germe en 0 soit égal à f ;

alors la restriction de g à la variété des points réguliers de W est holomorphe.)

Démontrons d’abord ce théorème lorsque V est irréductible ; dans ce cas ! nous

conserverons les notations du début du paragraphe 3 : ~‘ ~ ~ = etc. L’hypothèse
2°, jointe à la continuité de f , entraine classiquement [2] que f est méromor-

phe sur V , i. e. qu’il existe g et h E ... , zn} , avec h ~ J, tels
qu’on ait, sur V : hf - g = 0 .

Appliquons le théorème 2 à la fonction hF - g ; on trouve

A

appelons ~’ ~ la série f or me lle E ... , 0

le d G veloppemen t F (z , Ç) de F en 0 , et remarquons que , si une série

formelle k(z , 03B6) appartient à J, on a k(z , 0) ~ J (en effet, il suffit



d’établir ce résultat lorsque k est une série convergente ; or, dans ce cas, elle

s’annule sur V x ~ ~ donc k (Z ~ 0~ s’annule sur V ) . Faisant Ç = 0 dans la

formule précédente, il vient

’ 

Soit 3 l’idéal engendré par 3 et h . i. e. Z =3+ (h);
on a (paragraphe 1) $ = 3 + (h) , dl Où  ~ 0 (mod X) ! d 1 après 1,3 (a), cela en-
traîne :

i* e. 3 ~ ... , g~$h==0 (mod3) ;

sur l’ensemble des points de V qui vérifient h ~ 0 , donc partout sur V , on
a alors 03A6 = F (puisque l’ensemble de ces points est dense dans V , cf [2]).;
d’où le résultat.

Passons maintenant au cas général : soient ... , Vp les composantes 
ductibles de V , et Sj ~ ... ~ 3 leurs idéaux. Le raisonnement précédent mon-
tre qu’il existe $. ~ ... ~ ~ ~ ... ~ z } tels qu’on ait,

Avec des notations évidentes, on d’après le théorème 2

d’ où , enffaisant 03C3 = 0 :

et par suite

A A

et, d’après 1, 3 (a), ot f ormule (Jj + Jj)^ = :si + Jj

Il est alors élémentaire de mon.trer existe 03A6 ~ C{z1 , ... , zn} tel qu’ on
. 

- ~ n

ait,

et il est clair que, sur V , on a 03A6 = F . D’où le théorème.
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