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Séminaire LELONG 1-01
(Analyse)
30 annde, 1961, n° 1 17 janvier 1961

ESPACES DE FONCTIONS HARMONIQUES

par Guido WEISS

Dans la premidre partie d'un travail, fait avec Elias M. STEIN [4], nous Stendons,
dans un certain sens, la notion de fonction analytique dtune variable complexe
(ctest-d~dire : deux variables réelles) & plusieurs variables. Plus précisément,
nous avons en vue la partie de la théorie des fonctions analytiques qui est liée
a 1'analyse harmonique., Commengons par rappeler des faits claSsiques. Nous prendrms
comme point de départ le théoréme de Fatou ¢

THEOREME de Fatoue -51 h(reie) sy 0Lr<1, est une fonction harmonique

bornés alors

lim h(re™) = n(e%%)
Tl

existe presque partout (pe pe)e

On peut écrire 1'hypothése de ce théoréme @

Hh(reie)ﬂoo £M<ew , pour 0<r <1 .

Le résultat suivant apparait alors comme une généralisation du théoréme de Fatou
Si

B0 = U In(re®) P @)Pqu< o, powr Ogr<1 ot p31

alors

lim h(reie) = h:(eie)
r-1

oexiste pe P

HARDY et LITTLEWOOD ont montré [2] qu'il n'est pas possible d'étendre le conclu-
sion au cas p < I « On peut toutefois considérer, avec h , la fonction conjugude
h « On & alore le théoréme suivant (voir [5]) &
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THEOREME A, -5i F(reie) = h(reie) + i?l(rele) s, 0<r<1, est une fonction

analytique telle que, pour p >0 ,

(%) /02’t IP(re @) P a0 g M < w

glors les limites 1lim F(rele) = F(ele) existent pe. pe et, en norms,

. T-1
(/O2n l.F‘(I‘eie) - F'(eie)lp 46 -0 gquand r =1) .

On dit qu'une fonction F , analytique dans le disque, appartient & la classe
H? 8i elle satisfait 1'indgalité (x). Le théordme A est associé 3 la théorie
des séries de Fourier, Considérons maintenant 1'espace des fonctions F(x + iy) ,
analytiques dans le demi-plan E; ={(x,y)e B, 57> 0}, qui au lieu de
1'indgalité (%), satisfont

f**) J2IP(x + 1p) [P ax g M < w

pour tous les y >0 ,

L'analogue du théoréme A, est

LN : Dt ' .
THEOREME A's = 81 F € HP(E}) , 0 <p < «, alors lim F(x ¢ iy) = F(x) existe

De Pey 6% /_: |Ftx + iy) = P(x)|P d%x 20 lorsque y -0+ o

Jusqu'ici nous avons parlé de limites radiales et rectilignes, Mals on a des

résultats plus précis. Par exemple, au lieu de 1'existence des lim F(x + iy)
y=0+

on peut énoncer, dans le théoréme A', que les limites non-tangentielles de F(x + iy
existent pe pe C'est-d-dire que, pour presque chaque x , F(z) - PF(x) quand

Zz -+ X sans sortir d'un c8ne vertical de sormmet X .

On peut montrer le théoréme A' en utilisant un théoréme de'P‘rivalov, (5], pour

une autre démonstration, voir [3]) @

4 Ay
THEOREME Be = Soit u(x + iy) 4 y >0 s une fonction harmonique, et supposons

gue pour chaque x € E1 il y a un cBne vertical avec sommet x , n(x) , tel que
u(s) ost bornd pour z = £+ in eN(x) n{0 < n <1} alors les limites non-tan=-

gontielles de u(z) existent pour presque chaque x € E‘.1 .

On peut utiliser le théoréme B pour prouver le théoréme A'¢ Quand p? 1 , la

fonction F est 1'intégrale de Poisson d'une fonction de la classe Lp(El) ot
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le théoréme A' est alors élémentaire. Supposons, done, p <1 : log|F(z)| , et
8 = 1F|p° s pour chaque Py >0 4, sont des fonctions sms~harmoniquess Choisissons
Py tel que O <py <p et soit q :;/po >1 o Alors,

f_:: [s(x + iy)]%ax = [_z |F(x + iy) [P dx <M < o pour chaque y> 0 .

On établit alors que la fonction s est majorée, dans E; s Par une fonction
harmonique m qui est 1l'intégrale de Poisson d'une fonction f € 12 , En utili-

sant le noyau de Poisson, on voit que

sup m(z) < Of*(x) ’
zel(x

o0 £* est lafonction maximale de Hardy et Littlewood (voir [5]);, et ¢ dépend
seulement de 1'ouverture du c8ne I'(x) « Mais, puisque q >1 s DOus savons que
£%(x) <w pe pe, ot que £¥e Lq(El) « Donc, nous avons pe pey lorsque z e I'(x) ,

Ib(z) + $5(2) | 0 = |F(2)| 0 = s(2) < m(a) < 0£*(x) <0

Ainsi les fonctions harmoniques h et N vérifient les hypothdses du théordme
By ot les limites non-tangentielles de F existent ps pe Le fait que £* e Lq(El)
ot le théoreme de Lebesgue sur la convergence majorée donnent la dernidre partie

du théoréme A',

On va étendre ces résultats & n dimensions. S1 F(x + iy) =u+iy est analytioque
dans une région simplement connexe alors il existe une fonctionm harmonique h ,
telle que grad h = (v , u) . I1 est naturel, donc,de considérer les gradients

F(X)'—'-’F.(Xl ’ x2 9 eve xn)=gradh (Xl ’ .X'2 9 see xn)
= [ul(X) ’ 1.12(X) s ees un(X)]

des fonctions harmoniques h comme donnant une généralisation des fonctions analy-
tiques. Nous avons alors 3

L% u

(1) &;"’3}%*... +3_x—:f=0

(2) ;;l =
i

S
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Réciproquement dans une région similement corexs, darrss Q) (ul YUy 5 eee s uﬁ) est
le gradient d'une fonction h , et (1) entraine que h est harmoniquee Nous dirons
que F = (ul s Uy s eeey un) , définie dans une région R quelconque, est un

systéme des fonctions conjuguées, ou une fonction analytique généralisée, si

(u.1 > Uy p see s un) est une solution des équations (1) et (R) dans R .
Dans ces conditions IFip , pour p >0 , est sous=harmonique quand F est
analytique, d'aprés le théoréme suivant (pour la démonstration, voir [4]) ¢
» 1 ) )
THEOREME C. = 8i F(X) = (ul(X) ’ uz(X) s vee un(X)) o X= (x1 s s0e xn)
est une fonction analytique ginéralisée définie dans une région R cE, alors

n =2
ne-1

|F|P est sous=harmonique quand p >

(La fonction F(X) = gra.d(l/rn"2 = grad(]X]z-m) montre que ce résultat est le

meilleur possible).

On a également une généralisation du théoréme de Privalov, faite par A. P.
CAIDERON [1].

THéOR]\BME D. = Supposons que u(t , X9 %y 9 eeey xn) est une fonction har-

. L L2 + — — 3
monique dans la région E . = {(t , X) = (t , X 5 X 5 eee xn) 3 t>0}cE

et que pour chaque X € E = {(t 4 X) e B t= 0} il y a un cbne
I‘a(X) ={(t ,2); |X=-2|<at} td que u est bornd dans la région

FG(X) n {0 <t €1}, alors les limites non-tmngentielles de u existent en presque

tout point de t =0

Nous dirons alors qu'une fonction analytique généralisée

F(t 5 X) = (4,65 X) 5 see yu(t, %)

+

n+1)’ p>0,si

définie dans 1‘espace E;_‘_l , appartient & 1l'espace B (E

/_: lF(t ’ X)lp‘ dX< M<w -quand t> 0 o

Alors, le mfme argument que nous avons donné dans le cas n =1 s permet

1'extension du théoréme rappelé plus haut
T ’ -1

THEOREME E. - S1 P(t , X) e ¥(E..) , p>2=L, alors les limites

%_)1& F(t , X) = F(X) existent p. p. dans B ={(t, X) e E:;ﬂ 3 t=0} .81

nel1
p> T

s F(X) est aussi la limite en norms 3
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2Rt , X) - F(xX)|P aXx >0 quand t - O+ .

Dans un travail qui sera bient8t publié nous étudions de ce point de vue d'autres

systémes d'équations qui généralisent les équations de Cauchy = Riemann.
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