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EQUA’IIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DONT IES SOLUTIONS SONT INPFFINIMENT DERIVABIES (HYPOELLIPTIClTE)

par Martin ZERNER

On appelle hypoelliptiques les équations qui posseédent la propriété connue Sous
le nom de lemme de WEYL pour les équations elliptiques : les solutions (y comprls

les solutions faibles ou solutions distributions) sont des fonctions indéfiniment

dérivables sur tout ouvert ou le second membre est indéfiniment dérivable.

Dans sa thése [ 1] HURMANDER a donné une caractérisation des opérateurs hypoellip-
tiques a coefficients constants, caractérisation qu'il a étendue dans un article
cécent [3] aux systémes. C'est ce résultat que nous allons exposer ici en utili-
sant une méthode compléetement dlf ‘érente de celie d'Hormander, méthode qui a été
intreduite par VMALGRANGE [5] pour le cas des équations 4 coefficients variables.
Les démonstrations sont ainsi grandement simplifiées et nous les docnons de fagon
assez compléte de sorte que cet exposé. puisse servir d'introduction & 1'étude

des différents mémoires cités.

Notations. - La variable X parcourra l'espace vectoriel réel a V dimensions,
E l'espace dual et ¥ = Z + 1v; le complexifié de ce dual, P étant un polyndme,

P(D) désignera 1l'operateur difiercntiel obtenu en remplagant dans P 1'indéter-
minée par 1 §§v. On vosera encore :
-"'-(0\/1,oo-,X\))gvld‘z0(14"...4'0(\),’)(.!:0(1:oaobﬁ\):
o«
’fi_g ?-\)
— 1 LN ) 5\)
) (= 2\
PV (3) = (9/08) P(3) .
Enfin nous dirons que P est hypoelliptique si 1'équation P(D)u = 0 est
hypoelliptique. V désignera 1l'ensemble analytique complexe des zéros de P .
Nous étudierons les quatre conditions

() P est hyoelliptique.
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(I) Tout sous=ensemble de V , dont la projection sur le sous-espace imaginaire
pur est bornée, est borné.

(II) P(%) ne s'annule pas en dehors d'un compact et \/ §O
P(3+ §)/P(f) =1 (] —> )

(III) X £ (0, ve , 0 = PP)(3)/P(E) =0 G—> o)
Nous démontrerons successivement s

A: (H) = (D)

Bl : (I) = (II)
B2 : (II) = (III)
C: (II) = ()

A, Nous utiliserons (H) sous une forme affaiblie : il existe un ouvert borné
{) tel que u € 12 (1) et PO)u=0 sur L) entraftnent que u est indéfi-
niment dérivable sur S)

En particulier, (L' étant un ouvert d'adhérence contenue dans Nuent @€y,
espace des fonctions de carré sommable sur Q' ainsi que leurs dérivées premieéres,
on munit cet espace de la norme dont le carré est la somme des éarrés des normes
L2(.Q') de u et de ses dérivées premiéres. Le noyau de P dans Lz(.Q) étant
fermé est un espace de Hilbert, lequel est, nous venons de le voir muni d'u.ne
application dans H 1Y) . Le graphe de cette application est fermé car elle
est continue quand on munit ut (£1') de la topologie induite par B’ . I1 existe
donc une constante C telle que, pour toute u € Lz(.(i) vérifiant P(D)u= 0 :

j:q{(lulz I@u | ch|u‘2

Dans cette inégalité nous pouvons faire u=e" 16 % pourvu que 5 € V 3 ce qui

(1 + lﬁl?’)ﬁl, &2 x.dx chLe‘?V"dx

Pour tout compact K de R il existe deux constantes > 0 :tm , M telles
que Y} € K entrafne

v‘(‘ezwxdx),m fe‘z?xdxé.M
Q! A ,

donne
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L 212y, IC R
d'ou (1+|>|)éT ce qui implique (I) .

Bl « On peut toujours se ramener au cas o= (1,0, eee , 0) par un chan-

gement de coordonnées,

Considérons alors P(%¥) comme un polyndme en gl et soient "’Uk(§2 y vee 5 &)

ses racines, On psut écrire 3

P(%) = aTT(3' - %)

Py +3g) = aTT(5" +1-T,)
P(€+5§Q)__T-T(1+ 1’ )

Quel que soit le nombre positif M il existe A telque |€| 3 A entratne
| T - rck| > M. En effet il existe B telque P(¥) =0 et Im(L) &M
impliquent Re(Y) £ B ; on peut alors prendre A = B + M , C'est dire que chacun
des facteurs de P( T+ go)/P('i) tend vers 1 quand ¥ tend vers 1l'infini.

B,« Cette démonstration repose sur le

IEMME,. - Etant donné un polynéme P(%¥ ) , il existe un nombre fini de vecteurs
réels 6, tels que les polyndmes P(‘g + @i) forment une base de l'espace

vectoriel engendré par P et ses dérivées.

D'api‘és la formule de Taylor :

®

>
= M)

P(§+ai):

—
LA
ol

ce qui montre en particulier que P( g+ 6 ) fait partie de 1’espace vectoriel

engendré par P et ses dérivées, T'ans la comblnalson linéaire : t* P( 3+ 8 )
1

le coefiicient de »P(O( )/u(! est : £ @i'Dt , et est,pour chaque o\ , une
= T _

forme en t . Montrons donc qu'on peut choisir des © réels de sorte que ces
formes soient independantes : Si elles ne le sont pas c'est qu'il existe des
constantes non nulles ¢, telles que pour tous les 1i
: *
i ¢ 9 =0
mais c'est 12 un polyn6me en O, de sorte qu'on pourré toujours adjoindre de

nouveaux O tels que l'egal:x.te n'ait plus lieu. Le lemme est démontré.
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On peut donc écrire

P (g) = Tt R(E v o)
1'étude des parties principales montre alors que T_: ti =0, or:
o —_ i — .
P (g )/p(5) =5 L B(g+ 0)/P(X) —> T ¢, daprds (1)

C. Nous aurons besoin de quelques définitions et résultats d'analyse fonctionnelle.

Fonction-poids : cette expression désignera une fonction continue, strictement

positive, majorée et minorée par des fractions rationielles,

Espaces /j}f y P8 : f étant une fonction-poids G}f désignera le sous=

espace de S ! formé des distributions T dont la transformée de Fourier est
wne fonction T telle que 1'intégrale f 4|2 £(%) d¥ converge. (Df est un
espace de Hilbert muni de la norme égale & la racine car:ée de cette intégrale.

. s . ‘s P,s N
Nous écrirons pour simplifier @ ’" dans le cas ou

£(x) = (1 + P13 (1+2%)°, et O° au lieude ()15,

Remarquons que s'il existie une constante positive C telle que Cf ) g alors
(Df C {Dg avec une topologie plus fine. D'autre part ué @P,s équivaut
aux deux conditions wu € @S et P(D)ut ODS .

Nous supposerons désormais que tous les polynbmes P considérés satisfont & la
condition (III) . Alors @P’S est stable pour la multiplication par les fonc-
tions de (0 . En effet le fait est connu pour GDS (voir des démonstrations dans
SCHWARTZ [7] p. 13 et MALGRANGE [5] pp, 2¢9-90 , SCHWARTZ note }Xs 1tespace
que nous appelons (0°) .

La formule de Leibniz peut s'éerire :
‘ ok ()
PO)(gu) =3~ D7y P Ouw/|xX]
R

()
et les P (O)u sont dans (0 ° d'aprés (III) et 1'égalité de Parseval.

L'espace ﬁP’S est 1l'espace des distributions "localement dans @P,s "

de fagon précise : T est dans ((;P’s . si et seulement si, pour toute \.P € 0,
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\f}T est dans (DP’S (cet espace est muni d'une topologie naturelle que nous

n'aurons pas 3 utiliser ici).

IEME 1. - Pour tout > # (0, «es , 0) , il existe deux nombres strictement

positifs My g Oy tels que

a. EANRIE STRINCEN £ RV I L TE ST

b. quei que soit s , u GQP;Q entraine P(O( )(D)u GQ TS,

a. Considérons le systéme de deux équations polynomiales a coefficients réels ;

) |22 = p?

1+ (%)% - 1v1|r>("")(‘§)|2 -0

ol nous prenons € = s ees 9 5 ) comme inconnue et f et M sont des

parametres. D'aprés un théoréme de Tarski, il existe un certain nombre de systémes
(s. F. =0
J) jk
1
Pl > O

ou les F , F' sont des polyndmes en P s M et tels qu'il soit nécessaire
et suffisant pour que (S) ait une solution que 1'un au moins des (Sj) soit
satisfait (voir SEIPENBE'G [8] , Théoréme 3 et n® 6 remarque b) .

Posons maintenant :

P Op) = i, (s [P ()12,

cette borne inférieure étant sfrecment atteinte, M = )» (‘f) satisfait & un des
(Sj) « De pius, il aunuic al woins un des premiers membres de ce (S.) , car s'il
n'y a que des inégalités, une au moins n'est plus satisfaite pour Mz ‘w(f) .
Soient G 1le produit des premiers membres ainsi annulés (pour plusieurs (Sj)
8'il y a lieu) et H le polyndme qui a les mémes facteurs irréductibles que G
mais avec la multiplicité un. Alors pour f assez grand, les racines de H(M,Q)=O
sont des fonctions continues sans valeur commune et (P) étant continue est une
de ces fonctions. T). ()0) posséde donc un développement de Puiseux qui commence
sfirement par un terme en fa avec a > 0 d'apres (III). ’

b, Soit u GoCP’S pour toute € 0d yona Yue @P’S done .
d'aprés (a) P(d‘ )(D)(L?u)e 6 ° *Y* plors \.‘) étant une fonction quelconque
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de @, nous pouvons prendre (p égale & un sur le support de \{J d'ou il résul-
tera ‘)P(&)(D)(‘\Fu) = HU P(':’L)(D)u ce qui achéve la démonstration.

Soient . un ouvert, u une distribution sur (L telle que P(D)u=f , f
fonction indéfiniment dérivable sur $Z . Pour tout ouvert w relativement compact
dans ) , il existe un nombre réel s tel que sur w , UE O Py® | n osufrit
donc de démontrer ceci : si u € 98 Pys et si Pu est indéfiniment dérivable
sur un ouvert, u est iudéfiniment dérivable sur cet ouvert.

rd » ] [ Id . P
Or-nous démontrerons le résultat suivant, qui est plus précis 3+ u ¢ )8

et P(D)u Q.C b sur un ouvert entrafnent u ¢ .E Pyt sur cet ouvert (rappelons
)
que Py¥ C ,[ Y) . Il est une conséquence du

LEMME 2, = Il existe un nombre strictement positif <~ ne dépendant que de P ,
tel que (sur tout ouvert) u ¢ E P,8 , P(Due C v oot s+ o ¢t entrafnent
a G£ Pys+p— .

Nous poserons o = inf(7°«) . Soient u satisfaisant aux hypothéses du lemme
ot Y ¢ 0. On a (formule de Leibniz)

P(D)(\?u) = YPD)u + - p™ P p(*) D)/ || ¢
&[>0

Ie premier terme est dans (o t par hypothese, les autres dans OD S+ d'apres
le lemme 1(b) , donc P(D)(yu) ¢ 080,

a . N . +G .

Il nous reste encore & demontrer que \Pu est aussi dans 6o 8*97. 11 existe
e s . N

un & tel que P( )(D) soit une constante non nulle, ce qui entrafne, d'apres

le lemme 1(a) , que |P|» 1 en dehors d'un certain compact K .

Soit ¥ la tronsformee de Fourier de Y u (c'est donc une fonction analytique
de T ). ( lﬂz (1+3 2)s+c~d§ est 1'intégrale d'une fonction continue
oK , ,
sur un compact. Quant a (( le (1 0+ g 2)S+Td§ , elle est majorée par
" JyK
J l\'f‘lz 1+ "‘; Z)SW\P\Z dg‘ dont la convergence est assurée par la premiere

partie de la demonstration du lemme.

Systémes d'équations. - (¥ sera un polyndme dont les coefiicients sont des

matrices (m, n) , P, un déterminant d'ordre m qu'on peut en extraire, V

désignera l'ensemble complexe des points ¢ tels que o () soit de rang

strictement inférieur & m , c'est donc l'ensemble des zéros de 1'idéal engendre
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par 1és Pk « Nous aurons encore besoin des notations suivantes 6Dk est la

matrice (m , m) de déterminant Pk extraite de CD et gak la matrice des

cofacteurs de Gak (done ﬁ?k. g2 = P 1)

(I) est encore une condition nécessaire et suffisante d'hypoellipticité.

Nécessaire s IL suffit de remarquer que % € V est la condition nécessaire
. . “ ~ie¢x .
et suffisante pour qu'existe un vecteur constant U tel que e "~ uy = u soit
solution d¢ (° D)u = O et ensuite de raisonner exactement comme dans le cas

d'une seule équation.
Suffisante 3 On s'apjuie sur un résultat récent de géométrie algébrique (LECH [47])

Soit (ﬂ un idéal de polyndmes. ¥ étant un point de ¢t , appelons d(jf, P)
(resp. a(=<t ,f} ) ) la distance de ¥ & la variété des zéros de P (resp. de )
Alors il existe R ¢ (j et une constante strictement positive C telle que pour
tout point k3 réel :

a(g, R)>¢C da(z,’y) .

On va appliquer ce théoreme a 1'idéal Z) engendré par les P, 5 remarquons
d'abord que si (9(I')u est indéfiniment dérivable, Pk(D)u = é?kﬂD) Gbk‘D)u

est aussi indéfiniment dérivable et par suite R(D)u est indéfiniment dérivable
de méme. Mais le théoréme de lech montre justement que R vérifie la condition

(I) donc est hypoeliiptique et u est indéfiniment dérivable.

Cas des coefficients variables., - L'hypoellipticité est connue pour une assez
large classe d'opérateurs & coefficients variables (HORMANDER [27] , MALGRANGE [57] ,
MIZOHATA et HAMADA [€]). Mais la condition trouvee n'est pas suffisante,

en particulier elle n'est pas stable pour les changements de veriables. HOURMANDTLR

1'appelle hypoellipticité formelle.

Comme nous l'avons déja dit, 1l'exposé que nous venons de donner dans le cas
des coefficients constants suit la méthode de lalgrange. Pour le passage aux
~coefficients variables, le resultat essentiel est le suivant ( [5] lemme III.1.3
p. 297). |

Soit P(x , D) un operateur différentiel tel que, pour tout a , P(a , D) soit
un opérateur 3 coefficients constants hypoelliptique et qu'existe un opérateur

‘hypoeliiptique & coefricients constants PO tel que pour tout a

mg (U + PG LI/ B (R)1P) ¢ b
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(m , M constantes } 0 pouvant dépe.dre de a ) , un tel opérateur est dit for=-
mellemant hypoelliptique. K d¢tant un compact, appelons ﬂc P8 le sous=espace
fermé de GDP’S formé des distributions de cet espace dont le support est
contenu dans K . Alors, quel que soit s 3 O, tout point ‘a posséde un voisi-

nage compact A tel que 1l'apslication u—> P(x , D)u soit un monomorphisme de

9{ PO’S dans 3£z .
A
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