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FONCTIONS DE TYPE EXPONENMNTIEL MINIMUM AYANT DES ZAROS DONNE’S

par Taul MALLIAVIN

Etar+ donuée une fonction entiére f(z) de type exponentiel (c'est-a-dire
telle que lim sup|z|™ log|f(z)| < ® ) quelle est "la plus petite croissance"
que peut avoir cette fonction lorsque l'on se donne une partie de l'ensemble

de ses 2éros ?

Rappelons que la croissance des fonctions de type exponentiel f(z) est
étudiée en introduisant la fonction h(LP) = lim sup ! loglf(rew)l . L'enve-
loppe de la droite x cos § +y sin Y - h(\Q) = 0 est une courbe convexe | R
appelée indicateur diagramme de f(z) . [ e&s}t 1l'enveloppe convexe decs singu-
larités de la transformée de Borel :(Z) = j f£(z) e_ZZdz de f .81 T

' 0

P N Y . - , . hml
désigne une courbe homologue & | et situde dans le complémentaire de | on a

£(s) = phy j;ﬂIF(Z) 22 4z

Le probléme que 1l'on étudiera est le suivant : /A désignant une suitc de
nombres reels, déterminer la plus petite valeur que peut avoir la longueur de
la projection de T sur l'axe imaginaire (bien entendu f # 0) . CARLEVAN [1]

a montré que

>

(t
log

~—

h(}) - h(-T) 2 2Tlin sup
t= o

J

ol Mt)=$:>\“1 , et , ve A,

Cette inégnlité n'est pas la meilleure possible. Posons ka(t) =1-?- log t= A (t)

Alors W, J. H. FUCHS [2] a montré que si A=-n'>h >0, A, NeA, A % Nt
et si liminf k (t) =- ® , alors h(3) -h(-%) > 2a .

Ce resultat est le meilleur possible pour les fonctions de type exponentiel

holomorphas dans le demi-plan. Pour les fonctions entiéres cette évaluation n'est
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pas la meilleure possible. RUBEL a donné dans [7] une condition nécessaire et
suffisante pour que, /\ dtant une partie dss entiers, toute fonction s'y onnu-
lant vérifie hgg) - h(%) = 2T , 'ans [6] on donne 1'évaluation exacte de
1l'ordre de croissance cheiché., On a les énoncés

THEOREMES .

A, -_'J_:_L_ f(z) est une fonction entidre de type exponentiel telle que

|f(iy)| < Aeaiy' , avec f(A) =0

Posons Sk ) = Jim sup [k _(x) - inf k_ (x')]

m——— a . ) a v a
) x'y x

Alors si S(ka) =w, ona f(z)=0.

B. Inversement si é(ka) { @, on peut construire f(z) #Z 0 satisfoisant

aux hypothéses de (4) .

On peut donner de (L) 1la forme plus générale suivante

A'. Soit f(z) fonction entidre de type exponentiel telle que f(A) = O ,

log |f(iy) £(~ iy)| < 2T yq(y) + 0(1) pour y > O

ot q est ume fonction vérifiant xq'(x) = 0(1) . “osons :
T
kq(t) =J q(u) ot au - A(t)

“

1

Alors si g(kq) =o , f(z) est identiquement nul .

La preuve do - A' dépend des lemmes suivants

[EMME 1. - Soit f(z) une fonction entiére de type exponentiel, avec

£(0) =1 . Posons

-1

M(x) = X~ log |f(x)]

X dt
M_*: Mx o ::flvi(-{_’-)‘* (t) <

ou oA est une fonction bornée a support compact. Alors

M (x) = 0(1) .
Ce lem.e s'obtient aisément en appliquant la formule de Carlemen & y > 0,
et & 2 demi-cercles |z| = R, |z| = kR et en utilidant le fait que
M(x) € 0(1)
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La fonction sous-harmonique log|f(z)| peut &tre représentée dans le cemiw-
plan x 5 0 par lo somme d'un potentiel de Green de masses négatives portées
par les zéros et d'un potentiel de double couche porté par le frontiére. Bala-
yent ces masses sur l'axe x > O , on obtient que log|f(x)] est égal & un

potentiel de Green d'une masse portée par x 7 0, soit

: -1
_log £(x) _ (® 1+ xt -1
(1) M(x) = =22 = ‘[log|-—--—_-_-1—-|-2xt Jdm(t) + &
0] 1l-xt
ot A est une constante. L'expression explicite de m se calcule [5], on
obtient
(2) dm = dp - dx -4
ol do est une mesure positive obtenue en balayant les masses relatives aux
zéros %-/\ et oh d f est la mesure balayée de la double couche portée par
x:0.0natdf:B*C ou

(3) 20(y) =y log |£(y) £( - iy)] , B=kt* (42« )72

k étant une constante(%umérique > 0 « Une intégration per partie de (1)
donne M(x) = V. P, \( 1 (xt'l) nm(t) t'l dt ou
0

1 -1t l . 2t ]
1+ 1 tz_l

1(t) = =1 [ Llog|

On a le lemme taubérien :

IEMME 2, = Soit M=1*m; si DMN(x)=0(1), alors
m(x) = 0(1)

Pour obtenir ce lemme on calcule la transformée de 'ellin L de 1 g

L(u) = TEf_ﬁ cotg?% u 3
L(u) # 0 si u est imaginaire pur. On ne peut pas appliquer toutefois le

théoréme taubérien de Wiener, lim 1 » m n'existant pas. On proceéde directoment,
X=£0 ~
1'identité élémentaire L(u) L(1 - u) = 1 donne. que 1(t) = ;: 1 1(t7l) est 1e

noyau inverse de 1 d'od

m*’(*"\'=fi°(*ﬁd, = 0(1)
ce qui avec la condition dm<df entraine le lemme 2 ; l'époncé A' résulte
alors de 1l'évaluation suivaunte de
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t
(4) pt) = J a) o™t du + 0(1)
1
En effet on aurait alors en vertu de (2) m = kq - o=+ 0(1) d'ou d'aprés le
lemme 2

q
¢ étant une fonction croissante, £(kq)< ® . (4) s'établit en remarquant que

SCHRCE Tans 12 710 ¢ 2@ Inw L 0
g

ou en faisant le changement de variable x = e

[t ®
0(1) + 4 = }o jo [Y(B-2) + W (T+x) =2 ¥ (%) ] /B(x) an
D'ol posant [

) = )y e

| + @ @® 2
de 0 = [ UL + (3o -2 PO A ax ¢ wex| 1| o2 i) ax

ce qui avec les hypothéses faites sur q en (A') Stablit (4) .

Preuve de B, = Remarquons d'abord que 1l'on a la réciproque de (5) suivante

Si g(ka) { ® on peut trouver une fonction =~(x) croissante felle que
ka =g+ 0(1) .
Pour construire une fonction entiére il sera commode de remplacer le balayage
2 =
du noyau de Green du demi-plan par celui du noyau de Weierstrass log |1 = z° ¢ 2|

én obtient

*

IEME 3. - Soit Tg = log |1 + u° ¢**% |  alors D#T =Ty ob D=

2

Cette factorisation résulte d'un simple calcul des transformées de Mellin, le

STES

u
2 .
u o+ 1

noyau D est moins commode que le noyau B introduit en (3) : il n'est pas

sommable pour la mesure dt . Ceci nécessitera de raisonner d'abord sur des mesures

& support compact, puis de passer a la limite.

L, ®
Notons par AA\' 1la suite {'n%f ; etpar A" une suite ¢ N' telle que
n=1

s(x) = W(x) + 0(1) . On a |
S(x) = A(x) = Mx) =~ \"(x) = 0(1) .
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Soient Ap 1'intersection de N avec l'intervalle [0, R] et A"y 1la suite
définie par >\"R(X) =\"(x) pour x¢ R, =t par ,\"R(x) - A"y = N (x) = A'(R)
pour x3y R , Alors |SR(x)l = | 2 (x) - '\R(x) ->\"R(x)| ¢ K quel que soit R et
dS; =0 si x> R . Posons an(t) = - td SR(t) et soit gp =D » dny . On a

| ® 2 @® 2
@ = 8 S ) = s, 0a [yl - s )

0 t +u ~+ 0 t +u

dtol IgR(u)k 2Ku.

Posons

t
mR(t) = JO [2Ku - gR(u):} ot du R

et soit fR(z) la fonction entiére définie par le produit de Weierstrass
@ 2 -2 ® 2 -2
loglfR(z)l = . |10g 1 + 2° t7°| o m (t) ] g ; log|l - 2% t7° ta (g (t) +2(t)) «

En utilisant le fait que gr est la baiayée sur l'axe imaginaire de
td(N' =Nz =%p) , ona s

Log| £y (1y) |< flog|1 + 3% ) A1 (t) + 2 loglyl

le premier produit n'est autre que logisin.% y| - log |y| atod

loglfR(iY)l < log sin% y + logly| .

Faisons tendre R ; les fR(z) forment une famille normale dont on extrait

une suite convergeant vers f(z) qui vérifie |f(iy)| ¢ & ea|y| (yl + 1)

En ajoutant un point & & A, ce qui ne change pas le fait que S(ka) (o ,
et considérs=nt £, (z2) = (2 -9()"1 f(z) on obtient la fonction cherchée.

Application : Théoréme de Mintz pour les bandes. = Scit /A une suite de

# - Z 0N
nombres réels donnés, alors dans quel cas e Mo ost complete pour la conver-

geance uniforme sur tout compact dans l'eapace des fonctions, holomorphes dans
la bande |Im Z|4 a , continues sur sa fermeture. Ce probléme a été envisagé par
CARIEMAN [17] J. P. KAHANE [3], LEONT'EV [4] .

On a la condition nécessaire et suffisante

e AZ est compléte si et seulement si S(ka) =® .
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/

La preuve dépend des remarques suivantes : si E\\Z n'est pas compléte il
existe une mesure & support ccmpact > orthogonale aux 5'\Z . Posant
£(z) =u[§Z z dw(Z) on (btient unc fonction satisfzisant aux hypothéses de (a)
donc nulle si 6(ka) =® . W est alors orthogonale & toutes les exponentielles
donc & toutes les fonctions holomorphes. Inversement si 8(ka) < @198 peut

construire une fonction f(z) vérifiant f(A) = 0 et |f(iy)l<:22———— (i1
y +1

suffit d'ajouter l.s points + 1 et =1 a /A et de diviser par 22 -1) .
Ia transformée de Borel F(Z) de f(z) est continue sur les droites |ImZ| =& .

Soit R un rectangle dont deux c8tes sont portés par ces droites |Im Z| = a

ot qui contient l'indicateur diagramme, alors la restriction & R de F(2) dZ
N7

est une mesure orthogonale a 5! 2 .

REMARQUE, = Si 1l'on considére l'espace de Banach des fonctions holomorphes

dans |Im Z| ¢ a , nulles & 1'infini, le probléme de fermeture de ™% est
différent. On a 1'énoncé (A8 3 W, J. H., FUCHS) 3
sh est compléte si et seulement si Llim inf ka(x) = -®

La raison de cette simplification est que l'on doit considérer des fonctions
f holomorphes dans le demi-plan au lieu de fonctions entiéres et que pour ces

fonctions le lemme 1 ne vaut plus.

Si a =0, la fermeture pour la gonvergence compacte et pour la convergence
uniforme coincident, elles ont lieu si et seulement si lim A(x) = +® . On

retrouve ainsi un résultat connu [ ef L. SCHWARTZ [8]] .
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