JEAN-PIERRE KAHANE

Fonctions qui opérent dans les algebres de transformées de Fourier
de suites, de fonctions ou de mesures sommables

Séminaire Lelong. Analyse, tome 2 (1958-1959), exp. n°5, p. 1-6
<http://www.numdam.org/item?id=SL_1958-1959__ 2 A2 0>

© Séminaire Lelong. Analyse
(Secrétariat mathématique, Paris), 1958-1959, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Lelong. Analyse » implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SL_1958-1959__2__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris 5-01

[} .
- - ..— HL

Séminaire 4'ANALYSE
(P, LELONG)

Année 1958/59

. . .
- e Gem g

13 janvier 1959

FONCTIONS QUI OéﬁRENT TANS IES ALGEBFES DE TRANSTORMEES DFE FOURIER
DE SUITES, DI" FONCTIONS OU DE MFSURES SO MABLES

par Jean-Pierre KALHANE

1. Définitions et notations.

On désigne :

-par T, R, 2, le cercle, la droite et la suite des entiers,

- par A(T) 1'algébre des fornctions (& valeurs complexes) définies sur T ,
dont la série de Fourier est absolument convergente,

- par A(Z) 1'algébre des coefficients de Fourier (complexes) des fonctions
sommables sur T ,

- per A4(R) 1'algébre de. transformées de Tourier des fonctions sommables gsur R -

- par B(Z) 1'algébre des suites de coefficients de Fourier-Stieltjes des mmesu~
res sur T,

- par B(R) 1'algébre des transformées de Fourier-Stieltjes des mesures bornézs
("sommables") sur R,

- par Ar(T) ete., Br(Z)H oétc. l'onsemble dée?élémentsiréelg de A(T) etce.,
B(Z) etc.

Les algébres ci-dessus sont des algébres normées compiétes, quand on prend pour
'normer, vespectivement, la somme des modules des coefficients de Fourier, lea norme
'L} ge 1a cotransformée de Fourier, ou la masse totale de la cotransformée de Fourier.
On dit qu'une fonction F (& valeur complexe), définie sur une partie D du
plan complexe, "opere" dans A(T) etc. si, pour chaque f & A(T) etc., & valeur
dans T, F(f) € a(m) .

2. Conditions suf.isantes pour que F opére.

Cas de A(T) o = Il sufiit que F soit analytique sur D (théoréme de Wiener-
;fvy [8]). 11 suffit méme que F(x + iy) soit analytique en x et y sur D
(SILOV, ARENS-CALDERON, WOELBROECK [17] ).

Cas de A(R) . - M8mes conditions, avec 0é& D et F(0) = O .

Cas de A(Z) . - Il suffit que F(0) =0 et que F soit analytique en 0O (tres
facile).
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Cas de B(R) et B3(¢).- I1 suffit que T(x + iy) soit une fonction entiere

en x et y (immédiat),
7/
Dans (67, P. LEVY posc le probléme de caractériser les fonctions qui opérent.
On a tenté d'abord d'améliorer les résultats ci-cessus, quitte & ne faire opérer
F que sur des sous-classes de A(T) etc. [3], [9])). Puis on a tenté d'obtenir

des conditions nzcessaires,

3. Conditions nécessaires connues avant juillet 1958.

Dans [3], [4], [10], [11] on prouve notamment que F(x) = |x| n'opére
pas dans A(T) , A(®) , A(%) , et que toute fonction F opérant dans A(z)
est lipschitzienne au voisinage de l'origine.

Dans [ 5] on prouve que la condition d'analycité ne peut étre remplacée, dans
le théoréme de Wiener-Lévy, per la condition d'appartenance & une classe non-
analytique de fonctions indéfiniment dérivables. On prouve aussi la proposition

(P) ¢+ 8i F est une fonction périodique de variable réelle, et si pour chaque
fe Ar(T) , les normes ||F(f + t)|| sont uniformément bornées, F est analy-
tique.,

Cette proposition, un peu modifiée, a été utile pour la solution définitive
du probléme de Paul LEVY,

4, Caractérisation des F opérant dans A(T).

Suivant une idée de HEISON (théordme de Baire), KATZNELISON a montré [7] que

toute F définie sur un intervalle ouvert réel I , et ovérant dans A(T) ,

est analytique sur I, Plus généralement [2], toute F définie sur un compact

convexe D du plan, et opérant dans A(T) , est analytique sur D . Nous
donnons la démonstration du théoréme de Katznelson sous la forme simplifiée,

et généralisable & F(x + iy) , que lul a donnée RULIN.
On s'appuie sur la proposition, que nous verifierons ensuite,

(P') ¢+ Si G est une fonction 2Ti-pdriodique de variable réelle, et quc, pour
I£ll= 2n,llc(f) || est uniformément borné, G est analytique.

On peut supposer que I contient O, et que F(0) = 0.

Soit A' 1'idéal des fonctions E-Ar(T) , nulles en 0, F définit un
operateur f - F(f) de A' dans A', qui est de la premiére classe de
Baire ; en effet,

(o]

F(£(t)) = Lo a (£) oint

oo
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1l'opérateur f —a(f) étant visiblement (par formule de Fouricr) continu.
Donc 1l'opérateur F admet un point de continuité dans A' , soit £4 5 il
est borné dens une boule éﬂfo ,€) de A' . Il existe une f,¢ Ca(fo ,€ /2)
qui s'annule sur un intervalle J (assez voisin de 0) ne contenant pas O .
Soit Ar(J) 1tidéal de Ar(T) constitué des fonctions & support dans J 3 si
? € Ar(J) , F(%) = F(f1 + Y ) - F(fl) , donc T est un opérateur borné dans
la boule 63(0 , €/2) e AT(J) . On en d=duit que F est borné dans une boule
CB(O ,€£') de Ar(T) s en pésant F(f% sin x) = G(x) et en appliquant (P')

on voit que F est analytique en O .

On verra plus loin la démonstration de (P') .

&, Caractérisation des F opérant dans &a(Z) .

Dans [ 2] est donuée une nouvelle demonstration du théoréme précédent évitant
le recours au theoréme de Baire et s'appliquant & A(Z) . On montre gque toute

F définie sur l'axe réel au voisinage de O et opérant dans A(Z) est

analytique en C (évidemment F(0) = 0) . Plus généralement, toute F définie

au voisinage d¢ 0 dans un angle ©, < arg (x + iy) € 8, et opérant dans A(Z)

est analytique en x et y au voisinage de O .

On s'appuie sur la proposition suivante, ou Cr(Z) désigne l'algebre obtenue
en adjoignant une unité a Ar(Z) , c'est=d-dire f ¢ Cr(Z)<=b f=f +1t avec

f,€ Ar(Z) , t constante réelle (Gr(Z) est sous-algébre de Br(Z)) :

(P") : Si G est une fonction périodique de variable réelle telle que, pour
£ec.(2) et Hell¢1, ona G(£)€ c,.(2) et Ho(f) || uniformément borné,
G est analytique.

Quitte & poser F(f% sin x) = G(x) , il suffit de montrer que pour un ¢> O ,
1l'opérateur f =3F(f) est borné dans la boule A(0 ,€) ae Cr(Z) . S'il
n'en étai? pas ainsi, il existerait une suite f, € Cr(Z) , telle que
||fj||< 27 et lIF(fj)||> 1 . Désignons par v, (a : entier) 1la suite
linéaire sur les intervalles (-=>, -2a), (=-2a, -a2a),

(-a,a), (@, 2), (Ra ,o) , égale &

O en 2a et -2a,eta 1 en a et -a .
on a les propriétés suivantes (de LA VALIEE uxif////i .\\\\\\\ !
POUSSIN) -2a - a 0 2 2a
1° pour tout f & B(Z) , lim Hva £l > | @'aprés HOLLY)
2° pour tout f ¢ B(Z) , HVa fllg 3t |l (car ||Va|lé-3) .
D'apres 1° , on peut choisir a, de fagon que HVa F(fj)l >'é7 . Or

J
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v F(fj) =7V

o . FWéa.f.)

a J

J J J

S a _j . 1 R %)
D'aprés 20 , ||V . fj || €3.2 et HF(VQa fj) H)E - On translate V, fj

2z .
J J J
sur un intervalle ij , .ﬁj] tel ?ue %541 Y 2 f% ; soit \fj la suite
o . [S] ’ &L -‘] 1 ;
obtenue : on a encore Jjﬁgll\ 3.279 et |lg§43)||> 7y {j € A (2) . 1Ia
considération de ¢ = ); \% et de F(¥Y) = li- F(’t{)j) aboutit & une contradiction

et le résultat est demontré, sous réserve de la vérification de (P") .

5. Caractérisation des F opérant dans B(Z) .

Pans [2] on montre que toute * définie sur la droite réelie et opérant dans

B(Z) est une fonction entitre., De méme, toute F définie dans le plan et

opéront dans B(Z) est une fonction entitére de x et de y .
La démonstration s'appuie sur la proposition

(P"') : Si G est périodique, et que l'opérateur f —yG(f) de Br(Z’) dans

B(Z) soit borné sur toute boule ||f|l¢r, & est entidre.

Montrons que si F opére dans BT(Z) 1l'opérateur f — F(f) est borné sur
toute boule de Br(Z) « Sinon en effet, il existe un r et des fj ¢ Br(Z)
tels que Hfj H< r et HF‘(fj) H-—7‘90 . OQuitte & remplacer fj par V,_ £,

comme dans le cas de A(Z) , on peut supposer fj a support fini, c'est-a-diree

N
J

F.t)=2Z a et . on pose
J N
J
~ N, i(m.n + At
Dy=st ae 9077
J n
=N,
J

€t on construira les m, et ). de fagon qu'existe une suite LS Br (Z)
égale & Y. sur la suite d'indices S. = {mm. . - 2N, ¢ 2N.) 3
¥ ® 3= 4my e jEREA)

alors la restriction &4 S. de F(\f) est T“(\fj) , et le fait que HF(x?j) || = »
entraine F(Y) ¢ B(z) .

Pour construire les mj et les A, , on raisonne par dualité : on les
choisit tels que, pour tous les polyndmes 0 =24, (3. a support dans S.) ,
on ait équivalence des normes ||Q lL: et I HQJ |LDJ Cela est possible de X
fagon élémentaire. Alors les xQJ. définissent une forme linéaire sur l'espace

des Q (& cause de la 2¢ norme) vrolongeable en une forme linéaire sur 1l'espace
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des fonctions continues (4 cause de la 1re), ce qui définit ¢ . En posant
F(r sin x) = G(x) , on voit d'aprés (P"') (qui reste & démontrer) que F
est une fonction entiere.
Comme corollaire, on a un résultat de SCHRELIDER : quel qus soit 2z complexe,
il existe un c:cractére de 1'algébre B(Z) qui applique au moins un elément de

Br(Z) en z (sinon, F(x) = (x - z)_1 cpérerait) .

On en déduit facilement que, si F(x + iy) , définie dans le plan, opére dans

1'algébre de Gelfand de B(7) , F est une fonction cntiére de x + iy .

6. Démonstration de (P') .

On se borne 2 la démonstration ce (P') (pour celies de (P") et (P"'),

voir [2] .

Si G est 2M-périodique, ona G(x) = Ty ™ | I ||« | 11 sufrit
de montrer qu'il existe un € 7 0 tel que ¥ <em €1 pour tout n .
Pour tout t , on a
¥ einf(t) =,J4G(f(t) + X) einx dx

et si ||G(f + x) ||¢< B, pour tout =x , il est aisé de voir que

VAR GE Y

11 sufiit de montrer que l’supH |]e = e (on & évidemment () .
P f i

1

On utilise le lemme suivant : quand » -—« par valeurs entiéres,.
ln(t) gtne) [[=linll g |

On peut ainsi, quel qus soit N donné, construire 1 s eee g N de

eifll arbitrairenent

fagon que, si f(x) = %(cos NyXHees + cos Ny X) , on ait |

- volsin de

"ei%} cos X ”l\i

« Or, pour « 7 O,

”eio\ COs X H _ ”

1 4+ i% 4+ ..-.’>1 +A - " ...H) 1 +8 = O(’L)

¥ i
0 —0) domo ”elN cos X NI\I

e’

est, par choix de N , arbitrairement voisin de

CIQIFOD.
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