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13 janvier 1959

1. Définitions et notations.

On désigne : 

- par T, R , Z , le cercle, la droite et la suite des entiers,
- par A (T) l’algèbre des fonctions (à valeurs complexes ) définies sur T ,

dont la série de Fourier est absolument convergente,
- par A(Z) l’algèbre des coefficients de Fourier (complexes) des fonctions

sommables sur T,
- par l’algèbre do transformées de l’ourier des fonctions sommables sur R
- par B(Z) l’algèbre des suites de coefficients de Fourier-Stieltjes des mesu-

res sur T ,
- par B(R) l’algèbre des transformées de Fourier-Stieltjes des mesures bornézs

sur R,
- par etc., B (Z) etc. l’ensemble dés éléments réels de AtT) etc.,

B(Z) etc. 
’

Les algèbres ci-dessus sont des algèbres normées complètes, quand on prend pour

normes, respectivement, la somme des modules des coefficients de Fourier, la norme

~ L~ de la cotransformée de Fourier ou la masse totale de la cotransformée de Fourier*

On dit qu’une fonction F (à valeur complexe), définie sur une partie D du

plan complexe, "opère" dans A {T)~ etc, si, pour chaque f6 A(T) etc., à valeur
dans D, F (f ) é n {T) ,

2. Conditions suffisantes pour que F opère.

Cas de A(T). - Il suffit que F soit analytique sur D (théorème de Wiener-

Lévy [8]). Il suffit même que F(x + iy) soit analytique en x et y sur D

(SILOV, ARENS-CALDERON, WOELBROECK [1]).
Cas de A(R). - Marnes conditions, avec 0 é n et F 0 ) = 0 .
Cas de A(Z) . - Il suffit que F {0) = 0 et que F soit analytique en 0 (très

facile).



Cas de B(R.) et 3(/).- Il suffit que i (x + iy) soit une fonction entière

en x et y (immédiat).

Dans [8], P. LEVY pose le problème de caractériser les fonctions qui opèrent.
On a tenté d’abord d’améliorer les résultats ci-ùessus, quitte à ne faire opérer
F que sur des sous-classes de etc. ~ 3 ~ , ~ ~’ ~) . on a tenté d’obtenir

des conditions nécessaires.

3. Condi tio_!lécssair- connues avant juillet 1958.

Dans r 3 ~ ~ 4 ~ r 1U ~ ~ 11 ~ on prouve notamment que F(x) = x~ n’opère
pas dans A (T) ~ fi (~’.. ) ~ et que toute fonction F opérant dans A(Z)
est lipschitzienne au voisinage de l’origine.

Dans [5 ] on prouve que la condition d’analycité ne peut étre remplacée, dans
le théorème de Wiener-Levy, par la condition d’appartenance à une classe non-

analytique de fonctions indéfiniment dérivables. On prouve aussi la proposition :

( P ) : Si F est une fonction périodique de variable réelle! et si pour chaque
f ~ Ar(T) , les normes + t) Il sont uniformément bornées, F est analy-

tique.

Cette proposition, un peu modifiée, a été utile pour la solution définitive

du problème de Paul LEVY.

4. Caractérisation des F opérant dans A(T).

Suivant une idée de HELSON (théorème de Baire), KATZNELSON a montré [7] que
toute F définie sur un intervalle ouvert réel I , et opérant dans A (T) ~
e s t analytique s I. Plus généralement [ 2 ], toute F définie sur un compact

convexe D du plan, et opérant dans A (T) , est analytique sur D . Nous

donnons la démonstration du théorème de Katznelson sous la forme simplifiée,
et généralisable à F (x + iy) , que lui a donnée RUDIN.

On s’appuie sur la proposition, que nous vérifierons ensuite,

(P’) : Si G est une fonction 2 03C0-périodique de variable réelle, et pour

~f ~~ 2n,~G(f)~ est uniformément bornée G est analytique.

On peut supposer que I contient Q f et que F (0) = 0 .

Soit A’ l’idéal des fonctions E Ar (T) , nulles en 0 . F définit un

operateur f --~ F (f ) de A’ t dans A’ , qui est de la première classe de

Baire ; en effet, .



l’opérateur étant visiblement (par formule de Fourier) continu.

Donc l’opérateur F admet un point de continuité dans A’ , soit il

est borné dans une boule ~~ ~ ~ ) . Il existe une f. ( ~(-~o ~ /~~
qui s’annule sur un intervalle J (assez voisin de 0) ne contenant pas 0 .

Soit A (J) l’idéal de A (T) constitué des fonctions à support dans J ; si

f 6 = F(f + ~ ) - donc F est un opérateur borné dans

la boule ~(0,~/2) ae A~(J) . On en déduit que F est borné dans une boule

~(0 ~ ’) de A (T) ; en posant F(-~ sin x) = G(x) et en appliquant (pl)

on voit que F est analytique en 0 ,

On verra plus loin la démonstration de (P’) .

5. Caractérisation des F opérant dans A(Z) .

Dans [2~] est donnée une nouvelle démonstration du théorème précédent évitant

le recours au théorème de Baire et s’appliquant à A(Z) . On montre que toute

F définie sur l’axe réel au voisinage de 0 et opérant dans A(Z) est

analytique en 0 (évidemment F(0) = 0) . Plus généralement, toute F définie

au voisinage de 0 dans un angle arg (x + iy) ~ 9~ et opérant dans A (2)
est analytique en x et y au voisinage de 0 .

On s’appuie sur la proposition suivante, où C r (Z) désigne l’algèbre obtenue
en adjoignant une unité à A r(Z) , c’est-à-dire f ~ C r(Z) ~ f = f. + t avec

f. 6. A (Z) ~ t constante réelle (C (Z) est sous-algèbre de B (Z)) :

(P") : Si G est une fonction périodique de variable réelle telle que, pour

f 6 Cr(Z) 1 ~ on a G(f)6 C (Z) et t)G(f) ti uniformément bornée
G est analytique.

Quitte à poser sin x) = G(x) , il suffit de montrer que pour un ~"~ 0 ~
l’opérateur f F(f) est borné dans la boule /%(0 ~6) de C (Z) . S’il
n’en était pas ainsi, il existerait une suite f.~.C (Z) ~ telle que

. 

et t)F(f.) J ))>! . Désignons par V 3- (a : entier) la sui te

linéaire sur les intervalles (-~~-2a)~(-2a~-a)~ 
’

(- a , a) , (a , 2a) , (2a un ) , égale à : 

0 en 2a et - 2a , et à 1 en a et - a

on a les propriétés suivantes (de LA VALLEE

POUSSIN)
1° pour tout f ~. B(Z) , lim )JV f )) )) d’après HELLY)

~T*~ a

2o pour tout f ~. B(Z) , i)v_ f 3 i)f Il (car )t~3) .
D’après 1° , on peut choisir 

S. 

a. de façon que )JV et. F(f.) ~ > 1 2 . Or



et ~j ~ Î Î ’ É ° On J J 

~ 

J 0 j J

sur Un intervalle 1/ j , "j l tei que «j +1 > 2 fij J soit 03C6j la suite
obtenue: on a enc ore ~03C6j~ $ 3.2-j et ) ( F (q . ) ) ) > £ , $ , e A (Z ) . La~ J c J 0 J T

considération = 03A31 03C6j et de F(>f) = ) F(Ç. ) aboutit à une contradiction

et le résultat est demontré, sous réserve de la vérification de (pu).

5 . Caractérisation des F opérant dans B (Z ) .

Dans [ 2 ] on montre que toute F définie sur la droite réelle et opérant dans
B(Z) est une fonction entière. De môme, toute F définie dans le plan et

opérant dans B(Z) est une fonction entière de x et de y .

La démonstration s ’appuie sur la proposition

(P" ’ ) : Si G e s t périodique, et que l’opérateur f~G(f) de Br(Z) dans

B(Z) s oi t borné s ur toute boule ~f~ r , G e s t entière.

Montrons que si F opère dans Br ( Z ) l’opérateur f -o F(f) e s t borné sur

t oute boule de Br (Z ) . S in on en e ffe t , il exi s te un r et des f . 6 Br (Z )
tels que Il J Il  r et Il r J j) 11-7.:D . Quitte à remplacer j par V2aj J
Comme dans le cas de À (Z ) , on peut supposer f , à support fini, c ’est-.à-diri

.1

et on construira les m, et ~B. de façon qu’existe une suite ~B (Z)
égale à 03C6j sur la suite d’indices S. = {nmj + 

> (- 2Nj  n  2Nj) ;
alors la re s tri c ti on à S de F(03C6) est 0393(03C6j) , et le fait que ~F(03C6j) ~ ~ ~entraine B(Z) . 

~ 

Pour construire les m et les ?B. , on raisonne par dualité : on les
choisit tels que, pour tous les polynômes Q =21q. (q. à support dans S.) ,
on ait équivalence des nonnes ))Q ~~ et C: ))Q. ~~ . cela est possible de
fa§on élémentaire, Alors définissent une forme linéaire sur l’espace
des Q (à cause de la 2e norme) prolongeable en une forme l-inéaire sur l’espace



d~s fonctions continues (à cause de la 1re), ce qui définit ‘ . En posant

F(r sin x) = G (x) , ou voit d’après (P"’ ) (qui reste à démontrer) que F

est une fonction entière.

Comme corollaire, on a un résultat de quel que soit z complexe,
il existe un caractère de l’algèbre B(Z) qui applique au moins un elément de

B (Z) en z (sinon, F(x) = (x - z)" opérerait).

On en déduit facilement que, si F(x + iy) , définie dans le plan, opère dans

l’algèbre de Gelfand de B(Z) , F est une fonction entière de x + iy .

6. Démonstration de (P’) . 

On se borne à la démonstration (Le (P’ ) (pour cel-Les de (P") et (P" ’ ) ,
voir [2] .

Si G est 203C0-périodique, on a G (x) = 03A3 03B3n einx , 03A3|n|  ~ , il suffit.
de montrer qu’il existe 0 tel que n e-~n pour tout n .

Pour tout t , on a

et si ~~G (f + x) Il ~ B , pour tout x, il est aisé de -voir que

Il suffit de montrer que sup (on a évidemment £ ) .

On utilise le lemme suivant : quand À ---~ ~.~ par valeurs entières,

On peut ainsi, quel que soit N donnée construire ~. ~ ... ~ ~.j de

façon que , si f(x) = x+... + 
’ 
x) , on ait Il 1 arbitrairement

voisin de )je 1N 
c us 

jj . or, pour .-;.,..., 0 ,

(03B1 ~ 0) donc ~elN 
cos x 

’" . 
N 

est, par choix N , arbitrairement voision de
r
e ,

u o~^~y~F~~.’1
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