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Faculté des Sciences de Paris 11-01

Séminaire d'ANALYSE : 4 mars 1958
(P. LELONG)

Année 1957/58

IMAGES DE FAISCEAUX ANALYTIQUES COHERENTS
[d'aprés H. GRAUERT et R. REMMERT ]

par Frangois NORGUET

I. Résultats préliminaires. Enoncé des théorémes fondamontaux.

1, Notion d'sspace analytique complexe.,

a. Catégorie des espaces annelés complexes. ~ On appelle catégorie des espaces

annelés complexes, la catégorie des espaces annelés obtenue en prenant pour
foncteur fondamental T le foncteur qui associe ¢ & tout espace topologique X ,
le méme espace muni du faisceau AX des germes de fonctions continues sur X ,

4 valeurs camplexes ; & toute application continue f d'un espace topologique

X dans un espace topologique Y , le morphisme (f , gf) de (Y, AY) dans
x, AX) pour lequel g, associe, & tout germe de fonction continue & valeurs
complexes sur f(X) , son image réciproque par f .

EXEMPIES.- Tout domaine X de C° » muni du faisceau A(X) des germes de
fonctions holomorphes dans X , est un espace annelé complexe. Un ensemble ana-
lytique dans X est, par définition, un ensemble distingué dans l'espace anne-
1 (X, A(X)) . Un tel ensemble analytique Y , muni du faisceau A(Y) induit

sur Y par A(X) , est un espace anneld complexe,

b. Catégorie des espaces analjtiques complexes. - On appelle espace analytique

complexe, tout espace annelé complexe séparé = (X , 4) dont chaque point x admet
un voisinage U tel que la restriction & U de 1'espace annelé (X , &) soit
isomorphe. & un ensemble analytique Y dans un domaine de ¢ , buni du

faisceau A(Y) défini ci-dessus. On appelle catégorie des espaces analytiques com-
plexcs la sous-catdgoricdn: la catégaricdes espaccs anncléegwomplexes, dont les é1éments
scnt les morphismes admettant pour unitds a gauche et & droite des espaces ana-
lytiques complexes., Cette sous-catégorie est stable relativement au produit
topologique dans la catégorie des espaces annelés complexes. C'est la seule
catégorie considérée dans cet exposé ; de plus, les espaces analytiques complexes
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considérés sont supposés paracompacts. Un morphisme d'espaces analytiques
complexes est appelé morphisme analytique. Un ensemble distingué dans unespace
analytique complexe est appelé ensemble analytique. Un faisceau de A-modules sur
un espace analytique (X , A) est appelé faisceau analytique ; il est dit ana-
lytique cohérent s'il est un faisceau cohérent de A-modules. Un élément de A
est appelé germe de fonction analytique sur X ; une section du faisceau 4 ,

au-dessus d'un ouvert U de X , est appelée fonction analytique sur U .

c. Espaces analytiques holomorphiquement complets. - Un espace analytique (X , A)

est dit holomorphiquement complet si

i. pour tout point x de X , il existe un nombre fini de fonctions analytiques
dans X , qui admettent x comme zéro isolé commun.

ii. pour tout ensemble M , infini et discret, de points de X , sans point d'accu-

mulation dans X , il existe une fonction analytique dans X , non bornde sur M o

Un recouvrement, losalement fini, de X , par des ouverts sur chacun desquels
la restriction de (X , A) est un espace analytique holomorphiquement complet,
est appelé recouvrement de Stein de X , Tout espace analytique admet un recou-

vrement de Stein arbitrairement fin.

2. Rappel de théorémes sur les faisceaux analytiques cohérents.

THEOREME 1l = Si (X, A) est un espace analytique, le faisceau A est analy-
tique cohérent ; la some directe AP est un faisceau analytique cohérent, pour

tout entier p fini positif.

THEOREME 2, ~ Le faisceau d'idéaux associé 2 un ensemble analytique dans un

espace analytique (X , A) est un faisceau analytique cohérent.

THEOREME 34 = Soit M un sous-faisceau analytique de AP sur wn espace analy-
Ctique (X, A) ; si tout point x de X admet un voisinage U tel que la
restriction de M & U soit de type (4) , alors M est analytique cohérent.

THEOREME 4, (Théorémes A et B de CARTAN et SERRE). - Tout faisceau ana-
lytique cohérent sur un espace analytique holomorphiquement complet est de type

©) .

THEOREME 5. = Soit M un faisceau analytique cohérent sur un espace analytique
1 de M auedessus de X ,

en nombre fini, sont telles que, pour tout point x de X , le lgrmodule Mx

(X , A) - holomorphiquement complet. Si des sections s
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soit engendré per les éléments si(x) , alors les s, engendrent le HO(X y A)=-
module HO(X , M) .

THEOREME 6. - Soit M un faisceau analytique cohérent sur un espace analytique
(X , 4) holomorphiquement complet, et soit U un ouvert de X , holomorphique-
ment complet et relstivement compact ; alors le (T , A)=module o @ , M)
est de type fini (U désignant 1'adhérence de U).

THEOREME 7. - Tout recouvrement de Stein U d'un espace analytique (X , 4)
est, pour tout faisceau analytique cohérent M sur X , un recouvrement de
Leray, Donc H(X , M) est isomorphe & Hqﬁlb, M) pour tout q20 . Ilen
résulte que, si X admet un recouvrement de Stein formé de k .ouverts, Hq(X , M)

est nul pour tout faisceau analytique cohérent M sur X , et tout q >k .

THEOREME 8e = 51 f est une application analytique d'un espace analytiqﬁe X
dens un espace analytique Y , et si M est un faisceau analytique cohérent sur
X , simple d'espéce (B) relativement & f , alors HY(X , M) est isomorphe &
Hi(Y , £,(M)) pour tout q >0 .

3. Carsctérisation cohomologique des faisceauxanalptiques cohérents (*) .

fma e s . n .
Remarque préliminaire., = Soit U un ouvert de C° , A le faisceau des gerncs

de fonctions holeamorphes dans U, M un sous-faisceau analytique de I :

H°(U , %) et HO(U , M) sont des C-espaces vectoriels ; 7°@U , %) , muni dela
topologiede la convergencecompacte,.est complet; c'est done un - cspacede Fréchet (espace
vectoriel localement convexe, métrisable et complet) ; HO(U , M) est muni d'une
topologie naturclle, comme sous-espace vectoriel de HO(U , Aq) 3 c'est un sous=-
espace fermé de HO(U , 4%) , car tout sous-module de A? est fermé pour la
convergence uniiorme dans un voisinage de x (H. CARTAN [1], Appendice I) ;

c'est donc aussi un espace de Fréchet,

IEMME 1, - Soit M un sous-faisceau analytique de A% dans le polydisque
Z = {[zi|4: Pi} ,1<ign

de c® , tel que Hl(UJ. y» M) = O pour tout ouvert

’(*) Ie lemme 3 a été énoncé et démontré par H. GRAUERT et R, REMMERT ; la
~ démonstration qui suit est due & Mr'H. CARTAN, ainsi que le théoréme 9 .
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Uj={0'<|zj|<rj , Izil.(.ri1

f-.’ 1<i. gn ,- 143 ’ UJCZ .

Alors & tout polydisque

7Y = ,-Uzi|'<. ri}k y T;€P;, 1€isn

correspond un poliydisque

kY s
Z":“zilé gif , Ei-( r.,, 1<i<n

~

jouissant de la propriété suivente :

Toute seetion de M au-dessus de 2' peut &tre approchée uniformément dans

Z" par des sections de M au-dessus de Z .

DEMONSTRAT ION du lemme 1. - Il suffit de démontrer la proposition suivante
Soit une suite r, <, , 1<1i<n etunesuite ry<r,, 2<ign.Il "

existe 617 0 tel que toutc section de M au-dessus de

{lziléri}’ 1€ign

puisse &tre uniformément approchée, au-dessus de

{EAPR: lzg | <xfy, 2¢i
"Lzl < &4 z5 \-ri}, £1ign

par des sections de M au-dessus de

{|z1|<g>1 , lzil<vi}, 2<i< .

DEMONSTRATION de cette proposition., -~ Pour établir la proposition indiquée, soit '
=/ o | } .
i. A"\O<(zll<r1 ’ Izil <ri y 2<€i<n,

intersection de -

L\':{‘Zil‘ri} 1<€ign
et de
An__:{o <l21|<§>1 , lzi‘<ri} sy 2R<€i<n.,

. v
Puisque H1 A, M) =H(@", M= H1 (&'y M) = 0, toute section f de M
au~dessus de & est la somme d'une section f' de M au-dessus de A' et d'une

section f" de M au-dessus de O,

Donc 1'application HO(A‘, M) x HO(A", M) - HO(A, M)+ (£, f") —> f! 4+ £

est un homomorphisme d'espaces de Fréchet, qui est surjectif. D'aprés un théoréme
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de Banach, c'est unc application ouverte.
Considérons toutes les f£'& H(A' , M) telles que

l£1(2)| < 1 pour ‘Z‘érl, l<ien, r{<r, .

Quand f£" déerit HO(A" . M) , f' + f" engendre un voisinage de zéro dans
HO(A, M) . Dcpe il existe M>0 et un compact

O
= ] S 1 3 )
Ao_{ulélzllé‘ul’ ‘zileuij ’ O<u1<u1<r1,ui<ri, 2¢ign

tel que toute £ € H°(A, M) et vérifiant |f(z)|< M sur A stécrive sous la
forns £+ 1 on |£'(s)| €1 powr |zl<r!, 1<€i<n Soit f=m ;

foute f € HO(A, M) , telle que |f| <1 sur f.’lo » 8'écrit sous la forme
£r et oo fre HO(A, M), fMer’(ar, M), et |f'(z)l<m pour
lza,l< v}, 12i<n.

ii. Soit alors f une section quelconque de M au-dessus de A' , et

K= sup |f(z)| ; pour k20, -K(--) £ €®(A, M) et verlfle 'K(—) flet

3
on

sur A » D'aprés le résultat dc i., il existe des sections f' € H (./.\ , M),
e 1° (ar , M) telles que 'K(_) f=fr+f" sur 4 et
l£'l1 £ = pour !ziléri, l€ign,
1.k 1.k
Alors f - K(ﬁ'—) f' , section de M au-dessus de A, et K(TI") £ , section
1 1

de M au-dessus de A" , coIncident au-dessus de A , définissant une section

f‘ de M au-dessue de
N UA’.‘ :){‘zl‘ < ?1 , 'Z'il./\ ri} s, 2£1i4&n,
telle que
¥ %1\k %11k '
£ - £7] = [K)" £'] € m K|=1* pour lzsl< vy, 1¢i<n.
1 Y ‘

1

w
Soit €, = inf(-zl- , v}) ; alors ona s

: mK .
‘f—f*lsgﬁ pour lzlléﬁl, ]zilsr{, 2« i<n,

'le lemme est démontrd.
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IEME 2. - Soient G un domaine de O s 6t M un sous-faisceau analytique

de 4%, Si, pour tout domaine U holomorphiquement complet contenu dans G ,

ET(tI, M) = 0, alors M est cohérent dans G .

DEMONSTRATION du lemme 2.

i. Solent X un point de G, et Zx un polydisque compéct de centre x et
.de rayon r contenu dans G . Tout élément de M% peut &tre approché arbitraire=
ment, et uniformément dans un certain voisinage de x , par des sections de M
au-dessus de Zx y en vertu du lemme 1 . Or le sous-module M; de Ai , engendré
par les sections de M au-dessus de Zx , est fermé pour la convergence uni-
forme dans un voisinage fixe de x . Donc tout é1lément de Mx appartient a
M, et M, =M . Ainsi, le A -module M est engendré par les sections de M
au-dessus de Zx .

ii, Soit y un point de G, tel que le polydisque compact Zy y de centre vy ,
de rayon r , soit ccntenu dans G ; le Ay—module My est engendré par les
sections de M au-dessus de Zy « Or, si y décrit un voisinage V assez
petit de x , l'intersection des polydisques Zy contient V 3 donc, M est
epgendré, dans V , par ses sections au-dessus de V , c'est-a-dire est de type
(4) dans V . D'aprés le théoréme 3 sur les faisceaux analytiques cohérents,

M est cohérent dans G .

IEMME 3., - Soient (X, A) un espace enalytique, M un sous-faisceau analy-

tique de A%, Si, pour tout domaine U , holomorphiquement complet de X ,
H' (U, M) =0, alors M est cohérent.

DEMONSTRATION du lemme 3. - Soient x wun point de X , et V un voisinage
de X , muni de la restriction A|V du faisceau A , et identifié & un ensemble
analytique dans un domaine G de CP , muni du faisceau A(V) des gormes de
fonction holomorphes induites sur V par les fonctions holomorphes dans G .
Soit N 1le prolongement trivial de M|V dans G 3 c'est un sous=faisceau
analytique de 4%(G) ; soit W un domaine holcmorphiquement complet contenu
dans G ; H'(W , N) = WAV , M[V) 5 B OV est un cnsemble ouvert de X ,
holomorphiquement complet ; donc HI(W NV, MV) = 0 et par suite
HI(W s N) = 0 ; d'aprés le lemme 2 s N est cohérent dans G ; son image
inverse M|V est donc un faisceau cohérent dans V .

THEOREME 9. = Soit M un sous-faisceau analytique d'un faisceau analytique

cohérent N sur un espace analytique (X , 4) . Si Hl(U , M) = 0 pour tout
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ouvert U holomorphiquement complet de X , M est cohérent.

DEMONSTRATION, - Localement, on & une suite exacte
0 => I —» 4P — N —0 R
et la suite exacte O —~3= M ——> N permet de construire le diagramme

0~ I — AP — ¥ - 0

(|
0 ~> I —»> M —M — 0
$ A
0 0

oh les lignes et les colonnes sont exactes.

AP et N étant cohérents, I est cohérent ; donc, pour U holomorphiquement

complet, on a la suite exacte :
1 .
0 —» H'(U, M') — H(U, M) — 0

puisque Hq(II, I) =0 pour q> 0 ; comme Hl(tj, M) = 0 par hypothése,
Hl(IJ, M') = 0 ; mois M' est un sous-faisceau de £ ; d'aprés le lemme 3 ’
M' est cohérent ; M, quotient de M' par le faiscesu cohérent I , est cohérent.

3. Ie faisceau distingué sur le produit d'un espace analytique et d'un espace

projectif,

a. DEFINITION du faisceau distingué. - Soit Y x P 1l'espace analytique, produit
d'un espace analytique (Y , B) et de l'espace projectif complexe P aon
dimensions ; on a défini un fibré distingué P sur P ; on désignera encore
par. F_ le fibré sur Y x P , image inverse de Fo par la projection de
Y x P sur PP, on appellera faisceau distingué sur Y x P! 1e faisceau

B des gormes de secctions holomorphes de FO 3 .c'est un foisceau libre. .

b. PROPRIETE du faisceau distingué. - Si f désigne 1p projection de ¥ x P
sur Y , il existe un isomorphisme naturel de f,(Aq ®» F ) sur Aq(k+1) 5 i1

en résulte que le faisceau f,(43 s F) est libre.

(On rapﬁelle que 2% désigne le somme directe de q faisceaux identiques &

A, et F~ 1le produit tensoriel de k faisceaux identiques a2 F).

4, Enoncé des théoremes fondamentaux de Grauert et Remmert (walables pour

n>1, m=>0). Les notations scnt celles de 3 .
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THEOREME I, +=8i M est un faisceau analytique cohérent sur Y x P, et

Q un domaine relatlvemcnt compact de Y ,*11 existe un entier k Q, M) tel

que le faisceau analytique cchérent M e F‘|Q x P soit simple relatlvement

& la projection de Q x P sur Q , pour tout entier k ;»ko .

» m as 1 i . . s
THEOREME IIn o =31 M est un faisceau analytique cohérent sur Y x P ’

f ,(M) est un faisceau enalytique cohérent sur Y .
m!

THEOREME III « - Si M est un faiscesu analytique cohérent sur Y x 7 y €t
Q un domaine relativement compact et holomorphiquement complet de Y , il existe
un entier kb(Q , M) tel que le faisceau M 3 EE!Q x P soit de type (C) pour
tout entier ke>ko .

Ie théoréme IIIn est une conséquenée facile des précédents et des théoremes
A et B relatifs & un espace analytique holomorphiquement complet. Cet exposé
sera consacré 3 la démonstration des théorémes In et IIE . Dons une premiére
pertie, seront démontrés, pour n =1, le théoreme I, etun cas particulier
II' de II°
n n

[ 1)

THEOREME IT' . -8i M est un faisceau snalytique cohérent sur Y x P, et

Q un domalne _relativement compact de Y , il existe un entier QO(Q s M) tel
)

gue f(Ma soit cohérent sur Q , pour tout entier éz%.

Pour démontrer le théoréme I, , on démontrera le théoréme suivant, dont 1l est

une conséquence immeédiate

THEOREME Ii o = Soit M un faisceau analytique cohérent sur Y x P1 $ pour

tout point y de Y, il existe un voisinage V de y et un entier ko:; o,
tels que ‘ Kk
2. 81 k >k , il existe un nombre fini de sections de M s F~ au-dessus de

V x P° , gui engendrent ce faisceau au-dessus de V x pt .

b. si W est un domaine holomorphiquement complet contenu dens V , la restric-
J3

tion de M s F_ a W Pl est un faisceau de type (B) pour tout entier

k?koo
Dans une seconde partie, les théorémes I, et IIE seront établis & 1l'aide

d'un reisonnement par récurrence, utilisant de fagon essentielle les éclatements
de Hopf.
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5 Modification des variétés, éclatements de Hopf.

On exposers seulement le processus de modification de 7 par éclatement en
un point. Soit O 1torigine de C* 3 P*~! étant le quotient de C° - {o}
par le groupe des homothéties de ct , on a une application canonique de c? - {p}
sur Pn"'1 , dont on désignera par G le graphe dans l'espace produit

X = c? x Pn"1 o Si Zy s By s eee , 2, sSONt les coordonndes dans C- , €t

s, [N -1
Xy 9 By y oeey X des coordonnées homogénes dans P s on peut, dans un ouvert

de X ou X, ne s'annule pas, prendre pour coordonnées locales

)y By g eee s T x2/x1 , x3/x1 y eee s xn/x1 ,
soit
%109 25 "°szn,y2r3’3, cee s Jpos
qui munissent X d'une structure de variété analytique complexe & 2n - 1 dimensions.
Dens (" - {O)) « PA=1 , G est défini par les équations By 2y XYy,
2 £i<n; dens C° «x pi-l , ces n - 1 équations définissent une variété
analytique X' & n dimensions, et X' =G L}({p} x Pp-l) . La composition
des applications canoniques g de X sur ¢ et £ de X' dans X définit
une application canonique h de X' sur C" y vérifiont les propriétés
suivantes 1 |
ie h-l(O) est canoniquement isomorphe a pi-1 ;
ii, la restriction de h & G est un isomorphisme de G sur C° - {d} 3
iji, h-l(O) est une variété analytique non singulidre de X' , d'équation
2y =0, 81 1'on prend 2, , Jy 5 eev , ¥, comme coordonnées dans X' ;
ive h est propre (1'image réeiproque d'un compact est un compact).
Plus généralement,si W est-une variété analytique. complexede dimension n,et
p wn point de W | si on choisit un systéme de coordonnées locales au voisinage
de p, et si 1'cn effectue 1'opération précédente, le résultat ne dépend pas
du choix des coordonnées locales. Prenons pour W 1'sspace P s nous obtenons
une variété analytique que nous désignerons par Pg., et une application analy-
tique 7' de ﬁ? sur P 5'=’ﬁ71(p) est canoniquement isomorphe & pr-1 ,
donc & 1l'espace des droites de P pdssant par p, et TT' est un isomorphisme
sauf sur ¢ . En outre, 1l'aprlication p! de E? sur ¢ , qui applique tout
point de ¢ identiquement sur lui-méme, et tout point de P - {i& sur la
droite qui le joint & p , considérée comme point de o, munit P d'une
 structure d'espace fibré, de base o, de fibre Pl :
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Si Y est un espace analytique, i 1'application identique de Y sur lui-
méme, on pose 3

=i xT

P:ixe":

Pour établir per récurrence les théorémes I, et Iﬁ: , on considérera le

xP?,éYXPn

xP;,1 -_— Y x ¢

=

diagramme commutatif
&

e

. Y x
Yxo’-—L)YxP?/ Y

Tr\xYxPn/f?

oh j désigne l'inclusion, f 1a projection de Y x P osur Y , { 1a projec-

tion de Y xo~ , isomorphe & Yxﬁkl,sw Y.

I1, Démonstration des théorémes I1 et II{

1. Un lemme sur les matrices holomorphes inversibles.

a. Recouvrement de V x P1 par deux ouverts holomorphiquemént complets. =

Soit y un point de Y, U'et V deux voisinages holomorphiquement complets

de y, tels que V soit relativement compact dans U ', Soit 2z une coordonnde

non homogéne daps ﬁ, € et & deux nombres réels tels que 0<& <E'«1,

On pose
| B 'zo T‘——. ‘r| N;o ’; —,’ : - . -— 1 17 d
Kl-{tz4<1+&j, Ky ={]2] »1-& 5 OUI=UkKL, 1=1,25 U, =0}003 .
= . = {lz] L. oyl o= P = . - U (VU
K, = {|z|<_1 +8) 5 Ky ={lzl>1~el5 v, =VxEK , i=1,2;5 U,=000,.
Soit Py le point de coordonnée O dans P1 , et
soit p, le point de coordonnée o  dans Pl .
b. Enoncé du lemme.
NOTATIONS, - Si (3 = (Qij)lé—ién est une (n , n)-matrice holomorphe dans le
l<j<n
‘domaine D , on pose l@ID = sup |G,,(x)| ; on a évidemment I(l.@‘Dsnl(z.{D.’@fD;
XeD 1J
lgign
< jgn

on désigne par 1 1la (n , n)=matrice unité.
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IEME. - Pour tout entier n >0, il existe un nombre réel &(n) > 0 tel que

pour toute (n , n)=matrice (% , holomcrphe et vérifiant |@ - 1 l—' £Le , il
existe deux notions inversibles &1 et @,2 , holomorphes dans U1 1.%.1.". U‘z

respectivement, telles que (@ = (61)—1 62 dens PR

c. Préliminaire & la démonstration du lemme. - Il existe un nombre réel K >1 ,

tel que : pour toute matrice L , holomorphe sur ‘le , 11 existe une matrice

s holomorphe sur 'Ui , et vérifiant
1o 1R < klgl.
+U Y12

s _0 _¢C .
i, £ =§, 531 sur U,
On le montre en développant les éléments de £ en série de Laurent dans
K 0 'K2 . nlors on détermine €(n) >0 de telle sorte que
ii. toute (n , n)-matrice @J s holomorphe et vérifiant @ - 1L < Kg,
U
admet une inverse (@i)"1 vérifisnt |(@1)'1L, < 2 . On suppose |G- 1"6 <&,
12 12
d. DEMONSTRATION du lemme. - On définit 3 suites 59 , S; et X de matrices
de la facon suivante s

-—

i. X° est définie sur U12 par & =1 + 50 , et, par hypothese & IU <E.

o s et vérifie If/:'lf 4.@,
12 29

11, 81 §J est aéfinie et holomorphe sur U1

on détermine rbg s holomorphe sur Ui , de telle sorte que :
o) 03 < k|RI=
i UJ‘\ U12

S ,

Alors 1 + N%

—

est inversible sur UZ , car

1= w5k = 191y

(Il < K& <ke,
6, 57
on a de plus

T
|1+ &)™~ < 2
27

111, si O ’ S:'% et 5:% sont définis comme précédemment, on détermine Qi+

sur U12 paer s

18 s @ a2 ha Ledht.
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I1 en résulte que

1 VAL (1 + ,i + Q9 +§;)/J ha +S>,J)m1
") -
= (1 +% %)(1 +;,% (32;](1 +§VJ _1+x/ S'j(l %g)l
soit
J+1 _ €3 QJ GIy=1
S?, _mlg‘/(l +'\2)
d'ol
‘r,3+1 <.21,12 K (lgjl‘_ )2_< 21’12 K22< £ £

Ia relation de définition de Q“l s'écrit encore

+1 e _' -1 N i _ 11 h
1 453 =G )™ o @ = Oé\iq (1 +£i)

Quand j tend vers + o , ().J tend vers une matrice @L holomorphe et inver=
sible dans U, , $29*1 tend vers 0, donc 1= 0”1 @(@2
C.Q.F.D.

2. Démonstration du théoréme Il' .

Les hypothéses sont celles de 1. &,

a. Résolution du probléme, correspondant & la partie a. du théoréme, pour

Ul et UZ . = (U.’l,.)i—l , ©st un recouvrement de Stein de U'x P, D'aprés le
- e ]

théoréme A , HO((U:!L , M) engendre le faisceau M au-dessus de U { + Comme

U, est compact dans L M est engendreé, au-dessus de Ui , par les éléments
d'une (t , 1)-matrice s, = (s‘?) . d'éléments de H° Uy » M) , en vertu du
théoréme 6 sur les faisceaux anal;t;%;esucoherents ; en vertu du théorgme 5 , il
existe deux (t , t)-motrices a; (a‘]’ )143 - i=1, 2, holomorphes sur

le het
s

N rl\

‘U'12 » telles que s, =a, s, et s, = 8y 8y
be Prolongement approché de 8y au~dessus de V x ('K2 {pz § ) et de Sy
au~dessus de \7 x (Kl - Lplj ). = Soit & un nombre positif.

h )
'1 de a, en séries de laurent dans la couronne

h ’ Ve 3 2’ ) e
K, N K, , on obtient des fonctions a:.l‘] y éléments de matrices af , vérifiant
les conditions suivantes

En développant les éléments a
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i, al est méromor he sur Ui

c
i 1%12

iii. les éléments de aj n'admettent pour pSle que p; 3 un ordre majoré
par k, §) .
Soit

c. Compensation des pSles des Cléments de sy . - Si k » 2k, F~  possede

une section holomorphe fk , qui ne s'annule qu'en Py et Py s a4 un ordre au
moins é¢gal a LS
k K
L'epplication @ 3 M —> M Fos i(x) —~» s(x) s £ (x) transforme
les ¢léments de s} en sectionsde M e F~ au-dessus de T - U; ;3 nous désignes
1 23 o 3
rons encore par S; et Ss les transformés de s et si 3 comme ka est

bijective hors des points p_ et p; les é1léments de 84 engendrent
k -
Ms F"' dans Ui - {pi} s 8! est un prolongement approché de 83 au-dessus

i
de U-Ui,etl'ona:

! - =al! s, -2 = (o} = ¢ = L 3
8] =8 =ah sy -8, 8,= (o a,) 8, = (aj - ay)a; 8,
S - = a! - = (alt =
s} = sy =aj s - o 8 = (af 2, )8,
ou “"' -a ke : ot ‘(a, - o) ‘T < ‘tla l-—- b2 .
1 1 012 P 2771 le 1 U~12

d. Remplacement des sections approximatives par de vraies sections. - Posops

1 \

? -t
s Qo1 - ;(a'2 a2)a1 0
2 S, ’ T 2% k a4 = :i of °

H&Q
1l
————
|0] w
N =
—— et
hd .
R
]

S.=QE& o |G- 1l < sup(5, tlal= §) .
R ’ Uiz ST

Soit &€ >0, tel que le lemme sur lés matrices holomorphes s'applique ; on
choisit 3 tel que sup($ , tlallUlz §) < € ; il existe alors une matrice

G, inversibls, holomorphe dans ‘U , telle que G=@;'G, dans U, .
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Alors on pose /.S’:!L = (ﬂ.i 'Si dans U; 5 comme 5’{ =Sé dans U12 , on a ainsi
k

PP 7 . 1 —
défini sur un ensemble S de secction de M ® F~ au-dessus de V x P~ , coincidant
avec Ag::. dans Ui « Comme les matrices Cbi sont inversibles, ces sectionsen-

gendrent M » F hors des points Pq et p

e+ Répétition du processus précédent. = On effectue 1o méme construction avec

des points singuliers p' et pi différents de 18 et p; , et pour k >'/2k2 .
Alors, pour k 7/ko =2 max(k1 ’ kﬁ) , lo réunion des sections construitesaucours
des deux processus engendre M ® F sur V x P,

f. Démonstration de la seconde partie de théoréme I! o - Soit W un sous-

1 k
domaine hclomorphiquement complet de V . Pour prouver que M » F=|W x ]P1 cst

de type (B) , il suffit de prouver que gt (W x pl , M e F) = 0, puisque

1
= i i / =W W
(wi) = (W x Ki)i=1,2 le{st un recouvrement de Stein de W x P~ , Soit ¥ 12 RALPE
et g€ Ho(w12 , M® F ) , En vertu du 11{'Ehéoréme 5 sur les faisceaux analytiques
cohérents, 5 engendre H@(W12 , Mo F-) ,
Done 6= 2= flsd o JeSet tle Ho(w12 , A) .

1<j<2 ¢
En développant les £ en série de Lamrent, on obtient £ = f% - f‘} ou

A

J s -G - 'S
fi est holomorphe dans wi s alors ¢ =0 5 = 0y O

- L3 k
o= = fldle HO(, , Mo F) .
1<jg 2%

3. Le théoréme IIl‘ .

a. Démonstration du tucoréme., - Le probléme est de nature locale sur Y

il suffit de montrer que, pour tout point y de Y , il existe un voisinage V
de y et un entier positif ¢ (V, ¥) tel que le faisceau f,(M ® F~) soit
cohérent dans V pour ) z(’fo (v , M) . On choisit V comme dans 1. a. Alors,
d'aprés la premiére partli{e du théoréme Ii , 11 existe un nombre fini de sections

O . 0
S1 9 s0e s sq de Mw®F  au-dessus de V x P1 , qui engendrent kM ® F dans

o}
v x pt pour k Zk (v, M) ;3 le morphisme L3 « Pl) —> Mo F |V x pt

~ engendré par ces sections est un épimorphisme ; soit N son noyau. la suite
exacte : ko
0 =~ N = 4% — MsF — 0
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donne neissance a une suite exacte

k +k
k q k o
0O —~> N38F — 5i*8s8F —> MgF —> 0 pour k3> O,
k .
est libre.

puisque le faisceau F
k
Conme N est cohérent, f_.(N ®F ) =0 pour k >k, (V,N et m>1,

en vertu de la seconde partie de théoreme I! ; la suite exacte des foncteurs

1
dérivés de f. se réduit donc & la suite exacte : K
. k k O+k
0 = f,WeF) — £,(2sF) —f,MsF ) — 0
o 3 k (k+1) X
i. £,(a% o F7) est canoniquement iscmorphe a a4 (V) sdonc £, (N s F)

est un sous-faisceau analytique de Aq(k+1)CV)

ii, D'apres la seconde partie du théoréme Ii , pour tout domcine W , holo=
morphiquement complet, contenu dans V , it (W = p! , N F) = 0 pour
k },ko('\f , N) ; en vertu du méme théoréme, N ® F—|W x Pl est simple d'espéce
{B) relstivement & f 3
done
1 k 1 1 x
H(w,f!(N@F)):H(WxP , N®F) =0 pour kzko(v,N) .
En vertu de la caractérisation eohomclogique des faisceaux analytiques cohérents,
fl(N ® FE) est cohireit ; comme f!(Aq ® F"li) , isomorphe & Aq(k+1)(V) , est
+ ,
cohérent, fz(M ® F'E_) est cohérent.

£
I1 est donc démontré que f,(M ® F ) est cchérent pour
U2, 1) =k (V, ) +k(,N .

b. Corollaire, - Soient Y wun espace analytique, G un domaine relativement

compact dans G » E un ensemble analytique dans Y x Ve , BECYxG, M un

faisceau analytique cohérent sur Y x c? , hul dans Y x ¢ -E , f 1la projection
Y xC® —» Y. Alors f,(M) est cohérent sur Y et fm,(M) =0 pour m >0,

DEMONSTRATION, - On plonge ¢® dans 1'espace de Osgood o" = 111”,_{‘5.}_\ x j’,l 3
N n fois
on prolonge M trivialement pour obtenir un faisceau M cohdrent sur G- .

On définit la projection A : Y x CH —~> Y en composant les projections

Yx@ ___’_Yx@n-l -—;»YX6n-2 - .. -->«Y><(31 — Y,
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et on applique n fois le théoreme II{ 3 M n'étent pas modifié par le produit

tensoriel par M, £, (M) = N, (M) est cohdrent.

Si Q est un domaine holomorphiquement complet dans Y , HP(Q x ¢ , M) =0
pour p >0 d'eprés lethéoréme B ; cela entrafne que M est simple d'espece
(B) relativement & £ .

III, Demcnsiration des theorémes In et II;‘: par récurrence.

On utilise le diocgramme déja construit :

i S
Y xo = Y x Pg—l\\/ Y
TTNY xPn"f/
k
Pour étudier wn faiscesu M o F~ sur Y x P° (théorémes d'ordre n), on reldve

ce faisceau par 7 sur Y x Pg , puis on étudie son image par p (application
fibrée localement triviale, donc, localement, théorémes d'crdre 1) et ensuite
par g (théorémes d'ordre n - 1). Ainsi on déduit les théorémes d'ordre n
des théoremes d'ordre 1 et n -1,
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