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NOTTONG TR T4 THEORIE DES CATEGORIES
ET L'ALGEBRE HOMGLOGIQUE

par Francois NORGUET

Lo but de cet exposé est de présenter la théorie des catégories comme cadre pour
1'algébre homologique, cadre elle-méme pour la théorie des faisceaux et des espaces
annelés, qui sera exposée ultérisuremcnt. En fait, la théorie des catégories est
celle d'une structure algébrique trés générale, qui, particularisée par ltadjonction
progressive d'axiomes spéciaux, devient un cadre naturel pour la formalisation
de telle théoris mathématique préalablement choisie. Ayant en vue spécialement la
formalisafion de 1'algébre homologiqus, on dirige liaxiomatisation vers ce but
particulier, en mentionnant toutefois le point d'insertion de la théorie des
catégories locales. Unc axiomatisation de cette derniére,entreprise de fagon un peu
différente , a été exposéé par M. C. EHRESMANN [3] (1). Certaines notions, intro-
duites au cours de l'axiomatisation des catégories exactes, sont également néces—

saires si l'on veut construire un cadre formel pour une théorie topologique 3

mais 11 faut prendre alors des axiomes plus faibles (cfe. [4], [6] et [7]). L'axio~
matique introduite ici pour les catégories exactes cst plus faible que cells
généralement adoptée (cf. par exemple [1]) 3 d'ou la nécessité de généraliser la
notion de suite exacte et celle d'homologie, ainsi que les diagrammes classiques
sur 1'homologie des complexes (cf. [2], diagrammes (1') et (2'), ps 59)s On a

cru bon d'énumérer toutes les propriétés utiles, i mesure qu'elles résultent des
axiomes énoncés, et bien qu'elles en résultent presque toujours de maniérc évidente ;
cela permet de contrSler & chaqus instant la portée des axiomes..On donne l= dé-
finition d'une catégorie abélienne, et celles reclatives aux foncteurs. Pour les
notions-de catégorie duale, de produit direct et de =.mne directe, on renvoie au
mémoire récent [ 5] de- A. GROTHENDIECK. L'exposé se termine par la définition des
catégories additives, des catégories abéliennes et des foncteurs dérivés. Le lec-
teur trouvera dans le mémoire cité de A. GROTHENDIECK un exposé de l'algebre homo-

logique dans les catégories abéliennes.

(1) Les numéros entre crochets renvoient & la bibliographie, placée & la fin de
1texposé. : ,
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I. ixiomatique des catégorics.

Définitions fondamcntales. Notion d'homologic.

1, Notions généralcs sur les catégories.

ae Classc munie d'unc loi dec composition. = Dans une classe € , munic d'unc loi

de composition partiellement définie (f , g) —> f.g , on appelle unité tout dlément
6 tel que ¢ cof =f ¢t gw = g lorsque ces produits sont définis. Si le produit
¢.6' de deux unités cst défini, alors & =c' .

be. Définition. = Une catégorie C est une classe nunic d'une loi de composition
particllement définie (f , g) — f.g , appelée produit, satisfaisant aux axiomes
suivants '

i. associativité s si (feg)eh cst défini, fe(geh) est défini et égnle
(fog)eh 3 si fo(geh) est défini, (feg)eh o8t défini.
i1. si f.g et g.h sont définis, (f.g)eh cst défini.

iii. pour tout £ de C , il cxiste des unités ef et c, tolles que cpf et f.e,
soient définis.

Les éléments d'unc catégorie sont appelés morphismes 3 les unités sont parfois
appelées objets ou morphismes idcntiqucs. '

ce Propriétés.
i« Pour tout £ de C, 23
est appelé unité a gauche (respe & droite) de £

(respe ef) est déterminé de fagon unique, et

ii. Pour que g.f soit défini, il faut et il suffit qus Sg = s% .

111451 feg est défini e} _ =

! = .
fog &5 st ep <]

134 g

d. Les classes Hb(f , 8 et les applications canoniques.

1. 81 e et e' sont deux unités de C , H,(e , e!') désigne la classe des
éléments x de C tels que le produit e'.x.e soit défini ; on suppose désormais
que HC(e s €') est toujours un ensemble. Si f , g sont deux éléments de C ,
HC(f s 8 désigne 1l'application de 1'ensemble HC(O% R eg) dans 1l'ensemble
HC(ef R eé) qui, & un élément x de Hy(ef , eg) , fait correspondre 1!élément
g.x.f de HC(ef y eé) .

ii. Chaque triple (e , e' , e") d'unités détermine unc application canonique :

fe,ot,on Hc(e , ') x HC(e' , €M) —3 Hc(e , e") : (f, 8 —ef.
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REMiRQUE. =~ La condition ci~-dcssus définit l'apolication considérée, lorsquc
HC,(e y ') X'Hb*(e' y 8") est non vide ; si cette classe est vids, ‘Qe,e',e"
est déterminde ds fagon précisec comrc application vide (de la classe vide dans
HC (e' , e")) R '

iii, Tout couple (f , g) de morphismes détcrmine deux applications canoniques :

X - x,f

e ~ 1

‘?'f,g s HC(G% ’ eg) — "HC(e% , eé) ! X =g,

restrictions de

\
‘fef,e%,eg {2} glop s o)

et de

\C

' e o a Nag(e% y 6) x %g} .
%% g
iv. Tout nmorphisme f détermine deux applications canonighes ¢
= s inle! 3 .
P = 1,2 (el 5 ep) — Ho(ep 5 6p) '+ X =>x.f

v ! . / )
Pe= fe,p b Hlopsop) = Hlel,ef) + x—fx .

Toute classe LHC(e , ©) conticnt une seule unité e 3 on appellera noyau d'une
application ¢ d'unc classe dans 1§ (e , ), et on désignera par n(%>) ,
ltinage w»éciproque de € per cettc application.

2+ Morphisnes possédent des propriétés particulidres.

a« Morphismes inversibles.

DéFINITIONS. - £ est dit inversible & gauche (resp. & droite) si n(\ff)
(resp. n(%ﬁf)) est non vide ; 81 f est inversible & gauche (resp. & droite),
les éléments de n(gp) (resp. n(\éf)) sont appelds inverses & gauche (resp. a
droite) d¢ f ;3 f est dit inversible, ou encore est appeld isomorphisme, s'il est
inversible simultanénent & droite et & gauche j; si f est inversible, les é1é-
ments de n(%’f) N n(qﬂf) sont appelds inverses de f .

PROPRIETES
i. Pour que x soit inverse & gauche (resp. a droite) de f , il faut et il

suffit que x.f = e, (resps fox =c})
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ii« Si x est inverse, & gouche ou & droite, de £, e = ep ct e =eb .

jii. Pour que x soit inversec & gruche (resp. & droite) de £, il faut et il
suffit que f soit inverse & droite (respe 2 gouche) de x

ive Si f.g est défini, et si f et g sont inversibles, & droite ou & gauche,
f.g l'est aussi ; si x (resp. y) est inverse, & droite ou & gouche, de f

[N

(resp. g) , yex est défini, et est inversc, & droite ou a gauche, de feg o

ve S1 f ocst inversible, il adnet un seul inverse & gauche et un seul inverse

4 droite, qui sont dgaux.

DEFINITIONS., - On appelle groupoide & gauche (resp. & droits) unc catégorie dont

2

tous les élénents sont inversibles & gauche (resp. & droite), groupoide une caté=-
gorie dont tous les éléments sont inversibles, groupe un groupoide ayant une seule
unité.

be Mononorphismes st €pinorphisnes.

DEFINITIONS. - f st appelé ¢ nonomorphisme (resp. épimorphisme), si Té £ (resp.
‘Pf g) est, pour tout g , une injection ; binorphisne, s'il est en méne tenps
monomorphlsnc et épinorphisnc.

' PROPRIETES ,
i. Pour que f soit un nononorphisme (rcsp. Cpinorphisne), il faut et il suffit

que Fux' = £fox" (respe X'of = x".f) entratne x' = x" .

ii. S1 gef est un mononorphisne (resp. eplmorpblsne), f (resp. g) est un

- mononorphisme (rosp. épirorphisne).
iii. Si gef est un binorphisme, f est un nononorphisme ¢t g un épinorphisme.

‘ive Si f et g sont des monomorphismes (resp. des épimorohismes), et si
gef est défini, c'cst un nonomorphisme (resp. un épimorphisne).

ve Tout norphisne inversible & sauche (resp. & droite) est monomorphisme (respe
épinorphisne); tout isonorphisne un binorphisnc.

- vi. Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit que \ff g et
. ’
u?g ¢ Soient, pour tout g, des bijectionms.
’

vii. Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit qu'il soit un
nonomorphisne inversible & droite (resp. un Spimorphisme inversible & gauche).
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¢+ Effacements injectifs et projectifs.

DEFINITIONS.

i. Un morphisme m est appelé effacement injectif (recsp. projectif) si c'est un
monomorphisme (resp. épimorphisme) et si, pour tout morphisme g tel que m.g
(resp. gem) soit défini et tout monomorphisme (resp. épimorphisme) f ayant méme
unité & droite (resp. & gauche) que g , il existe un morphisme x tel que
m.g = xof (resp. g.m = f.x) .

ii. Un objet est dit injectif (resp. projectif) s'il est un effacement injectif
(resp. projectif).

PROPRIETES.

i. 81 m est un effacement injectif (resp. projectif), et si y est un mono-

morphisme (resp. épimorphisme), m.y et y.m sont des effacements injectifs
(resp. projectifs).

ii. En particulier, un monomorphisme (resp. épimorphisme), dont 1l'unité & gauche
ou & droite est un objet injectif (resp. projectif), est un effacement injectif
(resp. projectif).

3.+ Relations de préordre et relations d'équivalence.

ae Relations de préordrs dong C

DEFINITIONS. - S1 f ot g sont deux morphisnes de¢ C , la relation g ¢ £
(resp. g < £) équiveut & l'existence d'un monomorphisme (respe épimorphismc)
X tel que g =7f.x (respe. g = xof)s On désigne par #(f) (resp., &(f)) la
classe des morphismes g tels qus g < f (resp. g <f).

PROPRIETES

1. Les relations C et < sont des relations de préordre, que nous appellerdns
monopréordre et épipréordre de C ; cela signifie que ¢ h cg et g c f ecntratnat
hcf, et que tout £ vérific f ¢ £, pour la relation ¢ par excrple.

ii. S1 f est un monomorphisme, ¢t si g ¢ £, alors g est un monomorphisne
et le monomorphisme x tel que g = fex est déterminé de fagon unique ; si f
est un épimorphisme et si g < f , alors g est un épimorphisms et 1'épinorphisme

X 5 tel que g = x«f , est déterniné de fagon uniquec.

iii. Si g est un épinmorphisme e si gc £, alors f est un épimorphisme j
sl g est un monomorphisme et si g ¢« f , alors f est un monomorphisnc.
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ive Si f est un nonomorphisne (resp. épimorphismc), g un épinmorphisne
(resp. monoriorphisne), ot si gc¢ f (resp. g < f), alors f et g sont des
binorphisnes.

Ve Pour que f soit un mononorphisne (resp. un épinorphisne), il faut et il
suffit que l'on a1t f Ce; \I65P e f.<_ef) o

vi, Pour que f soit inversible & droite (rcsp. & gauche), il faut et il suffit
que &} C £ (rcsps ef-<.f) 0

vii. Si h.g ot hof sont définis, et si gc £, alors hegCh.f j de néne,
si gk et f.k sont définis, et 81 g < f , alors g.k <fuk o

viii. Si hegC hef , et si h est un nononorphisne, alors g cf 3 sl gk cfk
o6t s1 k st un épinorphisne, alors g <f .

ixe gcf équivaut & $(g) c P (f) , la scconde inclusion étant une inclusion
de classes.

De mfne, g <f Squivaut & ¥(g) C Y(£) .
xe  P(gef) = g &(£) , ot Elger) = F(g)oF »

be Relations d'équivalence dens C .

DEFINITIONS. - Deux morphisnes f et g seront dits nonoéquivalents (respe Spi=
équivalents) s'il existc un isonorphisme X tel qus g = fuox (respe g = Xef)e

PROPRIETES «

i, Pour que deux nonomorphisnes f ¢t g soient nonoéquivalents, il faut et
11 suffit qu'ils vérifient gc f et f C g ; pour que deux épimorphismes £ et
g soient épiéquivalents, il faut et il suffit qu'ils vérifiont g < f et £< g
Lorsqu'on parlera de mononorphisnes (resp. dtépinorphismes) équivalents, il
s'agira de nonororphisnes (resps d'épinorphisncs) mono-équivalents (resp. épiéqui-
valents) 3 pour les binorphisnes, il faudra toujours préciser de quelle équivalence
il stagite.

ii. Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit que f et e%

soient monoéquivalents (resp. que f et ep soient épidquivalents).
jii. 84 h.f et h.g sont définis, et si f et g sont nonoéquivalents, alors
hef ot h.g le sont aussi ; ds ménme, si f.k et gok sont définis, et si f

et g sont épidquivalents, f.k et gek le sont aussi.
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ive Si heg et hef sont nonodquivalents, et si h ost un nononorphisne,
alors g ot f sont nonodquivalents ; si gk et f.k  sont épiéquivalents, et
si k est un épinorphisne j alors g et f sont épiéquivalents.

ve Pour que les nononorphisnes f et g soicnt nonoéquivalents, il faut et
11 suffit que &/2) - ‘Flg) ; poar que lesépinorphisnes f et g soient épléqui-
valonts, il faut et il suffit que Y (f) = ¥(g) . |

e
DEFINITION. - Deux morphismes f ¢t g seront dits isonorphes s'il existe deux
isomorphisnes x et y tela que g = y.fox o

P s
PROPRIETE, = Pour que deux unités ¢ et o' socient isomorphes, il faut et 1l

suffit que Hon (e ’ 6') contienne un isomorphisrnec.

ce Union et intersection de morphismes. Catégories localecs.

PROPRIéTE et DEFINITION, = Soient f et g deux morphismes § s'il existe un
morphisme x , vérifiant fc x et gcC x, et tel que les relations fC y et
g ¢y entrainemt x c y, ce morphisme est défini & une nonoéquivalence pres ;

on écrit alors x=fug.
PROPRIETES, = £Ug=guUf; fcfug; £=fuf; £Ulguh)=(fugluh

PROPRIETE ot DEFINITION, - Soiemt £ et g doux morphismes ; s'il existe un
morphisme x , vérifiant x ¢f et x cg, et tel que les relations y Cf et
y cg entrafent y c x , ce morphisme est défini & une monoéquivalence prés ; on
derit alors x=f Ng,

PROPRIETES. - £ Ng=gNf; fngcf; £=£fNf; £N(gNh)=(fNg)Nh

PROPRIETES. = (£ N g)w h c (fUh) N(gUh)
| (fug) Nh>(ENh) U(gnh)

REMARQUE. - L'étude et l'axiomatisation de l'union et de l'intersection des
morphismes conduit & la notion de catégorie locale, qui ne sera pas développée

dans cet exposé.

4, Catégorics exactes.

b Axiome de l'image.

AXJOME El, - Pour tout morphisme f , il existe un monomorphisme x et un
épimorphisme y , tels qus
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i. £ =xsy

1i. si le nonomorphisne x' ot 1'épinorphisne y' vérifient £ = x'.', alors
X' Cx et y'< 5 @

COROLIAIRE. = Lec rcnonorphisne x et 1l'épimorphisme y , satisfaisant & 1'axio-
me El, sont déterninés, le prenisr & une nonoéquivalence prés, ls sccond & une
épiéquivalence prés x étant choisi, y 1luil cst cependant associé de fagen

L]
L4

uniquece

NOTATION., - On pose, pour tout £, I(f) =x, E(f) =y, I(f)
et E(f) étant rcspectivement un monomorphisme et un épimorphisme définis 3 des
équivalences pres, appelés respectivenent inage et coinags de f , 1l'un étant
toutefois déterniné de fagon unique quand l'autre a été choisie

PROPRIETES .

i. Les conditions ¢ f est un nonomorphisme, I(f) =f , E(f) = 6o s sont
équivalentes. ’

ii. ILes conditions : f est un épinorphisme, I(f) = 6} s E(f) =f , sont
équivalentes.

iii. Si f st un bimorphisme, f ot e% sont nonoéquivalents, f et 60
sont épiéquivalents 3 il en résulte que tout bimorphisme est un isomorphisme ;

donc il y a identité entre les notions de bimorphisme et d'isonorphisnce
ive Si. g ost un nonomorphisne, I(g.f) = g I(f) et E(g.f) = E(f) ;
Si f est un épinorphisue, I(g.f) = I(g) et E(g.f) =E(g)ef

ve I(I(£)) =I() , EE(f)) =E() , IE(L)) =E(I(£)) = °r(g) = eE'(f) .

vi. Si f et g sont isomorphes, I(f) et I(g) sont isomorphes, E(f) et
E(g) sont isonorphes.

be Axione des nmorphismes nulse.

AXIOME E2, - Toute classe Hc(e » ©') conticnt un élément, noté O_ _, ,
r'd * . ’ r'd , -’
appelé morphisne nul, et C contient une unité, notée o , appelée-objet nul,
tels que 3

i. Pour tout morphisme f ds HC(e s 6') &?e,e',e"(f ’ Oe',e") =

) .

0
1
646

(c'est=a=-dire O

ec’eu'f =0

e,e"
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1i. Pour tout morphisne f de H, (6" y &), ¥ e,e',e"(oe,e' y £) = Oe,e"

(c'est=a=dire f'oe,e' = Oe,en) .

iii. Quelle que soit l'unité e , O . est un monororphisme, et 0, , est
’
un épinorphisme. ’

ive OO,O =0 o

NOTATION, - On écrira parfois O pour O 3 lorsqu'aucune confusion ne

el,e

f,8 %

sera 2 craindre, on négligera les indices.

PROPRIETES »

i. Pour toute unité e , HC(o s 6) contient le seul élément O o * et
>
Hon(e , 0) contient le seul élément O_  ; en particulier, Hg o , o) contient
’
1le seul élénent o

14, Pour tout couple (e' , &) d'unités, Oe',e = Oo,e°oe‘,o'; il en résulte

qus I(0 =0 et E(Oe,’e) =0 .

e',e) T To,6 e'y0
iji, Si f est un Dowmomorphisne, fex =0 entraine x =0,
Si £ est un épimorphisme, X.f =0 entralne x =0 .

ce Axiome du noyaus.

AXIOME E3, - Pour tout movphisme f , il existe un monomorphisme x tel que @

i, fox =0 (c'est=a~-dire fox =0 ') e
6965

X
ii. s1 y est un monomorphisme tel que foy =0, alors yC X «

COROLLAIRE, - Ls mcnomorphisme x , satisfaisant & llaxiome E3, est déterminé a

une monoéquivalence preésa.

NOTATION., = On l¢ désigne par N(f) , que l'on appelle noyau ds f , ce noyau
étant déterniné & une monoéquivalence pres.

PROPRIETES »
i. Les conditions suivantes sont équivalsntés ¢ N(f) = Oy g § si vy estun
monomorphisme vérifiant foy =0, alors y =0 . ’

i1, Si f est un monomorphisme, N(f) = 0, P
1
i1, N(Oe',e) =t
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iv. Quels que soient f et g, N(f) < N(gf) ; si g est un monomorphisme,
N(f) = N(g.f) . Si f est un monomorphisme, f.N(g.f) c N(g) .

ve N(N(£)) = O, N(z) N(I(£)) = Oy, 1(£) * I(N(£)) = N(f) ,
NE(E)) = N(£) , EQ(E)) = eypy o

vi. 8i f et g sont isomorphes, N(f) et N(g) sont isomorphes.

1

vii. Pour que g.f = O, il faut et il suffit que I(f) < N(g) .

viii. Si f et y sont des morphismes vérifiant f.y = 0, alors il existe un
morphisme z et un seul, tel que y = N(f).z .

ix. 81 g.f est défini, et si N(f) et N(g) sont nuls, alors N{g.f) est
nul,

DEFINITION.
On appellc moncmorphisme faible'tout morphisme £ tel que N(f) = O,

d., Axiome du conoyau.

e

AXIOME E4. - Pour tout morphisme f , il existe un épimorphisme x tel que
is xf =0
ii. si y estondpimorphibme Yelepe yo.f = 0, alors y < x .

COROLLAIRE, -~ Le morphisme x , satisfaisant & 1l'axiome E4, est déterminé 2
une épiéquivalence preés.

NOTATION, - On le désigne par Q(f) , que 1'on appelle conoyau de f , ce

conoyau étant déterminé A une épiéquivalence prés.

/
PROPRIETES.

i. Les conditions suivantes sont équivalentes : Q(f) = Op o3 si y estun
’
épimorphisme vérifiant y.f =0, alors y= 0,
ii. 81 f est un épimorphisme, Q(f) = Of o *
’

iii. Q(o

e',e> =6 .

iv. Quels que soient f et g, Q(g) € Q(g.f) ;3 si f est un Spimorphisme,
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Q(g) = Q(g.f) « S1 g est un dpinorphisne, Q(g.f).g < Q(f) .
Ve Q(e(f)) = OQ(f),o s Q(I(£)) = a(f) '9 1(e(£)) = Gé(f) ’

QE(R)) = Og(g),o » E(Q(E)) =0(8),

I(f) c N(a(£)) , E(f) <a(N(g)) .
vie S% £ % g sont isonorphes, Q(f) et Q(g) sont isomorphes.
vii. Pour qus gef =0 , il faut et il suffit que E(g) < Q(f) .

viii, Si f et y sont des norphismes vérifiant y.f = 0 , alors il existe un
morphisnc z et un seul, tel que y = z.Q(f) .

ix. Si g.f est défini, et si 'Q(f) et Q(g) sont nuls, alors Q(g.f) est
mile '

DEFINITIONS .

i. On appelle épimorphisme faible tout morphisme £ tel que Q(f) =0 .

ii. Une catégorie est dite faiblement exacte si elle satistait aux axiomes

E1l, E2, E3, E4, ce qu'on supposera jusqu'a la fin de 4.

e. Notions de quotients et d'homologie.

DEFINITIONS, = Si deux nmonomorphismes f et g vérifient gc £, 1l existe un
monomoxphisne x , et un seul, tel que g = f£.x ; on appelle monoquotient de f
par g , 6t on désigne par f/g , 1'épinorphisme Q(x) . Si deux épimorphismes £
et g vérifient g< f , il cxiste un épirorphisme x , et un seul, tel que
g = x.f 3 on appellc épiquotient d¢ f par g , et on désigne par £//g , 1s
nonomorphisne N(x) .

PROPRIETES. — Pour tout morphisne f , Q(f) = e%./I(f) , N(£) = 9f//E(f) .

PROPRIETES ot DEFINITION, - Si le coupls de morphismes (f , g) vérifie
gf =0, I(f) et N(g) vérifient I(f)c N(g) , E(g) et Q(f) vérifient
E(g) < Q(f) ; il cxiste un monomorphisme x et un épimorphisme 3z , déterminés
chacun 3 un isomorphisme prés, tels que I(f) = N(g)ex ot E(g) = z.Q(f) ; alors
les quotients N(g)/i(f) =Q(x) et Q(f)//E(g) = N(z) sont déterminés & un
isomorphisne prés ; il existe un norphisme H(f , g) , déterniné & un isomorphisme
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prés, tel que la relation suivante soit vérifide & un isomorphisme pres :

Q(f) .N(g) = N(z).H(f , g.Q(x) ,
ctest-a-dire s :
Q) N(g = QE)//E(D).H(E , . O (/1) ;

H(f , @ est appelé morphisme d'homologie du couple (£, 8 -
En particulicr, i{0 , £ = °Nig) et HIf ,0) = e'Q(f) pour tout morphisme f .

PROPRIETE. - Les quatre relations : H(f , g =0, N(g < NQ(D)) ,
Q(f) < QN(g) , Q(f).N(g) =0 , sont équivalentes.

DEFINITION. - Une suite (£s) (*) de morphismes est dite exacte lorsque

1" cicp
1'une des quatre conditions équivalentes qui suivent est vérifide, pour tout indice

i vérifiant x<i<p -1:

fi+l'fi =0 et H(fi ’ fi+l) =0 , fi+1'fi =0 et Q(fi) °N(fi+1) =0

I(£,) cN(fy,4) cN@(£g) 5 B(fy,) < Q(f,) < Q@(fy,)) -
PROPRIETES o

1. Pour qus la suite (0 , £) soit exacte, il faut et il suffit que N(f) =0 .
14, Pour que la suite (f , O) soit exacte, il faut et il suffit que Q(£) =0 .

1ii. Pour tout morphisme f , les suites (f , a(e) , 0) et (0, N(£) , £) sont
exactes, ainsi que les suites (0, I(f) , Q(f) , 0) et (0, N(f), E(f) , 0) ©

iv. Considérons unec suite (f , g , h) , telle gef =0 et h.g =0 ; alors
soit z 1'épinorphisnc Lol guo E(g) = z.Q(f) , et x! le nonomorphisme tel que
1(g) = N(h).x' ; 1le produit x'.z est défini, et la suite
(0, N(z) , xiz , S(a'y 5 ) o8t exacte (on le vérific aisénent & 1l'aide de la
condition Q(fy)eN(fy,) =0).

DIAGRAMMES. - A chaque couple (f , g) tel que g.f = 0 correspond le diagrarme
cormutatif représenté ci-dessous, dans lequel chaque suite de morphisnes alignés
est exacte ; A droite du diagrarme correspondant au couple (f, g) est repré-
senté celui qui correspond au coupls (g, h) tel que h.g =0 j des connections

relient les deux diagrarmes, et donnent naissance 3 une suite exacte supplémentaire
qui est redressée au-dessous de la figure.

@)

- @

17

X £ + ©
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H(f, g) , v H(g,h) S

0
|
0 o) (a) i Tocen W(a) J
\ N (xlz.--\.; /
N6 Q
Ao s> e | 1 Iy
e N ™
0 0 0 3
0 ) N(z) |, ___ xa _____ R alx') | -0
DEF INITIONS.

i. On appelle complexe une suite k = (k.)

Pxcip de morphismes, telle que, pour

tout indice i vérifiant «c¢ic¢ a-1 kg 17k =0
ii. Si k = (ki)rx ciep est un complexe, on appelle i-idme morphisme d'homologie

de k le morphisme Hi(k) défini par les conditions suivantes :

Hi(k) = H(ki_l , ki) pour x+1<i<pg ,
Hy (k) = H( O » k;) pour *x <ica+2 ,
H, (k) =H(k; ; ,0) pour -1 <ic< g+1 .

iii. Soit e une unité de C ; on appelle résolution de e , un complexe

©,r, ki)Osi<+oo » tel que f.e soit défini, et que la suite

(© y T, ki)Osi<+oo soit exacte ; la résolution est dite injective si les unités
& droite des k; » 0£i <+, sont injectives.
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f. Catégories exactes.

AXIOME E5. - Pour tout morphisme f , N(Q(f)) € I(f) et Q(f)) <E(f) .

DEFINITION. - Une catégorie est dite exacte si elle est faiblement exacte et
satisfait & 1l'axiome ES5.

PROPRIETES. - Dans une catégorie exacte :

i. Pour tout morphisme f , N(Q(f)) = I(f) et Q(N(£)) =E(f) (resp. & unc
nonoéquivalence et & une épidquivalcnec.prée, évidormont).

ii. Pour tout couple de morphismes (f , g) , les conditions I(f) =N(g) ,

E(g) =o(f) , Q(f).N(g) =0, H(f, g) =0 soat équivalentes.

iii. Pour qu'uns suite (f;) . 3 < p 4o morphisnes soit exacte, il faut et 1l
suffit que 1'une des conditions équivalentes & I(f,) =N(f, ), E(f, ) =0(g)
Q(fi)'N(fi+1) =0, H(fi ’ fi+1) =0 soit réalisée pour tout 1 vérifiant
0<<i<15"‘1o »

ive Les trois conditions suivantes sont équivalentes ¢ £ est un monomorphisme;
N(f) = O, ¢ » la suite (0, £) est exacte.
’ .

ve Les trois conditions suivantes sont équivalentes ¢ f est un épinorphisme,
Q(f) = Op , » 1a suite (f , 0) ost exacte.
’
vi. Les trois conditions suivantes sont équivalentes : £ est un isonorphisne,
Q(f) =0 et N(£) =0_ ., lasuite (0, £, 0) est exacte.
£,0 0,f

vii. Pour que la suite (0, £, g , O) soit exacte, il faut et il suffit que
£f=N(g) et g=0alf) -

viii, Pour que la suite (£, x , 0) soit exacte, il faut et il suffit que
x = Q(t) « Pour qus la suite 0, x , £} soit exacte, il faut et 11 suffit que
x = N(f) .

ix., Les morphismes N(f) , E(f) , I(f) , Q(f) , associés & tout morphisme f ,
3 une mono=- ou épidquivalsnce prés, vérifient les conditions suivantes s
I(£).E(f) = f , ot les suites (0, I(£), Q(f),0), (0, N(£), E(f), O) sont
exuctes j ces conditions les déterminent & une mono- ou épiéquivalence prés.

5. Premiers exemples de catégories.

a. Catégorie des ensembles et de leurs applications. —On la désigne par C_ ;
c'est une catégorie locale. '
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b. Catégorie des espaces topologiques et .de leurs applications continues. - On
la désigne par Cy 5 c'est une catégorie locale.

c. Catégorie des modules sur un anneau donné A . - On la désigne par Chop
’
c'est une catégorie exacte. En particulier, on désigne par Cg la catégorie des

groupes abeéliens.

d. Catégorie des smneaux. - On la désigne par Ca ; ctest une catégorie

faiblement exacte.

II. Construction de catégories

a partir de catégories donndes.

1, Construction de catégories & partir de deux catégories domnées. Catégorie des
norphismes de foncteurs d¢ C dans C!' .

a. Notion de foncteur

’

DEFINITION. — Soient C et O' deux catégoriss j un foncteur covariant (resp.
contravariant) de C dans C' est une application T de C dans C' , tells
que

i, 81 g.f est défini dans C , T(g).T(f) (resp. T(£f).T(g)) est défini dans
C' et égale T(g.f) . '

ii. 81 6 est une unité dans C, T(e) est une unité dans C!

PROPRIETES ,
. — — 1
i. Si T est covariant, T(ep) = ep(e) ©F T(e%) = ed(s)
Si T est contravariant, T(ef) = e%(f) et T(e%) = 6p(g) *

ii. La classe T(U, des inages des éléments dé C est une catégorie relative-
nent an produit défini par T(g).T(f) = T(g.f) (resp. T(f).T(g) = T(gef)) st T est
covariant (resp. contravariant) lorsque g.f est défini dans C .

1i1.8 T applique biunivoquenent dans C' 1la classe des unités de G, T(C)
est une sous-catégorie de GC' .

b. Notion de morphisme de foncteurs.

DEFINITION. - Soient C et G! doux catégories, S et T deux foncteurs
covariants de C dans C' ; on appelle norphisme du foncteur S dans le foncteur
T wunc application M de C dans C' , telle que ¢ si g.f est défini dans C ,

" (g)es(£) et T(g). F(£f) sont définis dans C' , st ((g.f) = Mg).S(f) =T(g).(£)
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PROPRIBTES ,
i. Un foncteur covariant S de C dans C' est un norphisme du foncteur S
en lui-néne.
e elp) = T(el) ot en(r) = S(ep) o
1ii. S1 e est une unité dans C , s%(e) = T(e) et © o) = S(s)

ive Si © est une application de la classe des unités de C dans C' , tells
que &) = T(e) et ®re) = S(e) pour toute unité e de C et .
r(e').S(f) = T(f), f(e ) pour tout norphisne £ de C (S et T étant des
foncteurs covarients de C dans C’), alors il existe un norphisme de S dans
T, et un seul, cofncidant avec I~ sur la classe des unités de C , ot défini par

r(£) = F(ef)S(e) = T(2). T (o)
pour tout morphisme f ds € .

Ce Catéggrie F(C ’ C') des morphisnes de foncteurs covariants de C dans C! ,

Une application M de C dens C' appartient & F(C , C') si ells est un
morphisme d'un foncteur covariant S de C dans C' , dans un foncteur covariant
T d¢ C dens C' . Soient I et I’ deux élénents de F(C , C') ; le produit
'« est défini, si T est un norphisme d'un foncteur S dans un foncteur T ,
I du foncteur - T dans un foncteur U j alors T©'. T est le morphisme de S

dans U , défini par
(Fer)(E) = Flep)e r(e) = T'(2). Tle,)

F(C , C') , runi de cette loi de composition, est appelée catégorie des norphisues
de foncteurs covariants de C dens C! , ou cotégorie des C~diagrammes sur C' .
Leg unités de TF(C , C'). sont les fonecteurs covariants de C dans C! .

d. Catégories équivalentes.

PROPRIETE, - Pour que I soit inversible & droitc (resp. & gauche), dans
F(C, C') , i1 faut et 11 suffit que ((e) soit inversible & drcite (resp. 2
gauche) dans C' , pour toute unité e de C ; pour que [ soit un isomorphisme
dans F(C , C') , il faut et il suffit que ¥ (¢) soit un isomorphisme dans C' pour
toute unité e de C .

7
DEFINITIONS, .

1. On appslle équivalence entre deux catégories C ot C' , le couple formé
par un foncteur S de C dans C!' ot un foncteur T de C' dens C tels qu'il
existe ¢ '
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i, Dans F(C , C) , un isomorphisme [ du foncteur identique de C dans le
foncteur compesé T.S .

ii. Dans F(C', C') , un isomorphisme T’ du foncteur composé S.T dans le
foneteur identique de C! ,
et que les conditions sulivantes solent vérifides :

i, r'(s(e)).s(rfe)) =S(e) dans C' pour toute unité e de C

ii. I'"l(T(s')).T(!"'l(e')) = T(s') dans C pour toute unité e' de C!,

rt ot iJ-l désignant les inverses de T et de ' dans F(C, C) et F(C', C')
respectivenent.

2, Doux catégories C et C' sont dites équivalentes s'il existe entre elles

une équivalence.

2. Construction.de catégories & partir de plusieurs catégorics données.

a. Notion de foncteur dépendant de plusisurs variables.

DéFINITION. - Soient C , C' , C* trois catégories ; on appelle foncteur (a
deux variables) de C x C' dans C" , covariant en C , contravarient en C',
- une application T de la classe C x C' dans C" , telle que ¢

i, Si f'«f est défini dans C , g.é' dans C' , alors
T(epr » 8')T(£" , £).T(E, &)
est défini dans C" et
T(£'f , gg') = T(e}, , g').T(£! , g).T(F, eé)

11. 51 ¢ est une unité dans. C et o' une unité dans €', T(e , e') est

une unicé dans G .
¢/ ' '
PROPRIETE. - Ces conditions sont équivalentes & l'ensenble des conditions suivantes:

i, Si f£'.f est défini dans C , et si & est une unité dans C',
T(£'ef , 6) = T(£' , 6)eT(f , &) 5 81 geg' est défini dens C' , et si e est
une unité dans C, T(e , geg') =T(e , g'):T(c , &) -

- « 4 2 - ' . = .
11,81 ¢ est une unité dens C', ef(f,e) T(ef , 6) et “I(e,s) T(ef, c) ;

. i 3 ! — 3 3 - :
81 e est une unite ds=ns C , GT(e,g) T(e , eg) et °T(c,g) = T(e , eé) °
— - - 1 S— !
111, T, g) = T(e%,, g).I(f , eé) ’ e%(f,g) = T(ef ’ eg) et GT(f,g) = T(gf,eg)
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EXEMPIE. - Pour toute catégorie C , HC est un foncteur de C x C dans Ce ’
contravariant par rapport & la premiére variable, covariant par rapport 3 la
seconde, qui, au couple (f , g) de morphismes de C , associe le morphisme

Hc(f y 8) de Cy -

b. Catégorie dont les objets sont des catégories.

Soit (Ci)i ¢ une classe de catégories ; si Cil , Ciz ’ C13 sont des catégo-
ries de cette classe, S wun foncteur de Ci dans Ci y e T un fonctéur de
. 1 2
C, dans C, , on définit un foncteur T.S de C., dans C, en posant
i, i iy i
(T.S) (£) = T(S(f)) pour tout morphisme f dans C; + la classe des foncteurs
1

d'une catégorie quelconque dans une autre catégorie quelconque de la classe donnée,
munie de cette loi de composition, est une catégorie dont les unités sont les fonc-

teurs identiques des catégories domnées. (Le titre était un abus de langage).

c. Composition des foncteurs dépendant de plusieurs variables (exempleé) :

i. Soit S (resp. S') un foncteur d'une catégorie C (resp. C!') dans une caté-
gorie D (resp. D') , et soit T un foncteur de D x D' dans une catégorie D" ;
le fonctewr T.(S , S') de C x C' dans D" est défini par

(T.(s , S1))(€, @ =T(5(f) , s'(g)) -
ii. Soit S (resp. S!') wun foncteur de C x C' (resp. C") dans D (resp. D') ,
et soit T wun foncteur de D x D' dans D" ; le foncteur T.(S , S') de
C x C' x C" dans D" est défini par

(TS, S, g,n) =T(S(f, & , S'() .

iii. Soit S (resp. S') wun foncteur de C (resp. C' x C") dans D (resp. D!) ,
et soit T un foncteur de D x D' dans D" ; le foncteur T.(S , S') de
C x C' x C" dans D" est défini par

(T-(S , 8))(f , g , h) =T(S(f) ,.S'(g sy b)) .

III. Notions d'algébre homologique.

1. Ie cadre de 1l'algébre homologique.

a. Foncteurs exacts.

Soilent C et C' des catégories exactes (cu faiblement exactes). Un foncteur
T ,de C dans C' , est dit :

i. exact & droite s'il transforme toute suite exacte (£, 8, 0) dans C en
une suite exacte (T(f) , T(g) , 0) dans C' .
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ii. exact & gauche s'il transforme toute suite exacte (0 , £ , g dans C en
une suite exacte (0 , T(f) , T(g)) dans C' .

iii. exact s'il transforme toute suite exacte (0 , f , g , 0) dans C en une
suite exacte (0 , T(f) , T(g) , O) dans C' .

b. Hom-foncteurs [ 8 ].

Scit C wune catégorie ; si K est un foncteur covariant d'une catégorie E
dans la catégorie Ce , un foncteur T de C x C dans E , contravariant par
rapport & la premiére variable, covariant par rapport & la seconde, est appelé
Hom-foncteur, relativement & K ,de C x C dans E , si les foncteurs H, et

C
K.T sont isomorphes dans la catégorie F(C x C , Ge) .

c. Hom-catégories.

Soit K un foncteur covariant d'une catégorie E dans la catégorie C, 3 une
Hom-catégorie, relativement & K , est un couple (C , Honb) oh C est une caté-

gorie, et Hom, un Hom-foncteur, relativement 3 K, de C x C dans E . A toute

C
catégorie C est associé canoniquement la Hom-catégorie (C , HC) , relativement

au foncteur identité de Ce dans Ce .

Si (C ,»Homc) et (C', HomC,) sont deux Hom-catégories, relativement & K ,
a tout foncteur covariant T de C dans C' est associé canoniquement un
(T , T) , morphisme

morphisme FT du foncteur H, en le foncteur composé H

C c'’
défini de fagon naturelle. Un K-foncteur de (C , HomC) dans (C' , HomC,) est,
par définition, un couple (T , L}T) ou T est un foncteur de C dans C'', et

A un morphisme du foncteur Hom, en le foncteur Hom.,.T , tels que [ =K.A..
T , c o T T

d. Catégories additives.

Une catégorie semi-additive cet une Hom-catégorie, relativement au foncieur I
de Cg dans Ce qui, & tout morphisme de groupes, associe 1l'application d'ensem-
bles sous-jacente. Dans une telle catégorie, les morphismes nuls sont définis de
fagon naturelle et satisfont partiellement & 1l'axiome E2 . Une catégorie est dite
additive si elle est semi-additive, si elle contient un objet nul tel que 1l'axiome
E2 soit vérifié, et si elle admet des sommes directes finies (et par conséquent
des produits directs finis, isomorphes aux sommes directes); Si C et C' sont
deux catégories additives, un foncteur additif T de C dans C' est par défi-

nition un I-foncteur de C dans C' ; pour un tel foncteur, A est déterminé

T
de fagon canonique. Tous les foncteurs considérés seront désormais additifs.
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e. Catégories abéliennes.

Une catégorie est dite abélienne si elle est additive et exacte. Les catégories
C,p 8ont abéliennes ; en particulier, Cg est abélienne ; Cy est additive,

9
mais seulement faiblement exacte.

2. Notion de foncteur dérivé.

a. PROPRIZTE % DEFINITION.

Soit C wune catégorie abélienne dont toute unité est 1l'unité & droite d'un
monomorphisme dont 1l'unité & gauche est injective. Soient C' wune catégorie abé-
lienne, T un foncteur de C dans C' , et e une unitéde C ; si
(O .’ f H k

ocicep 65t une résolution injective de e , 1'homologie du complexe

©, T(ki))ogi< +00

peut donc désigner par (RPT)(e) , O < p , les morphismes d'homologie de ce com~
plexe ; l'application RPT de C dans C! s'étend naturellement aux morphismes

de C ; c'est un foncteur de C dans C' , appelé p-iéme foncteur dérivé de T .

ne dépend pas de la résolution injective de e choisie ; on

b. PROPRIETES des foncteurs dérivés.
io S1 T est cxact & gauche, R°T =T

31, Si e est injectif, ou si T est exact, RT =T et RPT = 0 pour tout
p>0.

144,51 (0, £, g, 0) est unc suitc exacte, 11 lui est associé de fagon

canonique une suite exacte 3
= PT(e) — BPT(0) =5 BPT(e") — BPHT(e) = ...

oh e!'=6,, ©F= el =6 c? = eé . On exprine cette propriété en disant que

f g’

la suite (rPT) constitue un foncteur horologique d¢ € dans C' .

o&%p< +

3¢ Déternination des foncteurs dérivés.

. 8. DEFINITION, - Une unité o dans C est dite‘acycliqus pour le foncteur T,
g1 (RPT)(e) = O pour tout p > O .

be. PRDPRIﬁTﬁ. -si (0 s £, ki)o'Ci <+ © est une résolution acyclique de e
(test-a-dire si les unités & droite des ki. sont acycliques), (RPT)(e) est,
pour tout p » 0, le p-iéme norphisne d'honologie du conplexc (o, T(ki))c»ei,4+0°-
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