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Séminaire d'ANALYSE 3 décembre 1957
(P. LELONG)

Année 1957/58

LLGEBRE LOCALE ET ENSEMBLES ANALYTIQUES
par Pierre SAMUEL

On suppose connues les notions algébriques élémentaires sur les corps, anneaux,
idéaux, anneaux noethériens, et éléments entiers. Afin de ne pas rompre le fil de
1'exposé, les résultats algébriques moins élémentaires qui seront nécessaires
seront seulement énoncés et désignés par des majuscules ((4),(B), ...) ; dans une
section finale intitulde "Justifioations algébriques" on donne, soit leur démons=-
tration si elle est courte ou peu accessible, soit des références dans le cas con-

traire.

Un ensemble analytique (au voisinage de O dans ¢ , nous nous occuperons plu-
t8t icl de germes d'ensembles analytiques) est, rappelons-le,défini par une famille
d'équations Fj(z1 s ees 5 %) =0, 0b les F, sont des séries entiéres. conver-
gentes dans un voisinage (nongrécisé) de O . Nous allons passer en revue guelques

notions algébriques qui se rapportent & cette situation.

1. Le :théoréme de préparation et ses conséquences algébriques.

I1 est facile de voir que les séries entiéres en z; , «.» , 2z~ qui sont con-

n
vergentes au voisinage de O forment un anneau &, » que celles qui sont nulles

en 0 forment un idéal Yit, (d'ailleurs engendré par 3z, 5 ess , zn) et que

les autres sont inversibles. En d'autres termes fbn est un anneau local, et ™

est son idéal maximal. Nous allons montrer que 0 est noethérien et factoriel

(c'est-a~dire que tout élément de o, se décompose de fagon essentiellement uni-
que, en un proiuit d'éléments irréductibles). Pour cela on utilise le

THLOREME de préparation de Weierstrass. - Soit F(z1 s see o zn) une série con-

vergente sans terme constant telle que F(0, ... , O, zn) # 0 ; notons s
ltordre (> 0) de F(O, «es , O, zn) . Pour tout G& o il existe des séries
convergentes U(z; , -+« , 2) &t Vj(zl y see s Zn—l) (1 =0, oo y8=-1),
déterminées de fagon unique, telles que
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= J
(1) G(Zl,ooo,zn) - U(Zl’...’zn)F(Zl,...’Zn) + Jg Vj(Zl,-o.,Zn~l)Zn

DﬁlMONSTRATION succinete. — On détermine d'abord une série formelle U vérifiant
(1) (c'est=a~=dire telle qu'il existe des Vj vérifiant (1)), puis on montre -
qu'ells est couveigsiuoe , -8 Vj s qul sont alors les coefficients des zgl dans
G - UF , sont alors convergentes. Pour déterminer U , posons, pour tout
Pé o, P = ) + 4:1 u{F) ou aucun terms de la série r(P) n'a zi
teur . Les applications P —»r(P) et P — h(P) sont on_l-linéaires. La rela-
tion (1) équiveut & h(G) = h(UF),c'est-a-dire & h(G) = h(Ur(F)) + Uh(F) . Posoms
W=Un(F) , M==r(F)/a(F) , et, pour tout P € © L n(P) = h(MP) ; soit
H=h(G) 3 il s'agit de trouver W tel que W = H + m(¥) . Coome M€ m, llap-
plication m applique T(lg dans ‘[(gﬂ , 6t on voit que W =H + m(W) a une

sn face=

solution unique donnée par
(2) W==H +mn(H) + mz(H) + eee + mH) * oo

(1s second membre a un sens pulsque la série mi(H) est d'ordre > q). Comme
v = W/h(F) et que h(F) est convergente, il suffit de montrer la convergence de

W . Ceci se fait par la méthods des majorantes : on majore H par
-1 -1
(et f£(x) est une série majorant (1 - x)"'1 , qui sera définie plus loin), M par
-1 -1
M! = b(zl + eee + Zn—l)(l - (zl/a)) eoe (1 (zn/a)) ,
et on note m' 1l'application P — h(M!'P) . Alors
WY = H' + m*(H') +m'2(H’) + oee

majore W o La convergence de W' va résulter Qu fait que, si h(f(x)/(I:- x)) est
un - multiple scalaire de f(x) , W! se calcule élémentairement et e»t une fonc-
tion rationnelle, Or l'équation

l = 2S+1xs + .?S+lxs+l =0

a les racines 1/2 et 1/c (e > 1) ; si 1'on prend
fx) = (1 =x)Q - 2x)"1 (1 - cx)-l ’

f(x) majore (1 - x)"'l , 6t i1 existe un polynome R (x) de degré s -1 tel

que

s+l s s+l s+l \~l
x x~ )

£(x) = 1 =x)R_; (x)(2 -2 + 2 ’
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dtou
. -1 s+l_s
fF(x)3E ~-x) = Rs_l(x) +2° 7 x £(x) ,
et

he(x)(1 - x00) = 258 (x)
C.Q.F.D.

On dira qu-une série entiére I L © = est régulitre si F(0, ..., 0, 2} £0 .
Pour toute série F # 0 , il existe un automorphisme G de <>n tel que s (F)
soit réguliére : il suffit de prendre pour & un changement de variables linéaire "
I1 en resulte que, étant donné un systeme fini (F ) de séries, il existe un au-
tomorphisme €& tel que les cr(Fl) soient toutes regulleres (raisonner sur le
produit des F,).

On appelle polynome distingué toute série convergente de la forme

s=-1

(3 + z:: v, (z1 s eve s B 1)y 2

od les V. sont des séries sans terms constant. Rappeleng gue deux é1léments d'un
anneau d'intégrité © sont dits associds si leur quotient est inversible dans O .

COROLLAIRE au théoréme de préparation. — Soient F une série réguliére et s

ltordre de F(O , ¢eo , O, zn) . Alors F est associée 3 un polynoms distingué

et & un seul.

On applique en effet le théoreme de préparation au cas G = zi . La comparaison,
dans (1), des termes en zi montre _que U a son termec constant non nul, donc est
inversible ; celle des uveimss en Z‘\J =0, ece y 8~ 1) montre que les
Vj(z1 y see s D 1; sont sans terme constant. L'unicité résulte de 1' unicité
dans (1).

s N\
THEOREME 2. - L'anneau o, des séries convergentes & n variables est noethé-

riens

On procéde par récurrence sur n , la cas n = 0 étant trivial. Soit 4 un idéal.
de o ; il s'agit de montrer qu'il admet un systéme fini de générateurs, et,
pour cela, on peut supposer F £ {0) . Par automorphisme de ©_, on peut suppo-:
ser que Z} contient une série réguliére F . Alors ), appllque aux éléments G
de 7J , montre qu'on a :I = 0 F + qf y OU ;1 est le Oh— -module

(0, + O ya + e+ O a5 ) N T
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comme O, 4 est nothérien par hypothése de récurrence, le module ?( est de

type fini. Donc 7 admet un systeme fini de générateurs.

THE'ORﬁ‘.I'IE 3+ =~ L'anneau Op est factoriel.

On procéde encorc par récurrence sur n , le cas n = 0 étant trivial. Comme
0, est nosthérien, toute F e o  est produit d'éléments irréductibles
F= Fl ces Fq . Il s'agit dec montrer que cette décomposition est unioue, & des
facteurs inversibles prés. Par automorphisme on peut supposer F réguliére ;

alors les F, sont régulieres. D'aprés le corollaire, on a F = U.P; «.e Pq ou

i
U est inversible et ou les Pi sont des polynomes distingués irréductibles dans
On » donc dans l'anneau de polynomes 0n—1[ zn] o Or ceux-ci donnent unc décom-
position en facteurs irréductibles (dans on-l[ z J) du polynome distingué (uni-

qus) associé & F ; comms On_1[ zn] est factorisl (récurrence + théoréme classi-

que de Gauss), les P, sont déterminés de fagon unique.

i
C oQoFoDo .

REMARQUE. - Le théoréme de préparation, ainsi que les théorémes 2 et 3 , sont
évidorment valables pour les anneaux de séries formelles.

2. Premiéres applications géométriques.

as Tout germe X d'ensemble analytique est défini par un nombre fini d'équations.

En effet, si (Fj)(j ey °stun systéme infini d'équations de X dans O ,
et s1 J' est une partie finie de 1l'ensemble d'indices J , notons @iy, 1'idéal
de O engendré par les Fj (j €3') « Comme 0, est noethérien, la famille des
idéaux Oy admet un é1ément maximal, évidemment égal & 1'idéal engendré par

tous les F j° On a donc extrait de (F j)(j e J) un systéme fini d'équations

- de X .

b. L'ensemble des germes d'ensembles analytiques de c? au voisinage de O

vérifie la condition minimale ("toute famille non vide de germes d'ensembles ana=
lytiques admet un é1ément minimal").

En effet, pour tout germe X , notons F(X) 1'idéal formé des éléments de S,
qui s'annulent sur X (une série F est dans J(X) s'il existe un voisinage
V d6 O tel que F soit convergente dans V et soit nulle sur VN X). X est
1'ensemble des points ou tous les éléments de o (X) s'annulent, ce qui montre
que l'applicatibn X = J(X) est biunivoque. Comme elle renverse les inclusions,
notre assertion résulte du fait qué les idéaux de On vérifient la condition
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naxicelq.

Appelons irréductible un germe X (d'ensemble analytique ; nous omettrons dé-
sormais souvent ces mots) tel que X = X' U X" (X' , X" étant des germes) implique
X=X' ou X=2X", Pour justifier les notations ensemblistes d'incluision, réu=-
nion, intersection apnlicuées aux germes, notons ceci : pour tout germe Y , il
existe un voisinage V(Y) de O (appelé voisinags de définition de Y) ol toutes
les sérics d'un systinme d'équations 43 Y convergent (cf. a.) ; donc toute fa-
mille finie de germes admet un voisinage de définition commun, et on travaille
dans celui-ci ; par prolongement analytique le résultat est indépendant du voisi-

nage de définition choisi. Notons que toute réunion finie et toute intersection

finie de germes e¢st un germe.

c. Tout germe est réunion finle de germes irréductibles. Si X = Xlt) eee UX

ou les X, sont irréductibles et ol aucun X; n'est contenu dans un Xq s a# 1,
les X, sont déterminés de fagcon unique par X .

Pour l'existence on applique la condition minimale & l'ensemble des germes qui
ne sont pas réunions finies de germes irréductibles. Pour l'unicité on remarque
que tout germe irréductible Y contenu dans X est réunion des Y N X, , donc
est contenu dens 1'un des X; ; donc, si X = L)Xi = \)x&Q(xi , Xé irréductibles
vérifiant la condition de 1'énoncé), chaque Xi est contenu dans un X5 et chaque

Xt .
j dans un Xi

On dit que les Xi sont les composantes irréductibles du germe X .

de Pour qu'un germe X soit irréductible, il faut et il suffit que son idéal

ET(X) dans o, soit premier.

Si X est irréductible et si FG E’EJ(X) , notons X' (resp. X") 1'ensemble
des pointe de ¥ ol T fresp. @) s'errule s ona X =X Uxn . d'ou, par exem-
ple X =2X';alors Fe J(X) . Réciproquement 61 4 (X) est premier et si
X=X'UX" , ona J(X) =1()0 &), done T(X) est égal a F(X!) ou
j}lX") en vertu d'une propriété classique des 1déaux premiers ; on a donc
X=X'" ou X=X", et X est irréductible.

[

REMARQUE, - Nous verrons plus loin que tout idéal premier de <)n est de la
forme :3KX) ou X est un germe irréductible. Ceci, joint & la théorie de la
décomposition primaire dans les anneaux noethériens, démontre le résultat suivant,
qui est analogue au "Théoréme des zéros de Hilbert" de la Géométrie Algébrique @
si unc séric F G:()n s'annule en tous les points ou dss séries données
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Fi s eeey F  sont simultanément nulles, alors une puissance de F est de la
forme AF, + o.. + Aqu(Aie on) o

3. Théorie de la dimension.

Soient ¢ wun amnctn locol ncethérien, M son idéal maximal. Rappelons le ré-—
sultat algébrique suivant

(A)e - Les entiers h et q suivants sont égaux ¢

1° Ie plus grand enticr h tel qu'il existe des idéaux premiers distincts
po y veo p ?h de O tels qus ‘fioc_%jl Coeeo C%}h;

2° Le plus petit entier d tel qu'il existe un idéal primaire pour Y1 et en-
gendré par q éléments.

Lrentier h = q est appelé la dinension de (¥ et se note dimn(¢) . Un systéme

(%, 5 eee s xq) (q =ain(0)) d'éléments de (> engendrant un idéal primaire
pour TN s'appelle un gystéme de paranétres de O .

(B)s - La dimension de n’f’/n’}n+1 , considéré corme espace vectoriel sur le corps

O/ , est un polymome en n pour n grand, et le degrd de ce polynome est
din(¢) -1 .

I1 résulte eisément de (B) que la dimension de 1'anneau Q. des séries conver-
gentes & r variables est égale & r .

/N
THEOREME 4. - Scit P un idéal premier de 0, . Notons zi(i =1, eee, )
les classes mod tp des coordonndes de C* s 6t d la dimension de q‘/p = Q.
Avec une nunérotaticr conv.nable des Z5 s (z1 9 ses 4 B d) forment un systéme

de paramétres de () et sont analytiquement indépendants, on a

ot P est un polynome distingué en Zgel ? et enfin

(6P

a———zdﬂ) Zd+k=Qk(Zl ARTTRE M zd+1)

pour k=2, e ,r=-d OU Qk est un polynome en

,Z qel
On prend 3z, # 0, puis %, en dehors des idéaux premiers isolés de D2 5 ey
puig 24,1 . on dehors des idéaux premicrs isolés de © 2y * ess + 02z ; cecl
estfoseible pour 1 < d car, sincm, 1'idéal maxinal ¥ de © (qui est engen-—
dré pai' Zy oy eee zr) serait contenu dans la réunion des idéaux premiers isolés
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de Ozl + see + Ozi et serait alors éggl & 1l'un d'eux en vertu de

(C)e ~Si un idéal Yt est contenu dans une réunion finie d'idéaux premiers, il
est contenu dans l'un d'eux.

Alors 021 + eee + Ozi serait primaire pour !, contrairement & la carac-
térisation (A), 2° de dim(¢) . D'aprés (4),1°, on voit que Oz + oee + Ozd
est primaire pour "&"t , donc que (zl y seo ; Z d) est un systéme de paramétres
de O . Le fait qu'ils sont analytiquement independants est algébrique 3

(D). - Si un anneau local (¢ contient un corps infini K, et si (z; , «.. , zd)
est un systéme de paramétres de O , alors By g <»e 5 Zy Sont analytiquement

indépendants sur K au sens des séries formelles.

Ceci étant le sous-anneau ! de ¢ formé des séries convergentes en
Zy y see s By est isomorphe & € q° Montrons que @ est un YV -module de type
fini. Notons en effet ¢ 1'idéal maxinal de Y (engendré par 2; , oo, zd) .
Comme ¢ .q est primaire pour 7 , 0/0 .q est un espace vectoriel de di-
mension finie s sur C égale & Y‘/O{ 3 sofent y; , eeo , y, des é1léments
de O dont les classes mod O.AC( forment une base de cet espace vectoriel. Pour
X € 0 , on détermine par récurrence sur n des- 840 dens Y tels que

= n - S
x = 2; a5 ¥y (mod O.q ) et que 84 nsl ai,n(‘(" ; les sommes infinies

o
8y =ay o # n_§~ : (ai,n+1 —""ai,n) sont des séries formclles en 2, , ees 5 Zy,
etona x= f____ &y o On peut s'arranger pour construire des séries ay conver-
gentes (par un calcul de majorantes).

I1 résulte de ceci que  est entier sur ¥ . Ona : O = Y‘[zl y oo o zr] .
Soient E , F les corps des fractions de ™, ¢ ; ona E(2 5 eee zr) =F,
et F est une extension algébrique finie de¢ E . D'aprés le théoréme de 1'é1é-
ment primitif, ona F =E(u) , od u est une combinaison lindaire des 2y 3
aprés changement de coqrdonnées on peut supposer que F = E(z d +1) « Comme Y' est
intégralement clos (puisque factoriel : théoréme 3), le polynomeminimal & z

sur
d+1
E a ses coefficients dans .Y ; il est donc de la forme annoncée '

P(Zl,no.,z "'O.

a3 %qu) =
La derniére assertion résulte enfin de @

(E). - Soient A un anneau intégre intégralement clos, E son corps des fractions,
F = E(y) une extension séparable finie de E engendrée par un élément y entier
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8 A 3 soit P(Y) 1e polynome minimal de y sur E , Alors, pour tout élément

z de F qui est entier sur A, ona z.P'(y) € Aly].

Conséquences du théoréme 4.

1951 on a S(z1 < oesr B35 2d+1) =0 ou S est une série convergente, celle-
ci est réguliére en B34l (puisque By s ees y Bg sont analytiquement indépendants),
donn gssociée 4 un polynome en 2341 o Celui-ci est un multipledu polynome mini-
mal P construit ci-dessus, donc S également. Ainsi P(zy , «e , 24 ; zd+1) =0
est essentiellement la seule relation entre By o9 eee s By o Lg "représentation
paramétrique" du théordme 4 définit ainsi un ensemble analytique X de dimension
complexe d , et ona Y= H(X) . Ainsi tout idéal premier fp de ¢, est celui
d'un ensemble analytique. D'autre part on vient de voir que, pour un ensembls ana-
lytique irréductible X , la dimension complexe de X coincide avec dim(g%/”}YX)) H
ce résultat subsiste pour les ensembles analytiques quelconques (leur dimension,
tant complexe qu'algébrique, étant le maximum des dimensions de leurs composantes) s

29 Les hypersurfaces (ensembles analytiques de c® dont toutes les composantes
sont de dimension n - 1) sont les ensembles définis par une seule équation.

39 Toute suite croissante d'idéaux premiers distincts de i)n. peut &tre raffinée

en une suite comprenant n + 1 idéaux premiers distinctse

s\
THEOREME 5, —S1 X et Y gsont deux ensembles analytiques de c” , toute com—
posante Z de X NY vérifie dim(Z) > dim(X) + dim(Y) - n .

On traite d'abord le cas ou Y est une variété lindaire ; par applications ré-
pétées il suffit de montrer que, si Y est un hyperplan, on a dim(Z) = dim(X) -1
ou dim(Z) = dim(X) ; pour cela on se raméne aussit8t au cas ou X est irréduc-
tible Soient ) son anneau local, y la claseo dans (& de 1'équation de Y
(on suppose y # 0, sinon Z = X et le résultat est trivial) et .} 1'idéal pre-
mier de ¢ correspondant & C j corme }3 est un idéal premier isolé de Oy , l'an—
‘est de dimension 1 (par (4)) ; done dim(o0/p ) = dim(d) -1
(résulte ds 1la conséiaence 3% ci-dessus) ; comme (?/#3 gtidentifie & 1l'anneau

local de 2 , notre assertion est démontrée dans le cas o Y est lindaire. Dans

neau de fractions

le cas général on forme C" x C" , sa diagomale D , et le produit X x ¥!' (¥
désignant la copie de Y dans le second facteur) ; comme D est linéaire, on
applique la premiére partie & (X x Y')ND s et on remarque que les composantes
de cet ensemble donnent, par projection sur le premier facteur, celles de X ny .
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REMARQUE, - Comme la théorie de la dimension, la théorie des multiplicités d'in-
tersection de la Géométiie Algébrique se transporte au cas analytique sans grand
changement (& condition de partir d'une théorie "locale" & la CHEVALLEY),

4. Résultats divers.

Soient X , ¥ deux germes d'ensembles analytiques irréductibles dans ¢"  tels
que XC Y, et (FJ (z)) un systéme de générateurs de 1'idéal J (Y) ; notons
J(z) 1la matrice jacobienne des F j(z) (c'est-a~dire la matrice de leurs dérivées
partielles premiéres), et -z; la classe de 3z, mod T (X) . On dit que X est
simple sur Y si le rang de la matrice J(z) est égal & n - dim(Y) ; lorsque
X se réduit au point O s cetie définition est, comme on le voit facilement, équi-

valente aux caractérisations classiques. La théorie algébrique démontre de plus

/N
THEOREME 6+ = Pour que X goit simple sur ¥ , il faut et il suffit que 1'anneau
Jlocal (0?/g(Y))(Z(X)/5(Y)) = (QnJ(X))/(Z(Y)onE(X)) de X sur Y soit
régger ( )o

On dit qu'un anneau local ¢ est régulier si son idéal maximal est engendré par

din(©) éléments (c'est-d~dire par un systime de paramdtres). La démonstration du
théoréme 6 est trés simple lorsque X = O : le critére par la matrice jacobienne
exprime en effet que tous les 'z'i" sont dans 1'idéal engendré par dim(Y) d'entre
eux, et ceci équivaut au fait que ¢ n/ F(¥) est régulier. Pour le cas général
nous renvoyons & CHEVALLEY [1].

Mentionnons enfin quelques résultats sur les liens entre les points de wvue al-
gébrique, analytique complexe, et analytique "formel". Un ensemble algébrique
X c 6" contenant O peut €tre irréductible sans que le germe (en 0) de X
(considéré comne cnserble analytique) le soit (cf. point double d'une strophoide)
ZARISKI a montré que, si X est normal en O (c'est-a-dire si l'anngau local
algébrique ¢ de O sur X est intégralement clos), alors son complété 6 est
intégre et intégralement clos (autrement dit X est normal en O au sens analy-
tique formel) ; il en résulte aisément que 1l'ammeau local ' de O sur le germe
X (qui est un quotient de 1'anneau On des séries convergentes , et qui est

1 .

(") On r%ppelle la notation : si A est un anneau d'intégrité ; B un idéal
premier, le corps des fractions de _A -, on note AB 1l'ensemble des 'g = =€k,
avec q % B ; c'est un sous~anncau de 4 . 9
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compris entre € et 5 ) est aussi intégre et intégralement clos (autrement dit

lc germe X est normal). ZARISKI a aussi montré que, pour un germe X , la nor-
malité “analytique complexe" entraine la normalité "formelle" [6]s D'autre part
NAGATA a montré que rien ne peut se passer entre le niveau "analytique complexe!
ot 1o niveau "analytique formel" ; plus précisément, si ¢ est l'anneau des séries
convergentes & n variables, si est un idéal premier de O , et si o est
l'anneau des séries formelles complété de & , alors ..? 0 est premier (3] ;

il y a cependant quslques points obscurs dans la démonstration de Nagata.

5. Justifications algébriques.

(A) ot (B)e = Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal ; notons

1© h le plus grand entier tel qu'il existe h idéaux premiers emboités dis~
tincts dans O

20 q le plus petit entier tol qu'il existe un idéal primaire poui' Mt et _engen-

dré par q éléments ;

3° d le degré de [(mn/mnﬂ) : (0/11)] considéré comms polynome en n (n
grand) ; alors les entiers h, r et d +1 sont égaux. :

L'égalité h = q est dus & KRULL [2] ; sa démonstration est compliquée ; on la
retrouve dans P. SAMUEL, ([4] p. 26-28), Un é18gant résultat dtalgdbre locals, le
lemme d'Artin-Rees, permet maintenant, en utilisant de fagon essentielle les po-
lynomes caradtéristiques (c'est-a-dire 3°), de simplifier notablement la démons-
tration ¢ on démontre les 3 inégalités d + 1 &r (facile), r &h (facile),et
"hgd+1 (12 on utilise le lérme d'Artin Rees). Cotte dénonstration est esquis-
sée dans P. SAMUEL, [5].

(C)e -~ Si un idéal Y (d'un anneau commutatif A) est contenu dans une réunion

finie d'idéaux premiers p, , il esb contenu dans 1'un des Dy o

On peut supposer X, CF?J pour i #j (supprimer les élémente non meximaux
de la famille des ’pi)' I1 existe alors X 5 eipi tel que X4 5 ¢ :Pj ;3 alors
¥y = -:I..?j Xy 5 vérifie g ﬁ pi (puisque 'Fj est premier) et ¥y &“-Pi pour
tout 1 #j o Si YL n'est contenu dans aucun , 11 existe, pour tout j , un
é1ément 8y de M1 tel que 8, ¢ ?j . Alors a ==Zj'_'a‘_’y‘1 est dans Y{1, mais
n'est dans aueun ‘.Pj .

(D). - Si un ennesu local ¢ contient un corps infini K , st si (2 5 eee , 74)
est un systéme de paramétres de € , alors Zy 9 sy Iy sont analytiquement
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indépendants sur K au sens des séries formelles.

Soit S(zy 5 eee s zd) =0 (od S est une série formelle # O, et oh la somme
infinie du ler membre a un sens pour la topologie de © ). Aprés substitution 1li-

néaire (3 coeffe dans K) sur les Z; » On peut supposer S réguliére en 23 5
en notant ¢ 1'idéal engendré par Zyg eee s Zg g s la relation
S(O,..-,O,zd)§0 (mOdq)
s'écrit alors
s
z(a0+alsd+...)eq avec aieK,ao;éo;

comme an + &;%; + eos st invarsible dans © , ceci donne 25 éC{ On en déduit
que Of est prinaire pour 1'idéal maxinal Y@ de © , contralrencnt au fait qu'il
est engendré par d =1 = din(¢® ) - 1 éléments (cf. (4)),

(E)s - Soient A un anneau intégre intégralement clos, E son corps des fractions,
F =E(y) une extension séparsble de degré fini n de E, et y un élément entier
sur A engendrent F ; notons P(Y) le polynome minimel de y sur E . Alors, '
pour tout é1ément z de F qui est entier sur 4 , gp__é_ z.P'(y) € Ly] .

Lo systéme (1 , ¥, ess , yn—l) est une base d¢ F sur E ., Ecrivons
n-1

zP' (y) —-;by .

Notons (yi) les conjugués de y sur E , (Zi) ceux ds z (1 =0, eee yn~=1),
Par conjugaison on a

1

3 a-l

4 } 3

ZiP ;(yi‘ j= bj
Coeci est'un systéme de n équations lindaires en les b, (J =0, eesa ,n=1) ,

Son déterminant D est le déterminant de Vandermonde Ty (yi - yk) o Le mineur
i<k -

S.. de y'j dans D est le produit de . (y, =y.) et dtun facteur
4 i k<mkéi,pi £ 0

Ti 3 entier sur A . La régle de Cramer donne
n-l
- S [T -
Dobi = é".._.'x)' ZjTi.j (k (m,k;éj ;#j (yk ym)) P'(yj) .
Or

ps(yj) T-T

S?é,] (Yj '.ys) ’
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d'ol

Db

i—_—: 2,T..D, et b, =% 2T, .

J
Ainsi, comme les ZJ et les Tij sont entiers sur A , il en est de méme des

bj o Corme b, €E , et quc 4 ost intégralement clos, il en résulte que les bj
sont dens A , donc 2zP!'(y) est dans Ay .
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