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SINGULARITéS IMPROPRES DES FONCTIONS HOLOMORPHES
ET DES FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES

par Pierrs LELONG

On supposera que D est un domaine d'une variété analytique complexe Wt , E

une partie fermée de D ayant la propriété :

(A). = L'ouvert £2=D - E est un domaine connexe.

En fait les propriétés étudidesiei pour les fonctions holomorphes ou plurisous-—
harmoniques seront des propriétés locales et 1l'on pourra se limiter au cas su D
est un domaine de ¢ ; l'ensemble E gera toujours un ensemble fermé polaire

(donc un ensemble fermé de capacité nulle) dans 1l'espace réel i ; un tel en-
semble a la propriété (i).

1. Prolongement ; exemples.

Soit L{D) une classe de fonctions vérifiant dans D une propriété locale.
Prolonger f ¢ L(%) & D, c'est trouver te L(D) dont la restriction & 1
soit f . Si tout f € L(R) est prolongeable & D, et si le prolongement F
est unique, on dira que E est un ensemble singulier impropre pour la classe L
dans <% .

EXFMPLES .

1°© f(z) est holomorphe et uniforme dans O < |z| £ r et l'on a: lm ef(z) =0
pour z—0 3; f est alors la restriction d'une 'f holomorphe dans
lzl {r.

2° V(z) est sousharmonique et uniforme dans O <« |z| <r et V+¢t logr—-
. ~S
quand r — 0 , pour tout € donné positif : V est la restriction de V sous-
harmonique dans Izl <r.

30 £(z; 5 eee zn) est holomorphe et uniforme dans le domaine (2 de C-
défini par [g = (z1 g see s zn_l)e d, 0« Iznl <r] et l'ona
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(1) 1im z, f(t) , zn)=0

pour 3z, — O et pour T fixé pris dans un ensemble e C d ; on suppose que e
n'est pas une partie d'un vrai sous-ensemble analytique de d . Alors f se pro-
longe,et d'une maniére unique,par f" holomorphe dans D = ['g e d, lznl< rl.

La démonstration, comme pour 1°,utilise la série de Laurent en Zp o

(G, 5) = 0(G, a) « & 52 4,(T)

les A étant holomorphes dans d ; s'ils s'annulent sur e , ils s'annulent
identiquement, ot f se réduit a fl =T , Série procédant selon les seules puis—
sances positives de I

4° £(2) 5 eeuy zn) , pour n > 2 est holomorphe dans $1=D -~ E oh E est
un ensemble analytique de dimension complexe p £n -2 3 f est la restriction
dlune T (unique) holomorphe dans D . Il est inutile de supposer f -uniforme,
le complémentéire de E dans tout domaine simplement conneke étant alors un do~—
maine simplement connexe. L'énoncé classique ainsi obtenu sera généralisé plus
loin.

2. Classes d'ensembles.

Rappelons qu'une fonction V & valeurs réelles (- co <V < + 0o) définis sur
une varidté W-. analytique complexe y est dite plurisousharmonique si

a. V est semi-continue supérieurement, et V £ ~ 0 .

b. Pour tout image holomorphe 7% (u) d'un domaine d du plan complexe C
dans W° s V7T (u)] est dens d soit une fonction sousharmonique, soit (1denm
tiquement) la constante - co. Si 2 sont des coordonnées locales sur W° , il
est suffisant d'exprimer b. pour les T (u) données par 3z = Zk au , ol
les & sont des constantes complexes arbitraires.

Pour qu'une fonction soit plurisousharmonique sur Wl , il faut et 11 suffit
qu'elle le soit au voisinege de tout point de W™ . '

. n
Dans la suite nous ne considérerons que des domaines de C . On a alors l'éncon-—~
cé commede @

THEOREME 1. — Pour que V goit plurisousharmonique dans un domaine D de ¢t

11 faut et il suffit que V soit seusharmonique (dens D considéré comme un do~

maine de l'sspace R?n des coordonnées réelles) st qus pour toute transformation

z = t(2!') défini au voisinage de L eD par $
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_ 0 i,
2, = 2 + Ztk z4
V{t(z')] soit une fonction sousharmonique dans 1l'espace Rzn(z') au voisinage de
llorigine 2z' =0 .

Nous distinguerons lcs classcs suivantes d'ensembles dans un domaine D de
cP R2n

(C'l)' - Les ensembles analytiques ¢ E est dit localement analytique deans D si
tout point a € E  appartient & un domaine o tel que E N w, soit l'ensemble
des z€éros communs & des fonctions holomorphes dans @ (on peut les supposer en
nombre fini) 3 E est un ensemble analytique dans D si de plus il est fermé
(relativement & D).

(02). - Les ensembles polaires complexes : E sera dit polaire complexe dans D

(ou sur une variété W" complexe) si tout point a € E appartient & un domaine

. tel qus (E N “’a) C 'f")[v (2 A étant plurisousharmonique
a

a 1’.."211):-0@] ’

dans w, (({,[ ] désigne l'ensemble des points défini par la propriété entre
crochets). Un ensemble localement analytique est un ensemble polaire complexe.

(03). - Les ensembles polaires ¢ E est dit polaire dans D (Rm-Eolaire si D

est un domaine de Rm) si tout point a € E pesséde un voisinage oba , domaine

dans lequel existe une fonction seusharmonigue Sa telle que

(E N wa)C %[Sa(x) = —(.0] .

Rappelons que si D est un domaine de B , il existe alors une fonction S(x)

m . :
sousharmonique dans tout l'espace R~ , telle qu'on ait E C‘%[S (x) = ~es] *

De plus une réunion dénombrable de tels ensembles est encore K" -polaire (cf. [1]).

On obtient comme conséquence directe des définitions 1'inclusion

PROPOSITION 1, — (Cl) - (02) c (03) entre les classes définies plus haut. De
plus :

PROPOSITION 2, - Si E est une partie fermée et Rzn—polaire de DC c” ,
QL =D —~E est connexe.

Sinon -0-1, étant une composante connexe de l'ouvert L1, D - 'Q'l contiendrait
un ouverte. Soit V une fonction sousharmonique valant - e sur E . Définissons
- - = - - .
Vm = sup(V , = m) dans 'Ql ) V. =-m dans D ) 3
harmonique dans D ot décroissante d¢ m . Ona V<= lim Vm dans -9—1 , done

Vm est fonction sous-
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U=1lim Vm ';" -0 est une fonction sousharmonique dams D , et par suite @
D - Ql - %[U == ] est E° _polaire et ne peut contenir aucun ouvert, d'ol

contradiction.

I1 en résulte quiun eunscmoic analytique ou un ensemble polaire complexe fermé E
possédent la propriété indiquée.

En remarquant qu'une image analytique F multiplie la distance de deux points
pris sur un compact par un nombre qui demeure borné, on obtient :

' \
THEOREME 2, - 1° L'image e' = F(e) d'un ensemble fermé Rzn—polaire par une
transformation analytique F non dégénérée est R2n_ olaire.
2981 o est fermé et K -polaire e, = F (') est Ko -polaire.

3. Théorémes de prolongement.

On rattachera les énoncés qui suivent & la propriété classique des fonctions
sousharmoniques (cf. par exempls [1] et [5]) s

THEOREME 3 o-Si E est une partie fermée, Rm--polzsxireJ d'un doma:l.ne D de R ’
L(Q) la ﬁ?@e des fonctions sousharmoniques uniformes dans Q=D - E , bornées
supédrieurement sur () au voisinage de tout point d¢ E , toute V& L(Q) a un

prolongement v unigque sousharmonique dans D . Autrement dit : un tel ensembls

E est une singularité impropre des fonctions sousharmomques bornées supérieure~
ment. On psut construire V par 1'un ou l'autre des deux procedes suivants
a) V(P):]imsupV(M), M= PeE, ME
@) v (P) = a fini arbitrgire pour P& E ; Vl(P) =V(P) , si Peld
(V) = tm & [V, P,r]
r=0

A[Vl,P,r] étent la moyenne de V, sur une boule B(P, r) , de centre P, de

rayon I .

/ \
THEOREME 3b' - Le résultat demeure si, au lieu de supposer V borné supérieurement

au voisinage de chacjue point d¢ E , on suppose seulement 1l'existence d'une fonc-

tion U(M) sousharmonique dens D tells que, pour tout %> 0,

Wg (M) = V(M) + € U(M)

tende vers -oo quand Mé& £) tend vers un point P quelconque d¢ E . On poﬁrra
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choisir en particulier U(M) potenticl d'une mesure portée par E .On établit
& partir de la propriété précédecnte et du théoreme 1

plurisousharmonioue

THEOREME 4. = Avec les hypothéses des théorémes 3 ou 3b s 81 de plus V est

il en est de méme de v obtenu par les procédés (A) ou (B).
La démonstration se fait & partir du théoréme 1 .

REMARQUE. = D'autre part on établit aisément en considérant la suite

Vq=sup[V,-q]
qus si V , est sousharmonique (ou plurisousharmonique) en tout point de D ob

V#- o, V est sousharmonique (ou plurisousharmonique) dens D .
7/ .

THEOREME 5, = Si f est holomrphe et unifortie dans {2=D -E , ou E est une
partie fermée, R“-polaire, de¢ D, f

’V“—'d -
se prolonge par continuité en f holo~-
morplie dans D .

En effet on prolonge les parties réelles et imaginaires de f , et 1l'on observe
que les relations de Cauchy sont vérifides dans tout D .

Les ensembles R?n

~polaires fermés sont ainsi des singularités impropres des
fonctions holomorphes bornées.

THEOREME de Rado. - 81 f est définie et continue dans D , holomorphe en tout

point od f #0 s~ £ est holomorphe dans D . On peut méme ne supposer au lieu de
la continuité de f que la semi-continuité supérieure de
ou bien f =

|f| dans D . En effet,
O dans D , ou bien log |f|

est plurisousharmonique dans D (ef.
Remarque précédente). Alors 6[:f~0] est R2 -polaire et de plus fermé comme
complémentaire Ar Vrwamd £ Qs ap applique ensuite le théoreme 5.
4. Généralisations.

THEOREME 6. - Si f est définie et continue dans

D , holomorphe en tout point
ou la valeur prise f n'appartient pas 3 un ensemble fermé plan polaire e , £ ~st
holomorphe dans D .

Le graphe G de w=£(z 5 «0u, zn) dans l'espace C

= Ci x C% ost fermé
au~dessus de tout compact de D . On va supposer que f est holomorphe en tout
point

z € D pour lequel (z , w) n 'appartient pas 4 un ensemble E fermeq
c** polaire (au. sewsde complexe polaire dans ¢t ). Au voisinage de (z R wo) € G,
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E appartient aux infinis négatifs d'une fonction U(z1 y e s Zp s w) pluri-

sousharmonique, et alors ou bien ona U(z, , «.v, Z £) = *)(zl y ees zn)i -0
au voisinage de zo s Ou bien + est plurisousharmonique. Dans ce dernier cas,
1'ensenble QI = - 0 est R?n-polaire fermé et comme f est holomorphe aux

points de D ou \p # - o , le théoréme 5 montre que f est holomorphe en 20
D'autre part si B se projette sur 03 selon un enseuble ne contenant aucun
continu (c'est le cas si e est R?—polaire), et si *JEE - o au voisinage de

0 0 ‘s
2 ,ona f=esw pour 2z voisinde 2z .

En remplagant 1l'hypothése que E est Gn+l—polaire par l'hypothése plus précise

que E gzt un ensemble localement analytique dans le domaine D x C; , on obtient

/ [}
THEORE.E 7, = Si f est définie et continue dans D , holomorphe sauf peut-Etre
aux pointg 2z € D pour lesquels le point (z ,w=1Ff) du graphe G appartient

4 un ensemble localement analytique E , alors f est holomorphe dans D .

La démonstration du théoréme 7 (cf. [5]) part de la remarque que l'unc &u moins
des équations F = 0 qui définissent E au voisinage de (zo , wo) peut se
mettre sous la forme w = g(z) , g helomorphe, sauf pour les 2z appartenant a
un ensemble R?n-polaire au voisinage de zo_. On étudie ensuite comme plus heut
N
vaut identiquenent zéro, ou est une fonction helomorphe ne s'annulant que sur un

les deux cas ou, au voisinage de 2° , */(zl s sse o zn) =F(z) 5 eee y 2

sous-ensenble analytique ; on conclut en appliquant le théoréme 5 .

De nfne on dénontre (cf. [5])

THEOREME 8. — Si f est continue dans D et si le graphe G appartient 3 un

ensenble localement analytique, f est holomorphe dans D . Les théorémes qui

précédent portent sur la classe des fonctions holomorphes bornées au voisinage de
E . Certains peuvent &trc présentés sous une forme en apparcnce plus générale, en
utilisant lc théoréme 3 » eu lieu du théoréme 3, » & condition de préciser la

décroissance vers — co d'une fonction sousharmonique au voisinage de E , guand

on se rapproche de l'ensemble E .

REMARQUE. - Les résultats précédcnts étant locaux sont valables sur une variété
ue e on appellera ensemble polaires sﬁr W' un ensemble qui sur chague carte lo-
cale a pour restriction un ensemble polaire (relativement aux coordonnées locales ).
Un ensemble fermé qui appartient & 1l'intersection de deux cartes et pcessde aette
propriété sur l'une d'elles la posséde aussi sur 1l'autre (cf. le théoréme 2).
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5. Singularités inpropres des fonctions plurisousharmoniques.

On définira des classes d'ensembles fernés L (pur C°) Ay (sur C° ou

sur W ) , cctte derniére invariante par les homeonorphlsmes analytiques complexes.
La classe Ih , bar contre, est définie relotivement & un systéme d'axes précisé
de C° (y conpris l'ordre des variables. Zy s seey zn). Les ensembles E des
classes Ln ’
ninces 3 ils sont des singularités impropres des fonctions analytiques et pluri-

Ab s sont des ensenbles fermés, polaires, mais particulierement

sousharnoniques (sans hypothése relative au comportement de la fonction au voisi-
nage de¢ E) ; 1ls possédent la propriété topologique suivante ; si D ost sin-

plencnt connexs, lo complénentaire S1=D - E est encore simplement connexe.

DEFINITION 1, = Une partie fermée E d'un domaine D de c® est dite de clas—
se Ln si ¢

Pour n=1, E est v1d6

Pour n=2, EcD cc? (z, » 2,) se projette sur ct (z)
selon un ensenble e qui est B?-pola1re s la section d¢ E par un plan C (z )
est soit vide, soit R?-polaire.

Pour n 3 2 s pour tout polycerele P d'adhérence conpacte dans D et défini
par des inégalités

P= 0]
>g[|zk~zkl4 T s 14$k&n]

la projection e de E NP sur C n-1 (2; 5 oouy z ) est EB2 -polaire ; la

section de E N P par un plan C (z ) est soit vide, soit H?-polqlre, soit le
disque Iz -z, l < r. entier, cette dernlere éventualité n'ayant lieu que pour
un ensonble de ces plans projeté sur c” (z1 y eee zn_l) selon un ensemblc

Ce, e étant de classc Ih—i dans le polyceréle

€
p=5r,

O .
.~ Z, <r, 1 &£ .én—l
j Jl j? J J

projection de P .

La définition donnée par n =2 n'est que la particularisation du cas général.
On notera Ln(D) 1'ensemble des parties de D, de classe L_

Si D'c D, et si E.CLn(D) , alors ECLn(D') «Si D'>D, ona ECLD(D')
sl et seulement si E est encore une partiec fermée de D o Pour que E , fermé
dans D , appartienne a Lh(D) , il faut ot il suffit qu'il existe un recouvrement
de D par des Di(l D, avec E, =E fWDi e'Ln(Di) ; la propriété est alors
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vérifiée pour tout¢recouvrenent de¢ D ,par des domaines D, C¢D.

Pour obtenir une classc invariante on énoncera

DEFINITION 2.

10 Une partie fermée E C D est de classe /\n . si pour tout recouvrement de
4 =END; scat de L (D) et si
pour toute image analytique biunivoque Ti 1l'ensenble Ti(Ei) est dans la classe
Ln[T(Di)] .

2° Une partie fernée E d'une variété W° analytique complexe est dite de clas—

D par des donaines DiC. D, les ensembles E

se /\n si, D CW" étant un domaine possédant des coordonndes locales qui éta-

blissent une application F de D dans ¢t , F(E ND) est de classe A n dans
F(D) .

Les classes L , /\n sont formées d'ensembles polaires.

/ \
THEOREME 9. - lUn ensenble analytique A de dimension p4 n - 2 sur une variété

W est de classe /\n « On nontre qu'il est de classe Ln(D) dans tout domaine
D de coordonnées locales en utilisant le¢ théoréme de plongement de Remmert-Stein.

7/ \
THEOREME 10, - Un ensemble fermé dans un domaine D de ¢” , réunion dénombrable
d'ensemblesde classe L (ou /\n) dans D est de classe L (ou /\n) .

La démnonstration, pour la classe L, » se fait & partir des propriétés des en—
sembles polaires et de la définition 1 . Si E appartient & Ln(D) y E est
Rzn-polaire , fermé ; Q=D -~-E est gonncxe. Mais on a de plus 3

VY
THEOREME 11, - Si D est sinplement connexe et E unc partie fermée de classe

L, (ou /\n) de D.SL=D=E estun domaine simplement connexe.

Il suffit de faire la dénoastration D é&tant un pclycercle P : la propriété

(immédiate pour n =1 , n =2) se dénontre par récurrence sur n . On remarque:

1° yn lacet X (ligne polygonale fermée) dans 32 = P = E NP est équivalent
(par homotopie) dans <% 3 un lacet X' situé dans la base p et ne contenant
aucun point de l'ensenble e .

2° dtaprés le théoréme, adnis pour n -1 , 5” est homotope nul dans p - €, «
{

30 cotte réduction de ¥ & zéro peut se faire par addition d'un nombre fini de
lacets Xi homotopes & zéro dans £1 s tout point M de E non projeté sur e ,
possédant un voisinage (pour lequel on prend un polycercle P(M) de centre M)
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‘dans lequcl P(M) = P(M) NE est reconnu sinplenent connexe (en proécédent corme
dans le cas n = 2). Finalenent g est homotope nul dans £2 .

Une conséquence de 1'énoncé précédent est ¢ si f est holomorphe (ou V pluri-
sousharronique) dans D - E, uniforme ou non, et si E & Ln(D) , on pourra étudier
le prolongenent de chaque détcrnination de f (ou de V) dans un polycerclc P
(d'adhérence conpacte dens D), en considérant cette détermination corme une fonc-
tion wuniforme.\Or 1l'étude d'unc fonction plurisousharronique au voisinage de
EC ILn(D) nontre qu'une telle fonction est nécessairement bornée supéricurenent
sur S0 =D - E au voisinage de tout point de E . De 1a découls :

THEOREME 12.-~ 1° Un ensenble E @1 (D) , o D gst un domaine de C" , est

un ensenble singulicr impropre des fonctions analwtiques et des fonctions pluri~

sousharnoniques définies dans D ~-EN D .

2° Un ensenble E de classe A p Sur une variété W , analytique complexs est
un ensenbls singulier inpropre de ces méne fongtion§ déﬁnies dang H=y? -F .

~ )
Il est entendu que les prolongements f (de f analytiqus) et V (pour V
plurisousharrionique) se font, pour f par continuité sur E (pour chaque déter-
mination) et pour V , par les procédés (A) ou (B) indiquésplus hsut, chaque dé-

ternination étant, au voisinage d'un point de E , une fonction uniforme sur {a,

En comparant avec les énoncés plus haut (théordmes 9 et 10), on voit en parti~
culier que pour les fonctions analytiques et les fonctions pluri'sousharmoniques ’
un ensenble analytique E de dimension p &£n -2 est une singularité impropre
sur W' (résultat donné dans [3] pour les fonctions plurisousharmoniques) et qu'il
en est encors de néne de toute partie fermée de W' , obtenue comme réunion dé-

nonbrable de tels ensenbles E,q définis sur wn .
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