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L4 “ETHODE DT CALDERSN (suite)

var Bernard MALGRANGE

Soit P(x , t , Dx , Dt) un opérateur différentiel lindaire homogéne d'ordre

m
3,2 ) a’“‘J
P(x , t , Dx , Dt) = L (x,t,Dx
étm j=1 -
avec
N Wk n
k (x , t , Dx) = £ 8y k(x . t) D t € R xe RW n#2
9 - NN

el =y
les coefficients 3 k(x s t) 3tant définis au voisinage de zéro et étant

s b ‘ .
1+s (s> 0) fois continuement différentiables, (i. e. les cerivees pramiéres

vérifient les conditions dz Holder d'ordre s ).

On se propose de Cémontrer dans cet exrosé certaines inégalités portant sur

P(x ; t , Dx , Dt) analogues » celles obtenues dans 1'exposé rrécédent.
On nose Q.(x,t,?)=(-— 1)9 Z (x,t)} Ef'Rn
J : —: Jok anr
On sera amené & faire les hvpothéses suivantes :
1° Hypothdse (S) : Pour tout % #0 et (x , t) voisin de zéro, les racines de

(1) R Qj(x,t,g)qu:o
.j '
sont distinctes ([1]).

2° L'une ou l'autre des hvpothéses suivantes :

ayoothése (R) s les a, , sont & valeurs réelles.
i

5
dypothése (E) :+ P(x , t , Dx , Dt) east elliptique (i. e. les racines de

1'équation (1) ne sont jamais réelles ([2)).
REMARLUE. - Les coefficients a. , &tant continus, P vérifie les hypothéses

!
(S) ou (B) s'il les vérifie pour (x , t) = O .

P

Diagonalisation. - On va se ramener aux inégalités de 1'exvosé & var une “dia-

gonalisation approximative". Pour cela, on considére a priori la matrice m x m .
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Le lecteur vérifiera aisément que le polvndme caractéristique de la matrice h

e oo

h(xﬁt,’é):

est le polyndme (1). Si 1'on suvpose que P(x , + , Dx , Dt) vérifie 1'hypothé-

se (S), les hvrothéses faites sur les coefficients 25 1 inpliquent qu'il existe

m fonctions A.(x s by g) homogénes de degré zéro on § , définies pour

(x, t) voisin g (0, 0) , 1+ s fois continuement différentiables en (x , t)
® valeur dans -. telles que )3(X0 » Ty §O) soient les m valeurs propres

de la matrice h(xO > by s gO) (Pour n =2 on ne peut rien dirs car

32 -{ 0} n'est pas simplement connexe. On verra dans 1l'exposé suivant comment

sa ldve cette restriction). L'hvpothése (S) nous affirme de plus que les

Aj(xo sty s ;b) sont distincﬁxh‘donc la matrice h(x , t , E) est diagonalisable.

I1 existe alors une matrice mxm , n(x , t, %) homogéne de degré O en

¢ telle que
mhn—l = CS

avec
>j(x , t E) 0
0 7\m(x s 3)
il est d'ailleurs facile de calculer n

1 1
-A) e = A)

" m-1 el
A (- A )*

-

n(x , t , ¢) est donec 1+ s fois continuement différentiable en (x , t) 2

valeurs dans les matrices continuement différentiables en § .
En remplacant au besoin P(x , t , Dx ; Dt) npar
Plx,t) P(x,t,Dx,Dt)+ (1 - B(x,t)) PO, 0, Dx, Dt) R

de supvort assez petit et égal & 1 dans un voisinage V

ou  flx, t)é'énx;t
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de (0, ) (co changement permet d'avoir un opérateur égal & P au voisinage
de l'origine et défini vartout. Le lecteur vérifiera aisément que les hypothéses
(8); (R) ou (E) sont encore vérifides par le nouvel opérateur) on a les pro-
priétis suivantes -

a. Les constructions précédentes peuvent &tre faites pour (x , t) & n+1 3

b. h, é‘, n sont les symboles d'ovérateurs intégraux singuliers (mauriciels)°
En effet, les coefficients des matrices h , & s n sont bien dans 1l'espace
¢3i+:(§i) (exposé 5, paragraphe 2). Fous désignerons ces opérateurs respective-
meni,:par H, N, N3

c. 8i de plus, P(x , t , Dx , Dt) vérifie 1l'hyrothéss (E) ou (R) les opéra-
teurs singuliers dont les symboles sont les parties imaginaires des l. sont,
ou bien inversibles (i. . leurs prolongements 2 1% sont inversiblesg, ou bien
nuls. En effet, les hvpothdszs (E) ou (R) impliquent que les racines A, de
1'équation (1) ont leurs parties imaginaires identiquement nulles ou partout dif-
férentes de zéro et dans ce dernier cas, les opérateurs }3 sont inversibles.
En effet, les opérateurs obtenus en remplagant dans leurs svamboles x , t var
(0 , 0) sont vigiblement inversibles. En choiszissant 4(x , t) & support suf-
fisamment petit, il est facile de voir qu'ils sont aussi voisins qu'on veut des
précédents.

d. Pour les mémes raisons, 1'opérateur N est inversible-

Nous somres alors en mesures de démontrer les théorémes suivants ([3]).

THEOREME 1. - Dans les hypothéses (8) et (%) ou (R), il cxiste des constantes

ﬂ . . I n
>0 LO 5 kb 5 C, et un voisinage V de zéro dans R . tels que, pour tout

Tefo ,’FO] » pour tout \p € A , , * support dans V x [0, 7], on ait pour
. , .

k2 kO S

7 T 2 /4 - 2 =1
fjek(t " 1p g% ax ap 5o [ SHETDTY ST |nd b \gzl ax dt .
Y. |3l¢n-1
TAEOREME 2. - Dans 1'hypothise "(S) et (E)%, il oxiste des fonctions stricte-
ment positives, définies vour T €[0 | ] Ll >0 : Cl(T) . Cz(T) , kOCT) ;

avec Cl(t) — +o si T— 0 s et _un voisinage V de O.dans_.Rn t2ls wqua, pour

tout kfé @x 4 o & surport dans V x [0, T] on ait pour % %k PE)
3

ﬁek(t-i)z lP'{’fi i dt}/Cl(r) ’5/ ek(t-‘c) il }: !, Lplz? 4 at

k

‘ a2 — . ,
+ CZ(T) k f[ ak(""r‘3 ‘. |pd . &f 2
. _ lilem-1 %0

dx dt .
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Démontrons par exemvle, le théoréme 1. Le théoréme 2 se démontre de maniére
tout & fait analogue en utilisant le théoréme 2, 2% exrvosé 2.

Soit U = (u cea s un) les u; (x , t) étant des fonctions une fois conti-

1 b

nuerent dérivables de t 3 valeurs dans Hi . Zn posant V = U on aprlique
les théorémes 1 et 2 , 1° de 1'exvosé €, 2 1'opérateur diagoral

—_— v

T e AN

ce qui est nossible; cur les varties imaginaires des svmboles ae s'annulent ja-

mais ou sont identiquement nulles. On a donc

/
2 <
[ek(t-@ I s A AvR as s, cp/e*' D7 1 a

en posant

Wil = I

vj”2 et de méme pour ']%% +idAA V”Z .

Mais on a :

K (—- + idAU) = (—3—% + 1 AAV)=1(ANAN - NHA) U -%{g_.u .

De plus, on a (exposé 7, théoréme 3)

i’

{Opérateur continu aependdnt continuement
FHA - ANA = < , 5
(de t de L° — L°.
X X

On a de méne (exmosé 7, trdorime 3)
{ Opérateur continu dépendant continuement

AA_IV - { 5
(de t de 12 — 1°.
X X

Comme Y est inversible, il existe alors une constant~ C' telle que
HAAE - ATA) Uﬂ2$ ¢ JwulP .

On a donc

IJUE!Z dt .

2
f k(£-0° HI\T + 17AT) [P at >, k(C - %.)j k(t-1) !

In augmentant au besoin la constante ko

2) | / DT R g ko j -0? o e

et en modifiant C , on a bien
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On prend alors \f 2 supvort compact < V x [0, T et on pose

wmanm Iy
J -t

Alors le premier membre de 1'inégaliié (2) devient
P2

Vs

J Jk(+-0° |lp yl

K(6-0° 5 am-d 5 12 g
Je ] A o971 <fﬂ

et le deuxime membre

Ce résultat joint & 1'inégalité (immédiate var transformée de Fourier)
-i IR )
W L g
lKl“m-J

by

Tréves & une variable (exvosé &, naragraphe 1) démontre le

3

et 3 1'inégalité de

théoréme 1.

RIMARGUE. - Le théoréme 1 cst une variante que 1l'on trouvera dans [3] d'un
théoréme de CALDTROW [1].

» N k(t—T)z
Le théor2me 2 dans le cas particulier ou F est d'ordre 2 (et ou ¢

k .
est remplacé par (t + %) ) est dfl 2 YIZ0HATA [4]. I1 a été démontré dans le

cas général par une autre méthode par HORMANDER [2].
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