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NOYAUX VALEURS PRINCIPALES

par Bernard MALGRANGE

I. Espaces ™ de Sobolev.
Dans ce paragraphne, p vérifie la condition 1 ¢ p <+® &

A, Soit m un entier positif.

On désigne par 7™ llespace {f ; f e P, DX £ e 1P pour ,klg.n& muni
el - L ’
de la norme !&Jp’m Os'kjsm ”D fLLp .

m
EP*™  2st un espace de Banach.

. . B , . T m
B. Si maintenant m est entier négatif et p > 1 , on definit yP comme

e - w" -m S e .
dtant le dual de H ° ou p' est défini par -% +-%, =1.
7™ est encore un espace de Banach. "

2 . . 4 ’n 2 m & A4 m
Caractérisation des é€léments de H?™ | - Les éléments de HPs sont les som-

mes finies de distributions de la forme Dl f ou f ¢ P s et 'i!.s'm .
I1 est, en effet, immédiat qu'une telle distribution est dans a»™ | pour voir

la réciproque; considérons 1l'application

' ‘ ‘ 1
] 1 p 5m p —
i H *Ma!ilém L =F

]
] . > 3 m -~ I
j'identifie H° *™ & un sous-espace fermé de F .

. Dy . . . 'om
Si f € HP? , c'est une forme lindaire continue sur gP , donc on peut la
~ —
prolonger en une forme f sur F ; F' étant isomorthe 2 {xg 1P , 1'assertion
s'ensuit aussitdt.
C. Les injections suivantes sont continues :
, m .Dym' . .
10 gP®—s P si mgm (m, n'& Z) ;
~N

20 ASN-—a Hp,m___?ks, pour tout p et tout m ; de plus f; ect dense dans

HP" ot P 1vest dans S ;

'
2 (BT =8Pt o 2ad =1

‘U“"“‘

D. On peut donc définir HY? @ = Q 29T (resp. 877 % = UuP'™) muni de 1a

topologie limite projective (fesp. inductive) des topologies des gPol | (Ces es-

paces sont étudiés avec la notation zﬁk et ﬁ¥' dens [3]).
P
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Citons les résultats suivant

- - ®
ot HY

m

4

10 g @ ont en dualité (immédiat) ,
6]

o R (]

. Dy = ® cs s .
20 é" ¢ HP et H? 7= & et les injections corresvondantes sont conti-

nues.

L, ey 4 . . e @ .
DiBMONSTRATION. - Par dualité, il suffit de prouver oue P P e g ;5 en tron-
g 7 N . N T D GD . -
quant par \{ A , ONn Se raméne au cas au )& ﬁ; (y 17 : il reste & montrer
que Y & /A, ce qui résulte du lemme suivant.

ke

IEME, - 51 f€ T (R") et D' fe IMRY) pour |k & n+p, alors £ est

p fois continuement différentiable (cf. [3]).

La continuité de 1'injection & —>»HP* ® ost immédiate.

. D,Mm s s s
E. Motons enfin que les espaces #4777  , 1 sp < ® ; m fini ou infini, sont

des espaces de distributions normaux, et qu'ils vosseédent la propriété d'approxi-
mation par troncature et régularisation.

Dans la suite, nous utiliserons constamment cette propriété, de maniére impliei-
te, pour prolonger par continuité, d= anidre unique, ces opérateurs linéaires
(resp. bilinéaires) de ¢ (resp. ¢ x {J)) dans un de ces esvaces noté F , en
opérateurs lindaires (resp. bilinéaires) d'un de ces esvaces (soit Z ) (resp,

E x E' ) dans F . Nous dirons alors que cet onérateur opére de & (resp. E x I')

dens F .

ITI. Convolution des espaces de JSoholev.

A. Convolution des espaces P, - ‘P s, a,; r seront 3 nombres tels que

l€pe+o;, 1l4gs+m, 14r s+ ,-% +-% =-% +1.
LEMME. - Soient f g € 4}, on a
(1) e s gl < Hgﬂq Hpr~ ‘

DEMONSTRATION. - Pour r = p 1'inégalité (1) n'est autre que 1l'inégalité de
Minkowski ; pour r = +® c'est celle de d6lder.
Le cas général en résulte var le théoréme G'interrolation de Riesz-Thorin, &'ol

la proposition suivante.

TROPOSITION 1. - Pour p, q < +® et =+
P « 12 gans LT .
Cela résulte du fait que 1l'applicction bilinéaire (M x fi —s LT est continue
{“fs g — I *» gi

> 1, la convolution opére ce

1
q

ol
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ot g0 prolonge, grice & (1) en une application de P x 1% 17 , L'unicité du
prolongement résulte de I.E.

R CARQUE. - Plus généralement, 1N étant des entiers tels que 1 £ 14 < +®
et (~——) > n - 1,, la convolution ovére, de maniére comiutative et associati-
12 i £y
ve, dans r’ L 4 valeurs dans LT (ou == :%:-1 = (h ~ 1)) (irmédiat).
i
B. Convolution des espaces de Sobolev. - Dans ce numéro, my et m, désignz-
ront des entiers finis ou non ; on conviendra que, si m est fini fm +® T F®
lm - = -®

et +to+@o=+® , ~-®D ~-® =T -® , +® -D» = +® .

On suvposera désormais que p, ¢ , r sont différents de 1 et +o .

105

PROPOSITION 1.

a. 31 m, et m
- 1 = 2

el Io!
(2? ] ]r,m +m2 C(p 2 q 3 ml 9 m ) ! !O’ml llouq’ 2

. psmy  GyMy Ty, i,
b. La convolution opere de H - x H dans H o

gont finis, et si f , g €7}, on a 1'indgalité

REMARQUE, - On généralisera aussitdt au cas de plusieurs espaces : le produit

de convolution ainsi défini est alors commutatif et associatif.

DEMONSTRATION, -

a. 0&nm, <+, 0«&n, <+ .

1 D
L'indgalité () résulte alors du lemme 1 et du fait que

_ 1 . _
Dk(f*g)z(D‘{f)*g:f*(Dkg) .

L'assertion (b) s'ensuit aussitdt.

. . e - 7 . o . .
S5i 1'on fixe alors f & /) , on en déduit une a.ppllcatlon continue

Q.’mz r‘s!’lli-lf!z' %
Uf s H. —3H {‘mic rar ”f(g) f» g ., La transrosition Uf ap-
r".-m - qt,
plique H 1 2 dans H "2 et a méme norme que Up -
b. D'ou le cas 0« m, <+ et - < m2 £ 0 ¢ la restriction de th E
v

coincide avec l'opérateur g—f * g (ou ?oest 1a svmétrique de f par rap-
rort & 1l'origine) . ‘
Donc l'1negulite (2) reste vraie, et 1l'assertion (b) e% Jécoule.

9m1 ry,in 1+"Il2
Fixons maintenant g & 7) et considérons Vg ¢ H it .

c. Par transposition de Vg on vasse ainsi au cas -~ < nm, &0 et -« m, < 0.

1
d. On traite les cac rastants par passage 2 la limite inductive ou projective.



Voici enfin un résultat qui nous s~re utile.

PROPOSITION 2.
a. Soit X une distribution et k¥ 1'opérateur de convolution associgé. Sup-

posons que k* soit de tvpe (p, n) (1 <p <+m) . Klors k+ opére de
AP ™ gans ®OOT

b. Soit I un sous-espace de /:' , et 1'aopnlication bilinéaire j ¢ E x/} — '

définie par i(k , ﬂ}) =k« f . Soit p tel que 1< p<®, ot supposons que
. . - 1D . N
eatle ¢n une applicatiorn ceontinue de E x P —» 1t ; alors j ope-

dans #P"

j soit prolon

LD,

re de £ x HY’
DEMOFSTRATION. - Pour m 0, c'est immédiat; vu que c'est vrai vour m =0 ;

et cue la convolution commute. d la dérivation. Le cas m < C s'en déduit rar

1

A . 1
transposition, du fait que k* est alors de tvoe (p' , p') avec > +-E, =1.

ITI. Espaces de distributions valeurs vrincirveles.

Soit 'Zé 1'ensemble des distributions f = co + v.p.K (1< p £+®) , ou
K est une fonction définie dars .5? —;O{ & valeurs complexes vérifiant les con-
ditione :

1° ¥ est homogine de degré - n ;

20 xée P .

2 |, Flw)dw=0.

On Sai£ que la décomposition f = cd + v.p.K est unique, et il est immédiat que
1'application j : { % . ———;-Lp(Q.)} ect bijective.

l zf~‘~->'c+1(

Nous désignerons déssrmais par Z,p 1'espace de Panach défini par cette bi-
jection. I1 est clair qu'on a T Sosi1 £.qg<p, et que cette injection
est continue.

PROPOSITION 3. - Soit l<p<+m, l<ge+m®, 0<mx+o.

. . 0 . 2’ . - Fl Sty ., . C ‘ - m
a. L'application bilinéaire continue | 2. w (1 == /)1 opere de "p x 7
7 _— .
dans HDT | df ’ &*) —y Bty

33
-3

b 81 k.
opérent dans

En effet, on sait que c'est vrai mour m = 0 (exposd n® 4) ; la proposition 2

Z; s les opérateurs de convolution L (= i3 5 pour & 30,
Tqsm
g9

. (On rappelle que, pour £=0, ¥, =k, par définition).

entratne alors le résultat.



5-05
PROPOSITION 4. - Pour tout k & - , (1< p &+®) et tout &€ 0, on a :
k% € g~ ® (1< gegp); et llinjection zp--—} H¥ ™ ®  ainsi définie est

continue.

I1 suffit évidemment (puisaque r c “q ) de démontrer ces assertions pour
P=q. Alors, pour £y 0, ona: k € L® (4vident), donc k, egH® .
reste & traiter le cas £ =0 : mais k - kl est une distribution & support
compact, donc EHp’-m (paragraphe I) ; et k = ky o+ (k - kl) est encore

dans 2P @,

APPLICATION. Convolution des distributions valeurs principales. - Des résultats

précédents et du paragraphe II, résulte que 1'on peut définir la convolution de

-

L et Zq ;s (l<p<g+®,; 1< g<+®) en les considérant comme sous-esvacss
Pys-@ Gqs-@ :

ue H et H 3 et en prenant Py et q, @ssesz voising de 1 . On

vérifie facilement que le résultat ne dépend pas du p, et du 4y choisis
(tronquer et régulariser) ; ot aussi (méme procéd4) que le résultat colncide

avec celui que nous avons obtenu 2 1l'exrosé 4, (ou l'on définissait la convolution
par le produit des ovérateurs sur les P sy i. e. par la multinlication des
transformées de Pourier).

REMARCUE., - Pour 1 < p < +® , on peut démontrer que l'on a : Z % 2 ’:S:.
(par application de méthodes analoguss & celles de l'exvosé précédent), et qu’
alors, 2~ est une algdbre de Banach commutative, avec é1lément unité, dont
les idéaux maximaux sont en corresvondance bijective avec les points de la sphére
L1, (i. e. 1'idéal maximel correspondant 3 . %OG. 0, est formé des k tels
que’ fk(go) =0 ). >

Pour la démonstration, voir CALDERCH-ZYGMUND [2].

IV. Novaux valeurs principales ("opérateurs intégraux singuliers 2 coefficients
variables").

Soit k=k(x, v) €& L?;[(Zl)vj s espace des (classes de) fonctions mesurables
1) k définit
un noyau ¢{7v-> .:"/)}'( (utiliser la propriété de Lusin, prise comme définition

des fonctions mesurables).

et essentiellement bornées, & valeurs dans 1'espace de Banach z

On peut aussi considérer les k¢ (¢ 70, on pose ky = k ) définis, comme
précédemment en tronquant k var la multiplication par kPg (v) =(1 &i Iyl e .

{ 0. ailleurs.
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NOTATION. - L(x , v) étant un novau @y -—%-V)}'{ , on note AL ou

L(x y x = y) le novau mv——e@}'{ image réciproque de L par l'application
(x5 v)—(x, x -v) .

Des résultats précédemment établis, on déduit facilement ceci (on laisse au
lecteur le soin de vérifier les détails) : si ¥ & 9(2 q) y 1< qg+m, les
€k, opérent de 2’ ® dans I (1 <p<+m) .

THEOREME 2. (CALDERON-ZYGMUND [1]). - Si 1< q <+®., et si k ¢ f”(Zq) )

l'opérateur £k est de type (p, ©) pour g' & p< +@ ( +-é, =1) .

Q|

DEMONSTRATION. - Soit ¥(x , ¥) = a(x) Sy s vepK(x , )

-
1° 81 k(x , y) = a(x) c)y , c'est immédiat : a = I° done ¥ —> a(x) L’J est
de type (p , P) nour tout p ;

2° On supposera donc k(x , v) = v.p.K(x , y¥) et de plus p=q' (puisque
ic Zq sy 81 g €0 ) ; la démonstration sera faite en deux étapes comme dans
1'exposé n°® 4 :

a. Le cas favorable, ou ¥(x , y) = - K(x , - v) ;

b. Le cas ou K est pair.

t 1
a. Le cas favorable. - NMous allons montrer que Gki opére de 1?9 dans 1°
. ? 1
et que ces opérateurs forment une partie bornée dans »G(Lq , 1Y) ¢ Ox sera
donc de type (p , p) . Prenons pour cela &Peﬁ) et majorons @ké(‘f’) (x)
(@ %) () (x) =[ ¥(x , y) Y(x -v) dy

lylye

K étant impair et F¥(x , w) € f:i[Lq(ﬂ)} s passons en coordonnées polaires :

+ @®

(G‘ki)(kf))(x) :% ( F(x 5 ) dw( %[k{)(x -tw) - L?(x + tw)] dt

."2

¢
Done, par 1'inégalité de H8lder élevée & la puissance gq' :

165, ()01 ¢ -z—grtjn K6, w)] anQ'/QI;mLm%[mx - tw)

- \.P(x + b)) as)d .

Par hypothése, [ﬂl IK(x , x)19 dw]l/q est bornée par une constante C ; et en
intégrant par rapport & x , on obtient

; _ 1 1/ '
lox, (I, = [JRH 61 ()61 ax)t/ +
S arau

1
® ) =
Hea /(5 : %‘[L?(X - tw)-(‘/(x + tw)lat|? ]q

-
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Puis, en utilisant les mémes transformations qu'2a 1'exposé n° 4
' -~ . 1 - . ’
LG}%(\P)”q, < HL{”q, , ou C' est une constante indépendante de J .

b. Le cas "pair". - Comme dans 1'exposé 4, nous allons nous ramener au cas fa-

vorable en utilisant les distributions _rj de Y. RIESZ.
Pour \p€ ), ;n derit = chJ " rJ + @ et (BK)(Y) = Ct_(ek)(r * 1 » )
Comme r. *p € H” ™ , tout revient & majorer ”(F>k)(r * WJ)” en fonctlon
Tyl Py @
de | our e H donc (par pmssege 2 la llmlte) our AN
H\'Vl..o’o s P \J( ’ (D g j s p \P

Or, il est immédiat que le noyau \*'—7(E)P)(r * HJ) n'est autre que
B (x * r,) ; et il résulte de 1'exposé 4 que k 3Ty est impair en y , et

€ ﬁ”(z. ¢ nous sommes donc ramenés au cas favorable et le théoréme est démontré.

REMARQUES.

1° On peut encore prouver, dans le cas pair, que les t’:%vkE sont de type
(py p) et convergent vers Bk dans ,ﬁC(Lp , LP) .

2° La restriction q' ¢ p < +® ne peut pas étre levée (voir des contre-

exemples dans [1]).
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