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Séminaire SCHWARTZ 4-.01
4e année, 4959/60, n° 4
24 novembre 1959

MULTIPLICATEURS DE 1P (fin)

par Bernard MALGRANGE

(a'aprés CAIDERON-ZYGMUND [2] et [3])

Soit k '"une distribution v. p." (valeur principale), i. c. une distribution
définie par la fonction X , positivement homogéne de degré - n , localement som-

mable dans R™ (O} f | M (w)] dw ¢ + ® ) et vérifiant ./ (W) dw =0,
QO
{1 étent la sphire unité. D'aprés 1l'cxposé nmuméro 3, la convolution par k est

continue de IP dans IP (1< p < @) , sous 1l'hypothdse additionnelle que X est
une fois continuement différentiable dans R" - {O} . Une autre méthode, exposée
plus bas dans la paragraphe 2, conduira au méme résultat, sous une hypothése affaiblie:
Y (w) + x(-0) € 1Y) pour un g >1 « I1 faut d'abord examiner la convolution
des distributions "v. p." .

l. Transformées de Fourier et convolution des distributions "v. p." .

aes Transformées de Fourier des distributions "ve pe"

PROPOSITION ls - La transformée de Fourier d'une distribution tempérée homogine de
degré d est homogéne de degré - n -d .

En effet, T est homogéne de degré d si et seulement si, VYX>0 et Vgt{«?,

<TX , glAx) ) = A-n-d (T, g) ; alors,
CFT, FeRB) D=2, g n) Y= 20D ¢ gn | ggy

(Cette proposition a déja été utilisée implicitement dans 1'exposé numéro 3 ;3 homow-

géne est mis pour positivement homogéne).

PROPOSITION R+ - lLa transformée de Fourier d'une "distribution v. pe" une fois
continuement différentiable en dehors de 1'origine est une fonction homogéne de degré
0, KELg,véﬁmm

K(5) de = 0 (52, ¢ sphére unité du dual de R® )
Qx 5
la premiére affirmation est démontrée dans 1'cxposé précédent, et résulte aussi des

propositions 1 et 3. Soit x & (fJ s de support dans o {:O} , réelle, invariante
par rotation et telle que ff xX(t) dt # 0 . Par transport de structure, Fu
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est invariante par rotation. On a :

{k,x) = ﬁ,‘l X(w)x(t) dt dw = /M(w) doo f((t) ttat =0

(K,%)=[n‘lﬁ(o~)97x(t)dtd<s~o y

/ K(G‘) da =0 .
0%

PROPOSITION 3+ - Le transformée de Fourier K d'upe "distribution v. Pe "

k = ve pe X, p fois continuement différentiable (c. d.) en dehors de l'origine

done,

donc

est p-1 fois ce. de (respectivement boenée continue) dans R - {0} si

'p 22 (respectivement p =1 ).
Boit p& gx s nulle pour 0 < |x| g1, p =1 pour x| > 2 ;
k :/jk + (1 -/5) k, (1 -/3) k est 2 support compact, donc 3—(1 -/3) k est
analytique j’;k = 3X ;5 X est homogéne de degré - n ; soit DP une dérivation
J
d'ordre p , quelconque :

Dp(/,rs X) = o(|x|™P)

et est continue, donc

-1 A
xP DPPXELI ( x*% . un mondie en X; 5 i=1,2, 40, n, d'ordre p-1)
done ¢
P EP FaxeFrlc g |

P désignant le monome en . correspondant & la dérivation DP , donc :
i

Ke&P iRt - {o}) .

PROPOSITION 4. - Soit K( ;) une fonction homogéne de degré 0O et

g K(9) a6 =0 501 KEEPE" - {o}) , p>n+1,alors, FK est p-n-1
continuement différentiable en dehors de l'origine ; si  est la fonction ainsi
définie dans R* = {0 , f (W) dw =0, et FK=v. pe X

Soit /3 la fonction définie, comme précédemment, mais sur —" dual de R"
K = /5K + (1 -/3) K .
37(1 - f%) K est analytique (le support de (1 = [5) K est compact).
?/3K ?2 0na Dp/ 2K = 0(|§] “P) car X est homogéne de degré O . Dpj}KCE ©
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donc Ep DP j’&K €L ("' ) et, avec les mémes conventions que précédemment ,

pPn=l 4P 9’(/{3 K) e & °(5)

done,

P21 Fak e EOa° _ o)

done
Fx € 6P 1(x° {o}) ;
la fonction M ainsi définie est homogéne de degré - n (proposition 1) ; on mon=-

tre alors, comme dens la proposition 2, que ® (W) dw = 0 « On trouve donc bien

0
ce que l'on a appelé ve pe X , dans le complémentaire de 1l'origine. Donc,

FK =ve pex+ T ot T est une distribution de support l'origine ; c'est une
somme finie de dérivées de O ; mais toute deérivée d'ordre d de & est homogéne

d'ordre - n = d ; il faut donc (proposition 1) que T = C(S donc

gK tho)( +CS

"

donc
F v. pe X + C

= Fv. pe X vérifie (proposition 2) [ Kl(b‘) de =0 ; [K(o‘) de =0
par hypothése, donc C =0 . 0%

K

Coe Qe Fu Do

Prenons encore K € &P(R" - {O}) , homogéne de degré O sans autre hypothese ;
soit C = LE K(5) ds , alors K = K, + G avec le(\‘f) de =0 et d'aprés la
proposition 4, . Kl = ¥, ps X donc 3

A
COROLLAIRE. - La transformation de Fourier est un 1somorph:|.sme de I, et 5 ou s

§" : espace des distributions e + ve Pe X a we & {O})

~ .
7. : espace des distributions K homogénes de degré 0, K€ “& (R" - {O})

S, mmni de la topologie de &(£)) ® R et S, de la topologie de ‘6( QE)
be Convolution des distributions ve pe

On les suppose indéfiniment différentiables en dehors de 1l'origine ; et on peut
supposer C =0, soit kle > ’ kzé z: , sans masse & l'origine kl = Ve De Xl,
k2 = Ve Po Kz .

Hé \ .

THEOREME 1. - Xle x X, = f ¥ . (x=y) X, (y) dy a une limite
n 1 2
\ |x-y| >e

lyl >m
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Xli—)‘z(x) si € et, M0 powr x £ 0 ; cette limite X, L », est homo-
géne de degré -n , A xl_l_‘nz(w) dw =0, Xl.L X, € g(l%'.n {O}) elle
définit donc une "ve po" t k Lk, =ve pe X, LN, E et
Ve p.()-(l L )(2) =k, *k, - co k, * k, désignant la distribution v. p.
(proposition 4) définie par g(kl * kz) =K, K2( € L®) . (On voit immédiatement par
Fourier qu'elle opere per convolution dans L~ ; de méme dans P d'apreés l'expeeé

précédent) .

DEMOWSTRATION. - Il est cleir oue les conditions & 1'infini sont telles que
M,g * X,, existe. Existence de la limite : soit xe&ld , o =1 au voisi-

nage de O,

f X, (x - y) X,(y) dy =/ [7,(x = 3) =% DG K (3) ~ Hpl) x(x -y)Tay
| %=y |x-yle

lyl>m lyl>m
+ Xy (x) X (x - y)od(x - y) dy + % (X)/ «(y) Y, (y) dy
x—yl)&
lyl>m, lx-\]|>‘,
- X, (x) X, (x) o« (y) K (x = y) dy
|x~y| >€
|Yl>n

Des quatre termes ainsi apparus, le quatriéme a évidemment une limite, le deuxiéme
et le troisiéme restent constants dés que € et M sont assez petits, car alors
K(x-73) = X(y) =1 et xl(w) dw = f)(z(w) dw = 0 . Enfin la fonction
sous le premier signe d'intégration est intégrable : lorsqu'un facteur devient comne

0 1l'autre devient O(|y|) .

Iyl

On v3rifie facilement que la convergence est uniforme pour x dans un compact
de R% = {0}. Donc X, L) est continue. Ona L X, € &P - {O} ) 3 ce der-
nier point se vérifie directement : X, . * XZ'Q a unc dérivie Wi, * )(2,,1 qui
converge uniformément cormie )(1 * X%, ot méme mieux, lorsque & et M—0 on
applique alors un rdsulbat classique. lMais cotte vérification est inutile : on va
obtenir autrement 1l'infinie différentiabilité de X L %, , sachant qu 'elle est

limite uniforme : dans R° {0} )( .LX est unc fonctlon continue, donc
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définit une distribution limite, toujours dans R° - {o} ydes My ox Xg, s
On va montrer que X 1e * )(2 converge au sens des' distributions vers
kl * k2 en dehors de 1l'origine ; donc, dans Rn‘- {O} ’ kl * k2 et xl.L )fz
sont égales comme distributions, donc comme fonctions puisque continues ; comme
(voir corollaire précédent) kl * k est une ".Vv. pe " en notre sens, avec peut-8tre
en plus une messe & l'origine, dans R™ {O} k * k est homogéne de degré
- n , indéfiniment différentiable, de moyenne nulle sur .Q s il en est de méme de
)(l__[_ x, qui définit yne v. De ¢

k, Lk, = v, p.xl_LW.z:kl*kza,cé

car kl-L k, et k, #k, sont toutes deux homogénes de degré - n et égales en
dehors de l'origine.
3 27<x, %)
—F %, presque partout (pour & donmé | e 7%, ax|
1 > 1¢
g' < |xke
est aussi petit qu'on veut) et les F klE sont uniformément bornés (exposé

Cr, ¥

précédent) donc

Fx ¢ g:kzn"“’ Fx, Fx,

presque partout et sont uniformément bornées dans L;O ; et, (LEBESGUE) la conver~
gence se fait dans L® faible, donc dans S’ faiblés

2. Mutre version du théoréme de Calderdn-Zygmund.

THEORELE 2 (CALDERON-ZYGHMUND [1]). - Supposons que X définisse une "distribu-
tion Ve pe " et de plus que X (@) + X(- @) € L? pour un q vérifiant 1< q< .
Alors k * = Ve po Y E S’(MP) , (optre par convolution dans IP ) et

kliz ¢ C ( + + X (- .
I “&’Mpé pq[HYHLl(Q) I (w) + X (- w) HLq(Q)]

DEMONSTRAT ION.

1° Supposons d'abord K impaire : W (W) = = X(- W) 3 ({EUD :

*Lf)zflybe ?(X—y)x(y)dy .

On passe en coordonnées polaires ( W homogéne) :

‘f t>8t d’j )((Q))(P(x—t&)dw ft dt )c(- w)cf(x+to>)dm
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donc
k5 * \.? =1/2 l

Al

On a (MINKOWSKI) :

\ ' Cfro 1/p
kg *(.prS 1/241><(w)}dm(én dxl/é t [(f(x- ) -&f)(x + tw)] dtlp)

our calculer 1'intégrale sur R° , on peut procéder d'aprés FUBINI par intégrations
P ’

¥ (W) d(.uj+m"’6"'1 {\{(x -tw) - (,‘)(x + tw)] at .
19

successives en choisissant par exemple l'axe de & comme axe des x4

’/m t-lt( ( t W) ( £ ) ] (1/%)
5 X - 3) - X + i = ¥Xe De »
A 4 f £ *

[dxllv. p.(l/t)g * Lflp < Cg ﬁxlil’f(xl s eer 5 Xy g eee xn)lp

(exposés 2 et 3) C_ indépendant de € . Donc

+ @
ax| t‘lf (x - tw) - @(x + tw)] at|P
Joroife g -

-~

<

~

<. CIPB i?(xl 9 oes Xn)lp dxl g eoe an

et

g = iy <20, [Iet@l sallgl

. l - 03 I d 3 N
pour eD s kg * (' converge uniformément vers k % ¢ , car, a‘; étant a

support compact, (.{i(x -y) = Lfr(x) + Zyl gi(y , X) avec lgi(y , X)| <M ¢ o

done '
|v. fp-[ % (v) ? (x - y) dylg ZMﬁﬂ(y) v dy € aE
lyl<e

donc

ke il < /20, [intorl awligll, -

Il on rédsulte immédiatement que, pour &f)é@l , les kE * \f) convergent vers
k » @ dans I? ; comme les ke forment un ensemble équicontinu dans P, 1Py,
k ost limite des k, dans 5 (1P , IP) [1].

2° Cas général. - On sépare les porties paire et impaire, de ¢ (W) o Il reste
donc & démontrer le théorime pour X (o) = > (- w) , wELYQ , d62) g >1.

a. Supposons d'abord Y indéfiniment différentiable. On va se ramener au cas de X

impaire, en considérant X x rj s OU :i:j est la distribution v. pe dimpaire :



4=07

X,
rj = Ve Pe ——-—Jn-;T
- | x|
T
On a fykr ) = G-féT , impaire, donc (théoréme 1), k = rJ = Ve p.[r 4 %],

(Les r, * sont les noyaux de Riesz, ce sont des opébateurs dans LF (thcoreme
de l'exposé 2) 3

Par Fourier, on a : Z%*rjzcg.
On va montrer :

(1 g 406l g < Sl g :

D'aprés les résultats obtenus pour X impaire :

ey » kel ey will et limg will o =0 eyl g

et d'aprés (1)
e, » x|l = ccr [ xll .
’ TP i fo)

)
Démontrons done (1) ; soit [  1la couromne : 1< |x] €2 ; r,#k est homogene,
il suffit donc de démontrer que ||r, L k] < cl] x| . Soit s
Poonr Q)

k:kl/2+k’ g k + k!

g =%tk

rj * kg = rj * kl/2 + rj * ké

k1/2 est dans L% (homogénéitd) donc, T * kl/? est deans LA(R®) ot

s » %, HLq( r Cllx; HLz(ﬂ)

—

Etudions rj * ké dans |

Tyrk = /<|yl<1/2 Tyl -y % () dy'/|y1<1/2[ra""Y)'%"‘”"(Y)dy'
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Or, si x et y sont dans les régions considérées, lrj (x =y) - Ty (x)| ¢ clyl

( ¢ indépendant de €& ) en passant en polaires, on a donc, dans r,

lrj * X! | < C/lx(w)[ dw < C(/])((w)lqdw)l/q .

Le résultat s'ensuite.
b. Cas général : on régularise k par des éléments de 3" cui approchent k
dans L) .

REMARQUE. = Le théoréme 2 est encore vrai si 1l'on suppose

M) = M(0) + (- w) € L Log L}
i. e
I N(w) | (L + Log | M) )dw < + .

Voir d'autres résultats dans [4].
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