
Séminaire Schwartz

BERNARD MALGRANGE
Multiplicateurs de F Lp (fin)
Séminaire Schwartz, tome 4 (1959-1960), exp. no 4, p. 1-8
<http://www.numdam.org/item?id=SLS_1959-1960__4__A4_0>

© Séminaire Schwartz
(Secrétariat mathématique, Paris), 1959-1960, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Schwartz » implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SLS_1959-1960__4__A4_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


4-01

MULTIPLICATEURS DE FLp (fin)

par Bernard MALGRANGE

( d ’ aprè s CALDERÓN-ZYGMUND [2] et [3])

Séminaire SCHWARTZ
4e année, A959/60, n° 4

24 novembre 1959

Soit k "une distribution v. (valeur principale) , i. e. une distribution

définie par la fonction x , positivement homogène de degré - n , localement som-
mable dans Rn - {0} (~03A9 |x(03C9)| d03C9  + ~ ) et vérifiant f dw = 0 ,

étant la sphère unité. D’après l’exposé numéro 3, la convolution par k est

continue de LP dans LP (I ~ p  oo) , sous l’hypothèse additionnelle que X est

une fois continuement différentiable dans Rn - 0 . Une autre méthode, exposée
plus bas dans la paragraphe 2, conduira au même résultat, sous une hypothèse affaiblie:
yt ( C~ ) + ’k (.. CJ) ~. pour un q > 1 . Il faut d’abord examiner la convolution

des distributions "v. p." .

1. Transformées de Fourier et convolution des distributions "v. p." .

a. Transformées de Fourier des distribvtions "v’, 

PROPOSITION 1. - La transformée de Fourier d’une distribution tempérée homogène de

degré d est homogène de degré - n - d .

En effet, T est homogène de degré d si et seulement 0 

~Tx, = X~ ~T , g~ ? alors,

(Cette proposition a déjà été utilisée implicitement dans l’exposé numéro 3 ~ homo-
gène est mis pour positivement homogène).

PROPOSITION 2. - La transformée de Fourier d’une "distribution v. p." une fois
continuement différentiable en dehors de l’origine est une fonction homogène de degré
0 , K ~ L °° ~ vérifiant 

.

3 

/ /* 0 ~ I~. : sphère unité du dual de R~ )~f 7~ ~ S

La première affirmation est démontrée dans l’exposé précédent, et résulte aussi des
propositions 1 et 3. de support dans R~ - ~0~ ~ réelle , invariante
par rotation et telle que ~~C ~ ) t dt ~ 0 . Par transport de structure, 



est invariante par rotation. On a :

PROPOSITION 3. - Le. transformée de Fourier K d’une "distribution v. p. " :
k = v. p. X ~ p fois continuement différentiable (c. d.) en dehors de l’origine
est p - 1 fois c. d. (respectivement bornée continue) dans fo}- - 

si
. 

p ~ 2 (respectivement p = 1 )~

Soit ~~ 0~ ~ nulle pour 0 ~ 1 ~ /~ = 1 pour jxj > 2 ,
k = + (1 -/3) k , (1 - /3) k est à support compact, donc $F(1 - /3) k est

analytique ~k = x est homogène de degré - n ; soit DP une dérivation
d’ordre p ~ quelconque :

/

et est continue , donc :

x D un monôme en i=l ~ 2 ~ .~ ~ n~ d’ordre p-l)
donc :

p désignant le monôme en Si correspondant à la dérivation donc :

PROPOSITION 4. - Soit Ii( § ) une fonction homogène de degré 0 et

K( Ù) d6 * ° ;si K Ei É (°) ) , p  n + l ’ alors, FK est p - n - l

continuement différentiable en dehors de l’origine; si 8 est la fonction ainsi

définie dans Ô - (0) , / w ( o) d oe = 0 ,et 3’K = v. p. X .
Soit J3 la fonction définie, conne précédemment, mais sur dual de 1i9

- J ,

~ ( l ~ )É) K est analytique (le support de ( 1 - f3 ) K est compact) .
F j3 K ? On a Dp 03B2K * °( 1 § Car K est homogène de degré 0 . DP fi K 

°



donc DP 03B2K ~ L1(0396n) et, avec les mêmes conventions que précédemment,

la fonction ~ ainsi définie est homogène de degré - n (proposition 1) ; on mon-

tre alors, comme dans la proposition 2,que d c~ ~ 0 . On trouve donc bien

ce que l’on a appelé v. p. X , dans le complémentaire de l’origine. Donc,
v. p.  + T où T est une distribution de support l’origine; c’est une

somme finie de dérivées de 03B4 ; mais toute dérivée d’ordre d de è est homogène
d’ordre - n - d ; il faut donc (proposition 1) que T = C ~ donc

K = ~v. p. X vérifie (proposition 2) do- = 0 ~ d(T = 0

par hypothèse, donc 0=0. ~fl~
C. Q. F.De

Prenons encore K ~ ~o}) ~ homogène de degré 0 sans autre hypothèse ;

r K(~) K. + C avec et la

proposition 4~ . K. = ~v. p. X donc : 
. 

"

/~

COROLLAIRE. - La transformation de Fourier est un isomorphisme de 03A3 et 03A3 ou :

03A3 : espace des distributions C 03B4 + v. p. Il où (Rn - {0})
03A3 : espace des distributions K homogènes de degré 0 , K ~ ~ (R - {0})

03A3 mnni de la topologie de &#x26;(03A9) @ R et 03A3 de la topologie de &#x26;(03A903BE) .
b. Convolution des distributions v. p.

On les suppose indéfiniment différentiables en dehors de l’origine ; et on peut

supposer C = 0 ~ soit k.~.~ ~ kp~ ~ ~ sans masse à l’origine : k. = v. p*~~
k2 = v. p. 

n 
= / i >e y) ~(y) une limite



x1 | x2(x) si 6 et ~~0 pour x ~ 0 ; cette limite x1 | x2 est homo-

gène de degré - n , = ~: &#x26;(Rn - {0}) elle
définit donc une "v. p~ : p. et

v, p.(~. JL = k. * k~ - C o ; k~ désignant la distribution v p.
(proposition 4) définie par 9tk~ ~ kJ= K. L~) . (On voit immédiatement par
Fourier qu’elle opère par convolution dans L2 ; de même dans LP d’après l’expesé
précédent)

DÉMONSTRATION. - Il est clair que les conditions à l’infini sont telles que

X.c ~ ~n existe. Existence de limite : soit cX=l au voisi-

nage de 0 ,

Des quatre termes ainsi apparus, le quatrième a évidemment une limite, le deuxième
et le troisième restent constants dès que 6 et ~ sont assez petits, car alors

c(x - y) = X(y) = 1 et d~= /~(~) do == 0 . Enfin la fonction

sous le premier signe d’intégration est intégrable : lorsqu’un facteur devient comne
02014L. l’autre devient O(jyj) . ,

|y|n

On vérifie facilement que la convergence est uniforme pour x dans un compact

de {o~. Donc X. -L~ est continue. On a ~fR~ - /b~ ) ~ ce 
nier point se vérifie directement : ~c ~ dérivée )C~ qui

converge uniformément connue ’K. ~- X~ ot nome mieux, lorsque 8 et n2014~0 on

applique alors un résultat classique. Hais cotte vérification est inutile : on va

obtenir autrement l’infinie dif.férentiabilité de X -L 03BA2 , sachant qu’elle est
limite uniforme : dans R - ~0~ ~ ’X J~.’~L est une fonction continue , donc



définit une distribution limite, toujours dans 03BA1~ * X .
On va montrer que 03BA1~ * 03BA2~ converge au sens des distributions vers

k. * kp en dehors de l’origine ; donc, dans R - {0} , k. * k2 et x1 | x2
sont égales comme distributions, donc comme fonctions puisque continues ; comme

(voir corollaire précédent) k. * k2 est p. " en notre sens, avec peut-être
en plus une masse à l’origine, dans R - {0} , k1 * k2 est homogène de degré
- n , indéfiniment différentiable, de moyenne nulle sur 03A9 ; il en est de même de

X~ X~ qui définit une v. p~ :

car k~ et k ~ 1 kp sont toutes deux homogènes de degré - n et égales en

dehors de l’origine.

est aussi petit qu’on veut) et les sont uniformément bornées (exposé
précédent) donc

presque partout et sont uniformément bornées dans L°° ; et, (LEBESGUE) la conver-

gence se fait dans L faible, donc dans $) faible-=:

2. Autre version du théorème de Calderon-Zygmund. ,

THÉORÈME 2 [1]). - Supposons que X définisse une "distribu-

tion v. p. 
" et de plus que 03BA(03C9) + X(- Lq pour un q vérifiant 1: 

Alors k * = v. p. 03BA ~ F(Mp) , (opère par convolution dans LP) et

DÉMONSTRATION.

1° Supposons d’abord )( impaire : ~t = - ’~ (- C~~ ~ Cf E: (,~ ;

On passe en coordonnées polaires ( ’~. homogène) :



pour calculer l’intégrale sur RH, on peut procéder d’après FUBINI par intégrations
successives en choisissant par exemple l’axe de ~.~ cornue axe des xl

(exposés ? et 3) C indépendant Donc
_ d, ,.., P

pour k~ * q converge uniformément vers k * CP ; car, 03C6 étant à

support compact, y) = f(x) + Ly x) avec x) (  M  0153

donc ~

Il en résulte immédiatement que, pour convergent vers
dans comme les kc forment un ensemble équicontinu dans ~(L~ ~ 

k est limite des k~ dans [l] .

2° Cas général. - On sépare les parties paire et impaire, de 03BA (co) . Il reste

donc à démontrer le théorème pour X(ùj) = ~(- ce) , K 6 d~) q > 1 ~

a. Supposons d’abord ’X indéfiniment différentiable. On va se ramener au cas de 03BA
impaire, en considérant X * r. y où t. est la distribution v. p. impaire :J J



On a F(rj) =X = C 03BEj |03BE| , impaire, donc (théorème 1), k * r. = v. p.[r. -L X] .J J ! w 20142014201420142014 J j

(Les rj * sont les noyaux de Riesz, ce sont des opétateurs dans Lp (théorème
de l’exposé 2) ;

Par Fourier , oh a ; ~ r . ~ r = C ~ .’ 
J J

On va montrer :

D’après les résultats obtenus pour X impaire :

Démontrons donc ( 0) j soit 0393 la couronne: 1 £ ) |x|  2 ; r .. * k est homogène,
il suffit donc de démontrer que Il r , i k Il  C Il X Il 

j 
. Soit:

J . r ) ’ 

est dans Lq (homogénéité) donc, r. * est dans Lq(Rn) et

Étudions r. dans t :
J c
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Or, si x et y sont dans les régions considérées, y) - r.(x)~ ~. C~y~
( C indépendant de ~ ) en passant en polaires, on a donc, dans JT ~

Le résultat s’ensuit.

b. Cas général : on régularise k par des éléments de ~ qui approchent k

dans Lq (.~.~ .

REMARQUE. - Le théorème 2 est encore vrai si l’on suppose

Voir d’autres résultats dans [4 j .
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