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MULTIPLICATEURS DE ¥ 1P

par Bernard MALGRANGE

Notations générales : x = (x; , «ev xn) désigne un point de R" )

T =(5,, 00, T, un point de l'espace dusl P” , les lettres désignant les
espaces fonctionnels usuels sont celles de [2] , F est 1'isomorphisme de Fourier
! 4
qui applique va sur ('_, E‘F 1'isomorphisme inverse ; si TS ,
5

FT = [exp(—i(x y T 3 ).Todx. FIP , TLPC'S;» ’
d S
. o T D - 6
est 1'imege par ¢ de L"(dx) , muni de la norme Hl.fﬂng = H%Hp

l. Généralités sue les multiplicateurs.

IEME. - FIP , F1P N F14 , (p,q# ® sont des espaces de distributions
normauxs ( FILP N F1L? est 1'espace vectoriel FIPN F1? mmi de 1a topologie
borne supérieure des topologies induites respectivement psr F i , F 13 )

. DEMONSTRATION. = On seit que F1Pc d’g avec une topologie plus fine, donec sa
topologie est plus fine que celle de C’é ; 11 en est de méme vour F P nF?,

I1 nous reste & démontrer que CC;_ est dense dans FIP(reap.. FIP N FLY) | Mais
Jx est dense dans LP(r £SPe P n Lq) s et sa topologie est plus fine que la to-
pologie induite par L? (respe P n Lq) « Il en est donc de méme pour tgf relative-

ment a Lp(resp. F1PN Equ) , et AS'E est un espace de distributions normsl.

Soit Kéi'D't « Considerons l'application kf-—;(!c-K (notée K ) de @g dans
! 2

DEFINITION. - Nous dirsns que K est un multiplicateur de FIP, 1 <p < + @,

si, pour Let@ y YeKE FLP, et si K se prolonge par continuité de FIP

dens FLP . ce prolongement est alors unique, FIP  ¢teant un espace de distribu-
tions norm:zle L'ensemble des multiplicateurs de FP sera noté JG

Désignons~le var K provisoirement. Si fé?Lp N FL et KCfm: n:ma
alors on peut considdirer .Kp(Lf)) et .Kq(;"i) FPN F12 est un espace de dis~
tributions normal, donc il existe une suite kFi d'éléments de telle que

1
\‘rl—%’f dens FIPN F1 ; done @K .Kp(kf?) dans (D} et de méme
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. q o P . . o 1M4ndice.
in K= X (({)) dans Cr)g , donc K ((f) Kq((f) Nous allons oublier 1'indice

Cas particuliers :

=2 3'L}2§ = Lgf ; mais 1l'espace des multiplicateurs de L? , cltest L®
m = Lm .
27 7%

p = 1 . Désignons par st 1 1l'ensemble des mesures de masse totale finie sur
R" . Nous allons montrer que ?ﬁtl :fmz-l « Soit '.Léiml ’ tf et xye@, alors:

xS =1 G gDl e Cflaphe gyl

donc par 1'inégalité de Holder | » est de type (p, p) (L<p s+ co) « D'ol
?:micfm: pour tout p . Inversement, si KC.")’TG1 , alors ona K€ ‘5 (car

pour toute (fzég , {X, f> f( Z)n[K((1+|§'|) ﬂf)]dg ) 3

donec K:?k, k » est de type (1 , 1

Soit f indéfiniment dérivahle dans @0 et gy & support compact dans ! 3

on a

v
[ Ckwgy £ D] = kwg »£(0)] <A lg lly- sup [f&)]
x¢ R™
si A est la norme de k » o Si les g; tendent vers 0 dans G)' avec

”gi ”1 $1, kx*xg —k dons ) , d'ou

{ktg yf) = (k,f> et | <k, D] sadlell

.k se prolonge en une forme lindaire continue sur C (RY 1ltespave des fonctions
continues sur R" nulles & 1'infini, de méme norme. ké‘,’ﬁ. 1

Dﬂ’l=g'ml .
Cas général :
Soit q:pi(-l-+}-.)=1 p#£l, o .

L'inégalité de Hélfer montre que K&IG <':~>K€ I, . Soit alers F.x 1'appli-
cation 45' —IPN1P adduite par F ae l'appllcazn.on 5§ TP ngP .

FK ~se prolonge en une applicetien continue 1P >1P et une appligation continue
P'— P 3 done (RIESZ-THORIN) en une application 17 —>1? pour p <q < p' ; done
KC% « En particulier, (3 =2) : XK€ E® , donc XK€ 5 « On voit alors immé-

diatemen‘b que 1l'opérateur F.K est 1'opérateur de convolutlon par k = g K3
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et on volt emcore ceci : si K % 9T(7p , Kze{ﬁ‘b » K, K, (défini comme fonction

de L®) est dans %p et 1'opérateur (K, K) est égala (K)o (.K) »

PROPOSITION 1. - Onanour 1< p < + @ les inglusions Jfbl c an,pc o, 3 3{772
ogt 1'algdbra L® :)?Zap est une sous-algdbre de Jlb, ; Jb; est 1'zlgsbre des

fonetions continues, trsnsformées de Fourier des mesuees de masse totale finie.

2. Un théoréme de CALDEROH-ZYGIUND.

Ce théoréme coractérise certains éléments de 1l'aelgebre ﬂ Spr qui ne sont
+o>xp )l

pas dans Sfbl o Le théoreme d'interpolation de Marcinkiewicz assureque si K & L®
et si FK % est de type faible (1, 1) , alors FK » est de type (p , p) pour

1 «p ¢2 done (proposition 1) K & m o« Le théoréme qui suit va donner
+to>pol ‘

des conditions suffisantes pour que FK soit de type faible (1, 1) . Le mode
d'exposition suivi est dff & JORMANDER (non publié) .

LEMME 1 (F. RIESZ, CAIDERéN-ZYGI/HJND). - Soit f & L1 et z >0 ; alors il existe
g € Ll et he L1 , une suite de cubes ouverts disjoints Ip » tels que (posant

O =UI ) onait :
pp —
10 = g:g+h 3

o g lly < lielly

20 mes D¢z |t ||,
3° g | '\< 2",z  presque partout (p. p.)

4° h(x) =0 en dehors de (O et ﬁ hedx = 0 pour tout p .
P

D’éMONSTRATION «~ Considérons un résesu de cubes satisfaisant & la condition que leur
volume soit > -lz-lif I, + Un cube de ce résesu sers dit d'ordre 1 . Subdivisons
chaque ar&te cn deux p-rties égnles, chmcun de nos deux cubes donne naissance 3 deux
nouveaux gubes qui seront dits d'ordre 2 , et ainsi de suite indifiniment. Les cubes
obtenus par 12 k - l-idme nouvelle subdivision seront dits d'ordre k « 0 sera la
reunion des cubes ouverts sur lesquels 1: moyenne de f est > z . Un cube d'ordre
h sera un des cubes Ip s'il n'est pas contenu d:zns un cube d'ordre plus petit
de © ., 0=UU1I .

P p

Alors :
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1° en dehors de O , If| £ 2 p. p. En effet, s'il n'en est pas zinsi, il existe
un &€ >0 et un ensemble rk de mesure positive inclus dans C@ sur lequel
]fl > 2.(1 +2€) « Meis alors presque tous les points de p sont des points de
densité o On pourra donc trouver un point de densité de 28 n'appartenant
a4 aucune des faces de nos subdivisions. En un tel point, soit X, les cubes de
la subdivision contenant X forment une base des voisinages de X, » donc on trou-

vera un cube | de la subd ivision sur lequel 1z densité de r,L est supérieure &

-I—%-;—; , donc f]f]dx 2% ii%c" contrairement & lo définition de @ . Nous

prendrons en dehors de O , g=f et h=0.,
2° sur I 1= moyenne de If] est >z,

Mais sur le cube d'ordre strictement infdlricur a Ip qui le contient (et qui exis-
te gréce & 1s premidre conditien imposée sur le résesu), elle lui est inférieure ou

égale, d'ol :

-~

(&) | zemes Ip < ‘/I |f].dx g 2" z.mes Ip .

Si x €Ip , hous poserons g(x) = [mes(Ip)Tl /I‘ f(x).dx et h=f~g; alors,
P
tenant compte de (A), 3°, 4° et 193. sont bien vérifiés par cette construction. I1

teste & voir 19b. et 2°.

i
Cn 2 mes Ip<—5. f |f].dx d'ou, les Ip ¢tant disjoints,
P

mes (9 < z*nes.t <—i— " .dxsl;'liflll )

2° est bien vérifié.

Pour 1°b. on 2 ¢

f =Jéo /lg].dx:
/; igledx (mesI [If(x)ldx)

P

d'ou / odx £
o ‘EI ../

monstration du lemme .O

/ lg[.dx
0

et

lell, < ll£ll; » ce qui achéve la aé-

/ \ 1]
THEOREIE. - Soit ke J_ , si

1° dans R® - {0} , k est une fonction localement intégrable
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2° il existe U voisinage de O dans ", un compact M contenant W , et

une constante C > 0 , tels quc, si on pose k (x) = ( ) , on ait pour tout
t >0 J[ ]k (x=-y - ky (x) |.dx ¢ C pour tout y e;Zb .
3 k= FK ou K eL®,

alors k » est de type faible (1 , 1)

DEMONSTRATIONs = D'zbord k # opere de LéD dans Lioc , puisqu'il opére méme de

L2 dons L2 .

Soit f €1IQD , €t 2 >0 ; nous décomposons f en g + h suivant les spécifica-
tions du lemme. g et h avpartiennent a Lén car leur support est certainement
inclus dans le réunion des cubes dtordre 1 qui rencontrent le support de f « On a
donc k*f=k+g+kx*xhoe

1° Btude de k » g .

Nous allons utiliser 1'hypothése 3° du théoreme.

2 ~
le 112 =/1g1<.dx szn.z/:gx.ax <Pallell

d'ou
e x g 12 <cy- el €0p-2%z lle lly < 0p2% . JIg |l
=1 Fxll -
c,.2"
(o) mes {Xl|1<*€(X)i22}$-§-2—l]k*g{|§$ e,

20 Btude de k # h .

Soit w, la fonction caractéristique de Ip , €t hp =.cgb.h . Nous ne faisons

qu'affaibli; les hypothéses du théoreme, remsrquant que M peut €tre remplacé par
n'importe lequel de ses homothétiques, si nous supposons que M est le cube compact
centré & ltorigine et dont l'eréte a pour longueur 1 , et U wun cube ouvert centrsd
lui-méme & 1'origine, d'aréte suffisamment petite d < 1 . Soit I; le cube homothé-

tique de Ip par repport a son centre xp y dans le rapport é-.

LEMME 2. - Soit k satisfaisant aux hypothdses du théoréme et {it.L telle que

fz(x) dx = 0 , & support dens un cube I centré & l'origine. Aloes, en dehors de

T 1
I, k*& appertienta L} @ =(21) ,et ex €l ;ccllelly ;-

/
DEMONSTRATION. - Si Lfe:db appartient & D) , on a

<k*‘Q-y\f> = <kx®'€(Y)"—f(X+Y)> H

meis les hypothéses géométriques faites assurent qu'au voisinage de 1'intersection
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1timage réciproque du support de 4 par la projection (x , y) =y , et du support
de kf(x +73) < ® £ (y) est intégroble. On 2 done k » (x) = ﬁ{(x - PE(y) dy
sur J . Et encore 3

~=- k*4(x) = _/r[k(x -5 - k® 1. L€ .ay
d'on

/ |k * {(x)] dx :fxl[[k(x -y - k(x)]. e(y) dy |
/lk*@(x)]dx <L.j{(y)ldy .

Effectuons 1a translatlon - X_ , nous nous ramenons au lemme avec h_(x - xp) =/ (%)
2
fn dehors de I on & donc [|k #h | dx <C. [|h | dx . h:Zh dens L
p P P D P

d'ol k #h :Zk * b Donc sur tout compact G de C@' (o = UIE')) on a
P

e *nlly o< C(z_,lhldx) <colnllyscilell,
p

Cette inégalité est donc vraie sur C(’)' + On en tire :

[mes {x|x F0 5 [k n@|>2}14 2lie ),

L el
et comme (mes (') ¢ - — on en déduit
d
C
(p) (mes x| e »nG | > 2 )7 ¢ 2 Izl

ou 02 ne dépend pas de z meis seulement de C , M et W » La conjonction des
indgalités (o) et (/3) donnera le résultat.

EXEMPLES. - Tout keL' répond sux conditions avee C £2. ||k ”1 .

1° Gas ¢! une veriable : k = vp-}l-c- , T (vp -}l?) = - iT?’.sgng. vp est homogéne de

degré -1 , on ve vérifier les hypothéses pour t =1 .

r~
1 l . 1
| - =] dx £ 2 log 2 si lyl < 5 -
/leal o 2

Mais on a en fait, dens 1'exposé précédent, démontré un théoréme d'interpolation
de Marcinkiewicz "uniforme", c'est-a-dire que : Sl T est de type faible % ’ é—)
avec une constante C1 et de type faible (/3 /-,- avec une constante 02 alors T

1.

est du type ordinsire (—;— s -8-) pour tous les Y
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It 1l

¥

o=t o +(1—t)j«" et anH_I_SC(X;cl,cz).

g

De méme, le théoréme de cet exposé szdmet une généraligrtion snalogue.
'
Si des kié. 5 , qui satisfont & 1° satisfont & 2° de fagoy uniforme, c'est-a-
dire s'il existe ¥, 1M, et C indépendents des i tels que

‘[CM Iki,t(x- Y) - ki,t(X) l’dx é c

si telh, et a3° clostddire || Fkyll, < ¥ les k; sont de type
feible (1 , 1) =vec une méme constaucte C . En conséquence, dans tout 3%13 y les
F k. forment une famille bornée (équicontinue) .

(Nous avons noté dans le cours de lo démonstretion les varisbles dont dépendaient
les constantes ; pour n fixé, ce sont W, ¥, C et N ).

1 .
APPLICATION. - Soit k= ff six[>€ k =k dans .fc (1P , LP) . En effet s
0 si |x|¢€
~ b . - (sgn§). o
(&) les ke =- j —S-—l-ri}-c—i-}-(- dx = - sin u %}- sont bornés dans leur
ensemble. £ £/ )i‘ -

(B) 11 exiiste C indépendsnt de & et t tel que

flxbt

si |y| « g (vérificstion immédiate) .

e (x - ) - kg (x) |.dx &¢C

(C) Sur un ensemble psrtout dense, & sowoir @) y kg 4 =k » (]L .
(A) et (B) assurent que les kg foruent une partie équicontinue de /C(Lp , 1P,

(C) implique donc la convergence des X, vers k dans .CC(LP ’ ) .

o

x
o - B 1 ) 1 .
2 1{_,\rp—-——-----—-ﬂ+l . De k"_n-l ES = on tire
x| 1 x|
(1)
r“ﬁ') §1
K=1i7 ———

RN !
reth” Izl
K &€ ch et k satisfait aux hypothéses 1° et 2° du théoréme (vérificetion immédiate) .
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