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DIVISION DES DISTRIBUTIONS
IV s+ APPLICATIONS

par Bernard MALGRANGE

le Idéoux de fonctions diffdrentiables.

Rappelons d'abord un théoréme dd & WHITNEY ([5] , [2]) 3 Soit Q wun ouvert
CR" et § uniddal forméde & ; pour aeQ , désignons par ¥, 1'idéal en-

gendré par 8 dans l'anneau des développements limités & 1l'ordre r en a . Alors,

la collection des 3,9 a€Q détermine 3 (i. e. 81 3' , idéal fermé, vérifie

Voa,3) =3, ,omc:38 =3) .

Le passage & T = + o est immédiat (dans ce cas, les 3, seront des idéaux de
séries formelles)+ Notons par ailleurs que les démonstrations s'appliquent sans
changement lorsqu'on remplace "idéal de {;Q " par "sous-module de [é;Q ]p s P e“ll".

Soient alors f::LJ. Qgigp, 1gjg<q des fonctions analytiques dans Q ,
et posons Fj = (flj y sos fpj) ; soit M le sous-module de [SQ]p engendré par
les F, « Je dis que W est fermé : en effet, T est 1'image de [SQ]q dans
[SQJP par 1'application F & (§; , ovs ,q;q) - 2 Fj Yy 5 comne &, est un es-
pace (5) il suffit de démontrer que 1l'application transposée F!' de F a son
image fermée ;3 ar, F! est 1'application [B‘Q]p - [S'Q]q définie par

(8 5 o0y Sp) - (Zf:,".j Si) et le théoréme 1, exposés 23 et 24, montre aussi-
8t notre assertion.

Appliquons maintenant le théoréme de Whitney : pour que ¢ e [Sg:lq appartienne
& M, il faut et il suffit que, V ae Q , la série de Taylor ¢, de @ appar-
tienne a ma 3 or cela équivaut a dire qu'il existe des séries formelles l]Jj a tel-
. »

1
les qulon ait & =2 F, .
q ait & ¥,0 .0 )

Par conséquent, nous avons démontré le théordme suivant &

THEOREME 1. — Pour que ® soit combinaison lindaire , & coefficients e 5{) ‘des
Fj s il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifide

En tout point a e Q , le développement de Taylor de & est combinaison lindaire

& coefficients séries formelles des développements de Taylor des Fj .

(l) Puisque, d'aprés un théoréme classique de BOREL, il existe toujours une fonc-
tion indéfiniment dérivable ayant en un point donné une série de Taylor donndes
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2+ Platitude de certnins modulcs |
Rappalons une définition [4]e

DEFINITION 1. — Soit A un anneau (commutatif, avec élément unité) et M un
A=module (2) o On dit que M est plat si, pour tout A-module N et tout sous A-
module N!' de N , 1l'application canonique M@A Nt o M@A N est injective.

On vérifie élémentairement qu'il suffit que cette propriété soit wvraie lorsque
N=4, N* =3 idéal de A . On voit alors facilement que la définition 1 équi-

vaut & la propriété suivante :

(R) Soient a, 'y eee , 8, des éléments de A , et (m 5 eee mp) e M une
relation entre les a, A coefficients dans M (i. e. > a; my = 0) . Il existe
des bijeA (l<igp, 1gi<a, qael) ot des an_M tels qu'on ait @

1° v i, (bl.’j y see bpj) est une relation entre les a; e

° VvV i =
2 i, m Zbijnj

(Autrement dit, "les relations entre les &y 4 coefficients dens M , sont en-

gendrées par les relations & coefficients dans A ") .

REMARQUES.,
1©Si M est un A-module plat, V nelN, M? ltest aussi (évident) s

2° 81 B est un sur-anneau d¢ A , plat en tant que A-module, et si M est un
B-module plat, M est un A-module plat (évident, avec () )e

3° Si 1t'on a une suite exacte de A-modules ¢
0 - M 5o M o M 4 O

et si M et M' sont plats, M' est plat (facile avec (R) , ou la suite exacte
des Tor) .

EXEMPIES. - Désiignons par NIL[XI y eoe o Xn]_ (respe R[[X; 5 veery Xn]] s TESpe
&Xl 9 eee Xn}) 1'anneau des polyn8mes (resp. des séries formelles, resp. des
séries convergentes) & n indétermindes, & coefficients réels, et de mfme avec
'g~ au lieu de B 3 1'un quelconque de ces anneanx est plat sur ceux des autres qu'il

contient (pour la démonstration, voir par exemple [4], /ppendice ; on passe par

(2) Less modules seront toujours supposés unitaires (i.e. V xeM, lx=x .
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1tintermédiaire des fonctions ratiomnelles réguliéres en O , i. e. de la forme
% , P et Q polyndmes, avec Q(0) #0 , lesquelles forment évidemment un mo-

dule plat sur les polyndmes).
Le théorémc suivant répond & une question posée par SERRE [3] :

THF_:OREME 2 = Soit' E;O (resg. a ) 1'anneau des germes de fonctions indéfini-
ment () différentizbles (respe analythues réelles) & 1'origine dans R
(n entier =0) ; &, &st un O -module plate

DEMONSTRATION. = Pour a eﬁli‘n , désignons par aa 1'anneau des germes de fonc-
tions analytiques réelles au voisinage de a o Soient £ 9 000y £ des fonciions
analytiques réelles dans un voisinage de 1l'origine ; d'aprés le théoréme d'Oka, il
existe desd G = (glj gy s0e gpj) pour 1< j € q , analytiques réelles au voisi-
nage de l'orlgine, vérifiant Vv j Z gi 1 = 0 , et possédant la propriété sui-
vante 2 en tout point a assez vo:Lsin de 0 s les Gj a&- engendrent les relations
entre les fi & coefficients dans & o Soient alors P5 s 1 £ig p des foncticns
différentiables au voisinage de O , vérifiant Z‘Pi fi =0 ; en tout point a assez
voisin de O , les séries de Taylor 95,8 des ¢ vérifient évidemment $
2 Lpl,a fi 0 = 0 « Comme les séries formelles forment un module plat sur les séries
convergentes (exemple cl-dessus), il en résulte que (cpl ,a ece o (p pya ) ast coelB-
binaison linéaire des Gj,

il en résulte que (q)l 9 ses (p ) est, au voisinage de O , combinaison lindaire

& coefficients séries formelles. Dtaprés le théoréme 1,

des G a coefficients dlffc.rentlables, et le théoréme est démontrde

Soit maintenant O 1'anneau des germes de fonctions analytiqies complexes au
voisinage de O dans Cn ; disons qu'une fonction différentiable ¢ au voisinage
de O dans ‘gf est "partiellement holomorphe en z; 5 eee 5z " ob ¢erivons $
(pePkG si elle vérdfic, pour 1< i<k Sf- Oe Pour k=0, PkO est
l'anneau des germes de fonctions différentiablesiau voisinage de O dans &n et
11 résulte aussit8t du théoréme 2 (plus la remarque 2 et un "passage du réel au
complexe" évident) que PO © est un O-mcdule plate Considérons alors la suite

de o-modules (0K k<n=1) ()

0 -)Pk+10 -’PkO -’Pk@-’O

ol la seconde application est 1'injection, et la troisidme est l'application @

(3) Dans la suite, nous omettrons le mot "indéfiniment®.
(4) la présentation qui suit est due & J.-Pe SERRE,
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P - —__—aﬂ- o I1 résulte de 1tintégrale de Cauchy que cette application est sur—
azk-v-l

jective, et que, par conséquent, le suite précédente est exactes Une récurrence sur

k , et la remarque 3 montrént alors le résultat suivant, qui répond & une gquestion

posée par ATIYAH

LY
THE'OREIVE 2 bise = P, O est un O-module plate

k

REMARQUE. -~ Si 1'on appelle "partiellement analytique réel en X g oeee 9 X
dans .&? " un germe de fonction différentiable au voisinage de O prolongeable
en un germe de fonction partiellemsat holcmorphe en Z, .;, » % dans ,gfl
(zj = xj + iyj) s en repassant du complexe au réel, on trouve aussitdt que les ger-

mes partiellement anslytiques réels en Xy g ooy Xy forment un l‘lo-module plate.

Par contre, je ne sais pas si, pour k<3 <n , Pk O est un PJL O-mcdule plat
(ni 1'analogue analytique rdéel).

3¢ Equations aux dérivées partielles & coefficients constants dans S' .

Soient Pij (1< 1 <psj 1<3j <q) des polynfmes en (xl g see xn) e,&n 3
posons Pi = (Pil y eeo o Piq) e Soit Q un ouvert cjjl 3 le théoreéme 1, exposés
23 et 24, jcint au fait que les germes de fonctions analytiques en un point forment
un module plat sur les polynlmes, montre ceci & pour gue (‘I.‘1 9 e Tp) € [@'Q]p

soit de la forme 2 Pij Sj , (Sj) e [@?Q]q , i1 faut et il suffit que toute rela-
i

tion & coefficients polynfmes entre les Pi soit une relation entre les Ti .

. n <y 42
Prenons meintenant 0 =B et supposons que, outre les conditionms précdédentes,

e

on ait V i, Ti € 8' ; montrons que l'on peut prendre les Sj dans 8! . Pour

cela, nous roisonnerons comme [1] [ome 2, p, 152-154),

4

n . . . B nowma
Plongeons 3\' dans l'espace projectif Nfin@a et soient 19 % Tp des pri-
longements de T, , +eu , Tp a «f.n'@’\)' 3 11 suffit de trouver des distributions Sj
sur &n@ dont la restriction a E? vérifie les équations proposdese Pour cela,
on peut raisonner localement : plagons-nous par exemple dens llouvert Q 1 complé=
mentaire de 1'hyperplan (projcctif) x, = 0, muni dos coordonnées

locales (x'1 y see o x’n) définies dans Q, n,@jl par

xl:

4]
I\)N
I
)
-
.
-
1
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Notre systéme d'équations s'éerit

x! x!
1 2 Ny= _+w . n .. '
ZPij(-}-{-r-,;{-lr s ses ,mxl Sj.-Ti dans @, n R (i+ es pour x} £0) .

ou, aprés multiplication par une puissance convenable de xi

ZQij (xi y o0e xgl) 'E":'j :"i"i pour x| £0 (Qij = des polyn8mes)

Or, pour x{ #0 , nous savons que les conditions de compatibilité de notre sys-
téme sont vérifides ; le théoréme 1 bis des exposés 23 et 24 montre alors l'existence

des 'STJ € @'Ql vérifiant les équations vowlues.

Par transformation de Fourier, on obtient @

THEOREIE 3. = les by (lsigp; 1gJgao Sbant des opérateurs différen-

tiels & coefficients constants dans R" » &t les T, des distributions ¢ 8' ,
pour qu'il existe des Sj e g vérifiant 2 Dij Sj =T, , il fant et i1 suffit

gue la condition suivante soit vérifiée : toute relation entre les Di= (Dﬂ goes ,Di(g
a4 coefficients Popérateurs différentiels & coefficients constants" est une relation

entre les: Tj o

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer les résultats analogues aux théorémes
1 et 2 que 1'on obtient & partir de ce qui préeéde, (en remplagant "fonctions ana-
lytiques" par "polyndmes" et"différentiable" par "es") , et ceux que l'on en dé-

duit par transformation de Fourier,
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