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Séminaire SCHUARTZ 23-01
4e année, 1959/60, n° 23-24 17 o424 mal 1960

DIVISION DES DISTRIBUTIONS
’ A}
IIT : IE THEOREME PRINCIPAL

par Bernard MALGRANGE

Introduction.

Soit  un ouvert contenu dans '\I}f ; désignons par CXQ 1tanneau des fonctions
analytiques réelles dans Q , et par aa 1'anneau des germes de fonctions analy-
tiques réelles en aeQ ; pour fe GQ s nous noterons fa (e aa) le germe de
f au peint a (quelquefois, nous omettrons 1'indice a si aucune confusion n'est

possible) .

Soient fije (S igp, 15iL q) 3 posons Fi = (fil g vee fiq) .
Rappelons qu'une "relation (analytique) entre les Fi au point a " est un systé-
me I = (y1 g eee 5 Y ) de germes appartenant & aa tels qu'on ait ¢

1

Puisque G‘a est noethérien, le aa-module ma des relations entre les Fi en
a possede un systéme fini de générateurs rt g ove r'™ ; soient Gt g so0 ¢

[c = (g’i ) oo g};) y 1<2 < m] un systéme de fonctions analytiques au voisi-

~ ~

nage de a , tels qu'on ait : Gi =1"B' « Rappelons le résultat suivant, que nous

utiliserons (proposition 2)

4 8 .
THEOREME d'Oka (voir [1] ou [4])s - Pour tout be Q assez voisin de a , les
. our tout , e85
Gb d.b engendrent mb .

Cela rappelé, voici le théoréme que nous allons démontrer @

4 b )
TEEOREME 1 (Division des distributions"). - Soient Ty s oee Tp des distribu~

tions apvartenant & 6)('1 (respe 8('}) ; pour gu'il existe § eee .S €M
19 ’ g

Q
(resp. &) vérifiant, V. i : 2 fij Sj =T, 5 il faut et il suffit que la con-

dition suivante soit vérifiéde : J.

© ; fij) V aeQ, pour toute relation (g 5 ooe s gp) entre les F, au voi~

sinage de a , ona 2 g; T; = 0 au voisinage de a .

i

(") Si les y, sont des fonctions analytiques dans un voisinage de a (resp.
dans g) ,) on pa%lera de mféme de "relations au voisinage de a " (resp. "relations
dans " .
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REMARQUES .
19 Les énoncés relatifs a Ed et (Dd se raménent immédiatement 1ltun & 1l'autre
(partition de 1'unité).

2° Les "théorémes =~ ct B M dec la théorie des faisceaux analytiques cohérents
montrent qu'il suffirait, & la place de (C) , de la condition suivantc, en appa-

rencc plus faible

"S1 (g 5 eee gp) est une relation entre Fy , «ev Fp dans Q , on a

2 g

— !
s Ti =0n",

Nous n'aurons pas & nous servir de ce faite

1. Remarques sur la condition (C) .

A. Munissons GQ de la topologic de limite inductive des cspeces de fonctions
holomorphes dans les voisinages ouverts complexes de Q (ces derniers espaces é-
tant, comme d'habitude, munis de 1la topologie dc la convergence uniforme sur tout
compact) , et désignons par @t le dual faible dec ¢, « Evidemment, on a e cy,

et le théoréme de Hahn-Banach entrafne immédiatement le résultat suivant @

PROPOSITION 1. - Les systémes (2 £, 8,) , S, e & sont [0 TP~denses dans les
(Ty 9 eor » T ) € [gQ]p qui vorif‘.’lcnt (C 3 fij

Nous aurons besoin d'unc forme renforcée de cectte proposition ¢ donnons-nous, ou-

tre les F; , des fonctions h, e g, (L £2<m , et envisageons lo systéme d'é-
quations suivant :

(?fl =Ty, Vi
!
!hS: 0, V (§,2) .

Nous dirons que (T, 4 «ve , Tp) vérific la condition (C! ; £33 hy) silo
systéme formé de T, , «eu , Tp ct qm fois O vérifie (C ; nouveau systéme).

Nous avons alors @

PROPOSITION 1 bise = Les systémes (2 fij Sj) avec SJ. €& ot h, Sj =0

J
(1 Liga, 1gtL m) sont [G(')]p-denses dans les systémes

Crl y see TF)e [S&]p qui vérifient (CU 3 fij 3 hz) .

3
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Pour ne pas alourdir les notations, nous supposerons m =1 , et éerirons h
pour h1 « Raisonnons par dualité : Soit (g y sos 5 g) un systéme de fonctions
€ qy telles que, V (3, , +-. , S ) € [8']q vérifiant, V (j ,2) , h, S:J =0,

on ait ¢ 2 f, g. S, =0 ; tout rev:Lent 3 démontrer que l'cna 2 gy T =0

1, B
lorsque (T, 5 eee Tp) vérifie (C' ; fij ; hz) . I1 suffit d'établir ce résul-
tat au voisinage de tout point a €Q 3 et, pour cela, d'établir qu'il existe
(9 5 oo (pq) € & tels que (g 4 +oe B, 9 91 9 *0e (pq) soit une relation
en a entre F, ,...,Fp, (hy0, 600 30 4,000, (0, e00 y 0, h) ; autre-
ment dit que 2 g F 3 est dans le sous-da-module de [ﬂa]q cngendré par

(h,O,... ,0),...,(0,... ,O,h).

D'aprés un théoréme classique de KRULL (voir par exemple [6]), il suffit ,
Vr € N, d'établir la propriété précédente modulo les fonctions nulles ainsi que
leurs dérivées d'ordre <r en a , autrement dit dans l'espnce des développements
limités & 1l'ordre r en A . Or ce dernier espace est de dimcnsion finie, et son
dual est 1l'espace des distributions d'ordre < r de support a ¢ notre assertion
résulte donc immédintement, par dualité, de 1'hypothése (appliquée & des S s
distributions d'ordre .<r de support a ) .

B. Reprenons les hypothéses du théoréme 1 ; soit W wun fermé c Q et supposons
que (T1 y soe Tp) vérifie la condition (C ; fij) dans Q - W ; supposons en
outre qu'il existe hy , «+s , b € &, tels que, V (i, £) , on ait hy T, =0.

FROPOSITION 2. -~ @, dtant un ouvert relativement compact dans Q , il existe

relN tel que, dans @ -W, (T, , ..., T) vérifie (C' ; f ) (Wotons

qu'en général, on ne peut pas prendre r =1 ) .

En raisonnant par récurrence sur m , on se roméne immédintement & m=1 , et on
éerit encore h pour hy . Par Borel-Lebesgue, il suffit, V a eT)l , de démon~
trer le résultat dans un voisinage ouvert de a 3 pour celn, établissons le lemme

suivant

IEITE 1. - Il existe r e’\l\L tel que les relations en a entre

Figeeny Fp y (5,0, oin 3 0) 5 eeey (O, eos , 0, n) soient engendrées
par

1° Ies relntions ot les q de.niers coefficients sont nuls (is ee les relations
entre F, , ... , Fp)
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20 Les relations ot les p premiers coefficients sont divisibles par h .

Le lemme 1 entrafne bien 1la proposition 2 puisque, d'aprds le théoréme d'Oka

il sera encore vrai avec le mfme r en tout point b d'un voisinage ouvert Qa

de a ; et, pour un tel r , la proposition 2 est alors évidemment vrazie dans
Q -W.

Pour démontrer le lemme, introduisons, V s e~1\l le sous (fla-module ms de

. s s .
[G.a]q formé des (py 5 ooe ,q)q) tels que (p; h 5 oeo 9 h)) soit dans le
aa-module engendré par F1 g see Fp 3 on a évidemment msc ms+1 ; comme aa
est noethérien, la suite des JTLS est stationnaire, d'ol l'existence d'un entier
r tel quton ait mr-l = mr ¢ et r répond & la question, commec on le vérifie aus=

sitBte

2, Distributions portées par une sous-variété.

Soit U un ouvert borné de Alik ©O<k<n) ,et X des fonctions continues

k+2
dans U (1< ¢ <n-k) ; considérons ln sous-variété localement fermée V de j}f

définie par les équations @

)Ck.'.a = Xk+f, (Xl 9 eve Xk) e
Nous utiliserons les notations suivantes x = (x , oeo , xn) ’
Pr X = x' = (}Cl g ove }Ck) 9 x!" = (}:k-i-l 9 seo xn) 9 X = (Xk-'l']. 9 oeeo Xn) ’

"U’= ux'&n—k .

Supposons les Xk+£ bornées et appartenant Ou (cf+ exposé 21), et soit T
une distribution d'ordre fini dans % , de support contenu dans V ; on sait que
T se décompose en une somme finie de dérivées p-r rapport & xM d'extensioné a
4 de distributions appartenant 2 oY [5] ; plus précisément (en prenant

X; g eee y X coOmme coordornées sur V) : il existe des distributions @s € 0

n-k :
(s e N77°) , nulles sauf un nombre fini, telles que, si 1l'on définit @s € X par
e U

la formule
v q;e&)a,, (Qs ,q>>=<@s y (x! , X(x1)))
on ait

S~
(1) T.—.ZSD ® .
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On vérifie facilement que les @S sont uniques, et sont donnés par

(2 v opet,, (o ,¢=(, -S-l—z[X(x') - x7° p(x1))

Si maintenant f est une fonction appartenant & 8ﬁ s la décomposition de fT

résulte immédiatement des formules suivantes @
~ f"’“‘—“..—-’/
(3) £f9o = f(x' , X(x')) Cg (évident)

~

() (05 8) =2 1 e el 0.8 @,

(Conséquenée fagile de la formule de Leibniz, voir dans [3] le déteil des calculs).

Supposons en outre T e ®! (cf. exposé 21) 3 comme V est borné, T est ndces-
sairement d'ordre fini, et le résultat précédent s'appliques De plus, des formules
(1) et (2), on déduit le résultat suivant

PROPOSITION 3+ = "Te @! " <> "V g, Cg e @ﬁ "o,
U A
(Pour démontrer cette propostion, on utilise le criteére d'appartenance a @ﬁ ’

exposé 21, page 4. Nous laissons les détails au lecteur).

REMARQUE importante. - Si 1'on suppose en outre les Xk+£ quasi-hdldériennes,

tout T e @% s & support dans V , admet un prolongement T e @'n & support dans
R ~
7 .En effet, on sait que. T admet un prolongement & support dans V y bl ; 1a

derniére hypothése impliquent que V est régulidrement séparé de ba:, il suffit

d'appliquer le théoréme 2, exposé 21.

3. Démonstration du thécréme 1.

Hous allons établir un résultat un peu plus fort (en apparence j il rdésulterait fo-

cilement du théoréme 1 et de 1a proposition 2)

’ .
THEOREIE 1 bise - Conservons les notations du théoréme 1 ; soient V et W deux

sous-ensembles an~lytiques de Q , et supposons ceci @

10 (T1 g eee TF) € [Qé]p a son support dons V .

22 ATy 5 eee Tp) vérifie (C ; fij) dans Q =W .

Alors, il existe (S, , +.. , Sq) e [Qijq » & support dans V , tel que, dnns

Q=W , on ait ? fij Sj = Ti .
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I1 suffit de démontrer ce théoréme au voisinage de tout pointde ( ; nous
nous placerons donc dans la suite dans un voisinage ouvert de O , que nous note-
rons encore Q et que nous restreindrons (explicitement ou non) chaque fois que

cela sera nécessaire.

Soit Vo

VO =g , le théoréme est trivial ; nous allons donc le démontrer par récurrence,

en le supposant acquis pour O , «es , k =1

le germe de V en O , et posons dimVo=qui k==1,13s eo si

On peut évidemment, en remplagant au besoin W par Vn W , supposer qu'on a
W ¢V ; montrons qu'on peut nussi supposer dim WO < k : soit en effet Vé 1a réu-
nion des composantes irréductibles de Vy qui sont contenues dnns WO sy €t Vg
la réunion des autres composantes irréductibles de VO ; et soit V' (resp. V")

un représentant de V4 (resp. VB) dans Q ; on peut écrire
Ty 5 oee Tp) = (T 5 eee TI')) + (T8 5 eee Tg) ’

les T' (resps les T" ) ayant leur support dans V' (resp. V" ) [exposé 21,
théoréme 2, et exposé 22, corollaire 2]. Il suffit de remplacer V par V', W

par W V' , et les T par les T" pour sc ramener 3 la situation cherchée.

Ceci posé, nous allons établir le résultat suivant s

(R) Il existe un ensemble analyticuc Uc V , avec Wc U , dim Uy <k et

a . Sat e -
(S1 y see Sq) € [(Dg'}] tel que, dans Q - U , on ait ¢ % fij Sj = Ti ¢ Alors, nous

gorons ramenés gu théoréme 1 bis pour U , lequel est vrai par hypothése de récur-

rence, et le théoréme sera démontré.

Pour établir (R), nous pouvons supposer VO irréductible, par un raisonnement

de décomposition des T analogue & celui qui vient d'8tre fait ; reprenons alors,
aprés avoir fait éventuellement un changement linénire de coordonnées, les notations
de 1l'exposé 22, paragraphe 2 (sauf que E est noté ici Vo et &, & ) . Soit
Q' un voisinage ouvert de O dans Rk 3 81 Q' est assez petit, il existe un voi~-
sinage ouvert de O dans g~k ’ 303 ' tel qu'on ait Q' x M c Q et que 1'en~-

n~-k

semble des (x5 eev 5 X ) e R, solution de

P(xk+1;x1"” ,xk)zo,'
Rk%(xk% 5% 5 000 5, 1) =0 avec (X 5 eee xk)e Q
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soit contenu dans Q" et y soit relativement comprct 3 dans le suite, nous res-

treindrons Q en le prenant égal a Q' x Q" .

Soit D' 1l'ensemble des zéros de A (= discriminant de P ) dans Q' , et soit
(1 €agdegP ) ltensemble (ouvert et fermé dans Q' - D!') des
x! = (Jc1 y see xk) e Q' = D' tels que 1'équation

P(z;xl,...,xk):o

ait > a racines réelles (qui seront nécessairement distinctes) ; posons, comme

au paragraphe 2, pour X = (X; , v+ xn) e

x'=prx:(x1,...,xk), x":(}cl{+1,...,xn);
posons encore

D= @)V, Q =Qxom .

Soit X la fonction qui, & x' € Q& , fait correspondre la o-iéme racine de

k+1
P(z ; x') (on les range, par exemple, par ordre croissant), et posons

Qg O ) 5 %)

(R<t<n -k .
Pt (X, (x') 5 x')

Xiw(x') =

3 Ve . - — '
Soit V 1llensemble des x € Q vérifiant x'e Q! et }cl{+£~1§+z(x) pour

1<2<n-%k [enabrégé: x"= x%x1)] .

IEMME 2+ -~ Les Va sont réguliérement séparés les uns des autres par D au voi-

sinage de 0-(5).

Prenons en effet x e Va s ¥ eV}3 s avec B < a ; supposons que le segment

[x' , '] est contenu dans Q_ (on se ramdne facilement & ce cas) ; il existe
alors C>0, 0<p<1l, tels qu'on ait ¢

]ng (%) - XlE+l (v')]<cax , y)P (exposé 22, paragraphe 1)
De 13, et de

2d(x, y) 2d ,y) + G ) =X G,

on déduit

2 . . . .
(*) En un sens évident, qu'on laisse au lecteur le soin de préciser.
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ale, PF 3 oXE, G -X )| (> 0)

En appliquant 1'inégalité de Fojasiewicz & A , on trouve que le second membre
!
de notre inégalité est > C" d(x' , DMP  (C" >0, p" >0) 3 comme les Xk 2

sont quasi-hdldériens, le lemme s'ensuit.

On peut supposer que, dans Q -D , ona V= U‘& ; en décomposant les T en une
somme de distributions & support dans les divers VOL u D (ce qui est possible
d'aprés le lemme précédent, en restreignant au besoin Q ) , on voit qu'on peut
les supposer tous & support dans Va UD, pour un a fixé, a condition de rem-
rlacer W par Wl =W uD, ce qui est pernis puisque dim DO < k « En outre,
on peut supposer les T d'ordre fini, et méme appartenant a 635 3 si, pour sim=-
plifier, nous posons P = Rk+l s il existe alors un entier p € N tel qu'on ait,

pour 1<f<n~-k,et 1<i<p: RP T =0 (3) d'apres la proposition

k+p
2y il existe r e N tel que (en restre:.gnan‘b au besoin Q ) , (T1 g s Tp)
fs e ' . . T _
vérifie (C' ; fij H Rk+£ dans Q wl .

Pour démontrer (R), il nous suffira d'établir le résultat suivant @

(R*). 11 existe un sous-ensemble analytique U de Q, avec Wl clUcvVv,

dim U, <k , et Sl g oo ,Sqe(PQ y ZXels qu'on ait, dans Q =T

\O
> = :
£,98,=T4 l<igp
T .
Rk+£Sj=O ALigag; 1£8<n~-%

En raisonnant comme dans 1l'exposé 22, on peut supposer (en l'agrandissant au
besoin) que Wl (respe U ) est l'intersection de V avec l'ensemble des zdros
dtune fonction ¢ (resp. Y ) edQ, s non identiquement nulle ; soit alors
¥t c Q' (respe U' c Q') 1la réunion de pr (Wl) et des zéros des discriminants
des Ry, (resp. U' =pr U = {x' ;9 (x') =0}) et soit Y=V n pr—l (¥*) « Puis-
que QOZ est ouvert et fermé dans Q! - D' , (et d'aprés la remarque du paragraphe
2) i1 re;rient au méme de travailler dans Q- Y ou dans ro - Y ou méme dans
ro - pr (Y*) ; dans ce dernier ensemble » on a, d'une maniére unique, (avec les
notations du paragranhe 2) .

T, =3 D5 B
1 2 D n @s,i ’ avec ®s,i € %&_Y! .

‘ P
(3) En effet, il existe p, e N tel que R 1o -0 en dehors de D , puisque

V ~D est une varlete [6] ; ;1 on recommence aléfs Zur la "partie regul:n.ere" de D
et ainsi de suite.
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On cherche de méme les Sj (qu'on peut supposer & support dans Va ) sous la

forme

~

8 '
Comme les T (resp. les S ) sont annulés par les Riﬂ, s on voit facilement que
les R sont muls (resp. que les Zs 1 doivent &tre nuls) dés que

s = (sk+1 s +ee 5 8) vérifie [sf| = max|s, | >r
En utilisant les formules (3) et (4), on raméne alors (R') au probléme suivant @
(8) Trouver U' , ensemble analytique dans Q' , avec Y'c U! , dim Uc') ck

1 ! - [t
et des Z“ € @Q &“” tels qu'on ait, dans Qa U

2 (p}\#zp:@)\

R . r
o ¢, (x') =90, (x', x%(xt)) , les @M(x) étant les fij » les R, etun
nombre fini de leurs dérivées en x" (convenablement réindéxés), les e
(resp. Zp) étant les ©_ (resp. Zs j) avec |lsll <r , également réindexés.

] b

Les & ne sont pas toutes idzntiquement nulles sur V (donc les %\H sur
Q ) ¢ sinon, la proposition 1 bis montrerait que tous les (T1 geeey T ) e Ry ..

Verlfiant (Cr H fij } Rk-«-?,) dans Q = Y sont nuls,eas trivial que nous exclu-
ons (4).

Soit alors 6(x) un déterminant d'ordre le plus grand possible non =0 sur

V extrait de la matrice (®>‘H) , et soit &' (x') € Oy tel qu'on ait

Vn{x;6(x) =0 cVan{x; d(x) =0} f exposé 22, paragraphe 2, 5°)

prenons U' = {x' ; & (x!) =0}y ¥' [et, évidemment, U =V n pr-l (U')] ; mon-
trons que U' répond & la question.

En restreignant au besoin Q, ona : V A, p s @Me %, » d'ol résulte fa-

cilement qu'on a : ¢, € O, , et, a fortiori e OQ, s Ge 13, et de 1'iné-

-Yr
galité de FKojasiewicz, on dd ult facilement

1
8(x* )X a(x') )

€ 09 3
Qta...Ut

(4) Si nous avions opéré directement avec les T s sans les decomposer, 1ltasser-
tion analogue relative aux f. i aurait pu &tre fausse (tout le probléme de la di-
vis:Lon est 1a!) 3 d'autre par% si nous n'avions pas rajouté les conditions

» Nous aurions eu un systéme d'une infinité d'équations et d'inconr-es,
b%a&coﬁp moins maniable.
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en appliquant alors les résultats de 1'appendice (avec A = Q L 2 M= %&-U’) ’
et en remarquant que tout ce qui précéde ne dépend pas du systeme (T i) choisi

[ pourvu que les Ti soient dans @'Q , & support dans Va , et vérifiant
cr ; fij 3 RII;+2) dans Q ~ U , conditions que nous noterons (C¥)] :

I1 existe des 1|J)w(x') y polynBmes par rapport aux Prn tels que (P) ait une

solution si et seulement si, dans Q' - U' , ona, V v

(r) Z 4,8 =0 .

Pour achever la démonstration, il suffit d'établir que (') est toujours véri-
fié lorsque (Ti) vérifie (C") ; par une partition de 1'unité, on peut se rame-
ner au cas ou les Ti sont & support compact dans \{1 - U ; en appliquant alors

la proposition 1 bis & Q ~ U , on trouve que les (Ti) € [&’V _U]p vérifiant (')
o

sont [ . JP ~denses dans ceux qui vérifient (C") ; compte tenu de la formule 2,
~U

notre assertion résulte de 13 par passage & la limite, et le théoréme est démontré.

APPENDICE.

>
Equations linéaires sur un anneau.

Soient A un anneau commutatif avec élément unité, et M un A-module unitaire ;
soit (aM) (I<ALAyy 1S uS ) une matrice & coefficients dans 4 , et
r son rang, i. e. 1l'ordre maximum d'un déterminant non nul, extrait de (akp) .

Soit & un tel déterminant, que nous supposons, pour fixer les idées, égal a

a.ll cee alr

. .
. .
L] .

arl see arr ,

et posons ay = (aM yore s By ) « Dtaprés la théorie classique des dquations 1li-
0

néaires, il existe des by o polyndmes par rapport aux a (<A Lr,
r+1g<p <) tels quion ait

r
éap.:)g:]. b)\'“ax .

Faisons maintenant 1l'hypoth&se suivante : & est un élément inversible de A .

On obtient alars facilement ceci @
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étant donnés My 5 ees sy my € M, il existe n1 y ese o0 € M vérifiant
S e p M Tertiant

= i et i 1l'on : = .
Zakp nv m, sie seulement si l'on a, pour r + 1< pu < XO : 6mp Zbkp my

N. B, =Dans le cas ou p=1, gq=1 (ou, ce qui revient au méme, quand la
condition (C fij) est vide), HORMANDER [2] et ZOJASIEWICZ [3] ont montré que le
théoréme 1 est conséquence de 1'indgalité de FVojasiewicz. La méthode suivie ici est
une variante de [3] (la méthode suivie dans [2] est assez différente, puisqu'on
travaille sur & et qu'on obtient par dualité les résultats relatifs & ®' 5 je
ne sais pas si cette méthode peut se géniraliser au cas traité ici).
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