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Séminaire SCHWARTZ 22-01
4 [o]
4e annde, 1959/60, n°® 22 10 mai 1960

DIVISION DES DISTRIBUTIONS
IT : L'INEGALITE DE LOJASIEWICZ

par Bernard MaLGRANGE

INTRODUCTION, = Le but de cet exposé est la démonstration du théoréme suivant :

, THEOREME 1. - Soient Q un ouvert C&n s T wune fonction analytique réelle
dans Q , et V (supposé # ¢ ) 1'ensemble des zéros de f . Pour tout compact
KcQ, il existe C>0 ot p>0 tels que V xe K, on ait

l£(x)] >cdx, V)P .

Si V=¢ , nous laissons une fois pour toutes au lecteur le soin de faire les
modifications qui s'imposent 1). Avec les notations de 1'exposé précédent, ce

théoréme est équivalent au

COROLLLIRE 1. = Soit €. un ouvert relativement compact dans Q 3 on a ¢

1
*
f eOQl_V .

~ Dans cet exposé et les suivants, les fonctions analytiques réelles seront sup-

posées A valeurs réelles pour des raisons de commodité. Rappelons d'autre part
qu'un sous-ensemble V d'un ouvert QQ c':r}\r'1 est dit "sous-ensemble analytique"

si, au voisinage de chaque pointd& Q,V est formé des zéros communs & un ensem-
ble de fonctions analytiques (ensemble que 1l'on peut supposer fini, puisque 1'an-
neau des germes de fonctions a-alytiques en un point est noethérien, et méme réduit
4 une saule fonction, par exemple la somme de leurs carrds). Un tel V est néces-

sairement fermé dans Q . Cela rappelé, nous pouvons énoncer le

COROLLAIRE 2. = Soient Q wun ouvert C’&n s V et W deux sous-ensembles ana-
lytiques de Q .« Si K est un compact cQ ,ona s "VnK,WnK resse VW ",
Fer BOREL-LEBESGUE, il suffit de démontrer le résultat au voisinage de tout point

a€Q; soit f (resp. g ) analytique tel que V (respe W ) soit défini au voi-
sinage de a par 1l'équation f(x) =0 (resp. g(x) =0 ) ; VNW est alors dé-
fini par fz(x) + gz(jc) =0 .0nadone, V x voisinde a ¢

f2(x)+g2(x)>/0d(x,Vnw)p (c>0, p>0) .
Pour x eV , on a donec

& (x) >Cd(x, VawP ;
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d'autre part, (formule des accroissements finis), [g(x)|<C' d(x , W) + D'ou le
résultate.

REMARQUE, - Si K est "suffisamment bon" (par exemple une boule, un cube ees)
on voit facilement qu'on a méme "VnK, WnNnK rese VAWNnK?M",

1e Préliminaires.

DEFINITION 1. = Q étant un ouvert cR®, et a un nombre O <ag1l, une

fonction f dans Q edt dite "quasi-holdérienne d'ordre o " (ou, si a=1,

quasi-lipchitzienne) s'il existe C >0 tel que, pour tout segment fermé

»[x' s x"] ¢ Q, on ait @
l£(x') - £x")]| < ¢ axt , xm)*

(cette définition est plus faible que la définition classique des fonctions holdé-

riennes ol 1'on exige que 1'inégalité ait lieu pour tout couple (x',x") € OxQ ) .

REMARQUE utile, = Soit Q unouvert CRB°, k <n ot soient (£,  » ses , £,)
des fonctions quasi-holdériennes d'ordre o dans Q . Posons,

n k
VX'-:(X].,...,Xn)E'\Ii' 2prx=(x1,..o,xk)e~1}v 'y

Considérons 1l'ensemble V cﬂlf défini par Xpag = fk+i (xl s see xk) s
i=1, ¢eeyn=-k, (xl 9 ese xk), € Qo V est évidemment localement fermé,
et 1'on a, pour un C >0 convenable ¢

V xeV, d(x, bV) <Cd(pr x , )% .

Voicl un autre résultat, presque aussi trivial, et non moins utile $

PROPOSITION 1. = Q étant un ouvert c:'\lili1 s sodent a; 5 eee, a5 des fonctions

‘bornées et quasi-lipchitziennes dans Q . Soit f wune fonction continue dans Q

(les a, et f sont 3 valeurs réelles ou complexes), vérifiant

fp+>:aifp"i=0 o

Alors f est quasi-holdérienne (d'ordre %).

(si les a; étaient supposées bornées et quasi-holdériennes d'ordre a, f se-
rait quasi-holdérienne d'ordre % .
D#MONSTRATION, - Faisons d'abord deux remarques $

1° Les racines Z, (1 <j <p ) du polyndme unitaire. zP + X G, 2P érifient

toutes ijf < 2 max ,Ci{l 1 « (On se raméne immédiatement au cas od les ,Cil sont



_2=03

<13 alors, si Z est undes Z, ¢
21P g1+ [z] + oo+ J2]P7
dtou, si |z| =1 s
2P - 2P < 2P et [zl g2 )

20 Soient zP + 2 Gy 2P gt ZP 4 T Ci ZP™  deux polyndmes unitaires vérifiant
lCir.s K, fC' - C; | <6 avec K > > 1 ; et soient {Zj} et ﬁZL} les racines de
ces polyn6mes. Pour chaque Jj , il existe un k tel que rZ - Zi[.s:2K61/p (d'aprés

Cte

la remarque précédente, ona V j , ]Z | 2K . Par suite @
1
m(z, -20)] =122 « 2ot 2P = | S(or -6,) 2P €82 (k) <(2K)P &
(2 -2l = 128 + oy 27 = | 2 (o - o)) 2k r\jﬂ< 7 < @x)
d'ol immédiatement le résultat).
Démontrons, maintenant la proposition 1. I1 suffit pour cela d'établir le résul-

tat suivant ¢ soient bl s oo bp des fonctions d'une variable

t e [tl , t2] =1 s
vérifiant,
Vieel, [b(t)l<k (K=>21)

V.t eI, |b(t) - bt) ‘SLtt - ') .

Soit g wune fonction continue de t €I vérifiant

gp-l-Zbigp-l::O e

Alors

le(t,) - g(t))] < 4p KILIt, - ¢ 174/P

Soient, en effet Z1 s eee s Z_  les racines du polyndme 2P+ 2, (t ) Zp'i =0,
et supposons, par exemple que Z1 = f(t ) o Posons A = 2K[th2 - 'bl 1/p . D'aprés
la remarque 2°, V t €I , il existe un Z1 tel que |f(t) =2, I

Considérons alors dans C 1'ensemble A , réunion des disques fermés de centres
Zi et de rayon A , et soit A 1la composante connexe de Z1 dans A3 on a,
Vv tel: f(t) eA' ; et le diamdtre de A est évidemment <€ 2r A . D'ol le

résultate

2+ Rappels sur les germes analytiques réelse

Par définition, deux enscmbles analytiques réels au voisinage de a définissent

le méme germe en a (d'ensemble analytique réel) s'ils cofncident dans un voisinage
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de a « Les notions d'inclusion; de réunion et d'intersection finies de germes en
a se définissent de facon évidente. Si o, désigne 1'anneau des séries entidres@
cosfTicionts récls)dcsindéternindos Xy 5 ees ,xh.,convergentes au voisinages de

0 , 1l'ensemble des f € &n oui s'annulent sur le germe E (lorsqu'on'y remplace

X, par X, =a, ) forme un idéal, noté I(E) « E est dit irréductible si
1 ou E = E2

E=E, vE o Tout germe E se décompose en une
réunion finie de germes irréductibles E =U Ei (parce que 1'anneau o est

1 5 entralne E = E

noethérien) 3 si 1'on suppose i V i, j ,o; a B, ¢'Ej s cette décomposition est
unique, et les Ei ainsi obtenus s'appellent "composantes irréductibles de E "
Enfin, pour que E soit irréductible, il faut et il suffit que I(E) soit pre=
mier (i« e« que dn/i(E) soit intégre). Pour étudier la structure d'un germe ir-
réductible, on commence par étudier celle d'un idéal premier. Pour simplifier,
supposons a = 0 , et soit p un idéal premier de dh o A 1'aide du "Vorbereit-
ungssatz” et de quelques propositions élémentaires d'algdbre, on démontre ceci
on peut faire une transformation linéaire sur les Xy et trouver un cntier %k ,

0 <k €£n, de manidre que les propriétés suivantes soient satisfaites 3

1° Aucune f(x1 s eee g xk) #0 n'appartient & p 3 et par conséquent 1'appli=-
cation £ - T ¢ @ - ah/b est injective sur O (que nous identifierons done

EY ak).

2° Le corps des quotients de ﬂh/p est engendré sur le corps des quotients de

dk par §%+1 s et le polyndme minimal de a ses coefficients dans ﬂk et

x
k+1

est un polyndme distingué (i. e., le coefficient dominant étant 1, les autres coef-

ficients sont muls & 1'origine) et irréductible que nous noterons dans la suite

P(xk+1 33X eee Xk) ; nous poserons deg(P) =p .
3° Les polyndmes minimaux des §&+L (L =2, see sy n=k) sur le corps des quo=-
tients de Gk sont également & coefficients dans ﬂk s distingués et irréductibles ;

nous les noterons Rk+£(xk+i 3Ky g eee xk) .

(Rappelons que, pour un polyndme distingué, appartenant & e qk[x] s les notions
d'irréductibilité dans Ok[x] » dans @ .. , ou dans (corps des quotiocnts de flk) fx]
co¥ncident).

4° I1 existe des polyndmes Qyp € Qk[xk+1] , deg(Qk+£) <p , uniquos, tels que ¢
t . < = .
P (]_ck"'l 9 Xl 9 ese g Xk) Xk""l _Qk%(;t—k-l-l H Xl 9 eoe xk) .
5% Pour tout idéal qop, q# p, il existe f(x1 s ses xk) #0, feq.

Evidemment, les polyndmes P , Ry » P'(xkii 3 ...)kaL - Qk+é(xk+1 § ees) ap-
prtiennent &2 p (mais, en général, ils n'engendrent pas p)e
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On démontre alors cecie Soit A(x cee xk) le discriminant (qui n'est pas

’
=0, P étant irréductible) de Pl, et soit E , le germe défini par 1'idéal p
(ie @ par 1'annulation d'un systéme de générateurs de p )e Au voisinage de O ,
ltensemble E n {x 3 A(x) # 0} colncide avec 1'ensemble des zéros communs 2 P

et aux P! Xppp " Qk+£ qui vérifient A(x) # 0 (pour parler plus correcctement,

il faudrait prendre un "représentant" de E ..s)e Lorsque cet ensemble est vide,

A s'annule sur E et par consequent p # I(E) o Dans le cas contraire (i. e.

$'il n'est vide dans aucun voisinage de zéro), c'est une variété analytique réelle
(sans singularités) de dimension p , et (sa projection dans RX &tant 1'ensemble des
(x1 s ees xk) pour lesquels P a une racine réelle) cn utilisant 5%, on voit

quton a ¢t p=1I(E) .

On déduit facilement de 1a la notion de dimension d'un germe analytique réel.
Elle posséde la propristé suivante : E est, au voisinage de 0O , réunion d'un
ensemblc analytique F , dim F < dim E et d'une variété analytigue réelle de
dimension (au sens des variftds) dgale 3 dim E. Si E est irrdductible et si

p = I(E) on d3duit facilement des considirations pricédentes ceci @

ae L'entier k introduit ci-dessus est égal & dim B .
be Si F est un germe contenu dans E , F #E, ona dimF <dim E (en par-

ticulier, dim[E n {x 3 A(x) =0}<dim E ).

Pour ces question, voir [1], chapitres 9 et 10, (les auteurs cités se placent
dans le cas complexe, mais 1'adaptation est immédiate) ; voir aussi [4], ol un
exposé est donné, mais qui s'appuie sur des résultats d'algébre beaucoup moins

é1émentaires.

3. Démonstration du théoréme 1.

Nous démontrerons le théoréme par récurrence sur n , et nous procederons en deux

étapes.

ae Si le théoréme est vrai pour 0 , 1 5, ese y n =1, ct si E est un sous-

ensemble analytique de Q , de dimension <n (i. ce V a €V, lo germe défini

par E en a est de dimension <n ), ona, pour C>0, p >0 convenables ¢
l£(x)] >cd(x, VnEW, V xeEnk.

be Si (a) est vrai, le théoréme est vrai pour n

DEMONSTRATION de (a)e = Par BOREL-LEBESGUE, il suffit de démontrer ceci : si

a €V nE, pour tout x € E suffisamment voisinde a , ona ¢
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lf(x) >calx, V n E)P (C>0, p>0 convenables) .

Pour simplifier, nous supposerons a = O ; nous pouvons évidemment nous contenter
de faire la démonstration lorscue le germe de E en O est irréductible et £V ;

soit k sa dimension ; par hypothése, k £n - 1 . Nous démontrerons alors le ré-

sultat par récurrence sur k , en établissant ceci ¢ il existe un ensemble analy=-

tique F cE au voisinage de 0 , avec dim(germe en O de F ) <k, tel que

V x ek , assez voisinde 0O , on ait :

(1) ltx)] 2 cax, BF
[(a) en résulte bien ; en effet, par hypothése de récurrence, V y € F , assez

: . r
voisinde O , ona : Clrf(y)l' ! >d(y ;, VaF) . Soit alors xeV et yeF
tel que d(x , y). =d{x, F) t un tel y eoxiste certainement pour x assez VOl-

sinde O ; ona ¢

d(x , V nE) gd(x, y) +d(y , VnF)
ot (théorime des accroissements finis) |

l£(x) - £(y)l < G, dlx 4 ¥)
d'od

'rl i v ,1‘1 rl
d(x , VAE) <d(x, y) + clrf(y)l <dlx, y) + CB]f(x)l + 0, d(x , ¥) .

T
Ceciy jbint 3 d(x , y) < C5lf(x)l 2 , inégalité équivalente 3 (1), donne le résul-
tat].

Utilison® pour cela les résultats du paragraphe 2, en en reprenant les notations
aprés avoir fait éventuellement un changement lindaire de coordonnées. Tout d'abord,

nous savons, (5°) qu'il existe h e ¢ tel qu'on ait

he = £ (x5 eee s %) (mod p ) ;

l b
on vérifie tout de suite que 1'on peut alors remplacer f par fl et 'V par

1'ensemble V1 des zéros de fl (dans la suite, nous omettrons les indices 1).

- A
Posons pour x = (x1 s oee s xn) e}}f : pr(x) = (Xl”’ cer xk). Prsons V = anfi,
A Ay
{xedff;A_(x) =0}=W, pr"l_(W) =W 5 puisque f ne dépend que de Xy 9 eee s X s
ona V= prnl(V) « Montrons que 1'on peut prendre F=E n (W uV) .

Soit U un voisinage ouvert de 0 dans le s assez petit pour que tout ce qu'on
va dire soit vrai 3 11 existe 'ﬁ', voisinage de zéro dans 'gil’k tel qua
v (x1 9 see xk) e U, on ait, Xygq (resp. Xpesr ) désignant n'importe quelle

racine réelle de P(z ; X5 eee s xk) (resps R‘kﬁ‘, ) e (xk+l 9 see o Xn) e,
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Soit Q, (£ =1, eee » p) l'ensemble des (x1 s eee xk) € U - ﬁ tels que
1'équation P(Z ; X) 9 eee s xk) =0 ait au moins i racines réelles(qui sont.
nécessairement distinctes; on sait é'ailleurs que (Zl n'est pas Yide) 3 évidemment,
Q est ouvert et fermé dans U ~-W , et si 1l'on désigne par fi+1 la i-iéme
racine réelle (on les range par ordre croissant, par exemple), fi+1 (x1 g eee xk)
est une fonction continue de (xl,..., xk)eﬁ)i , donc(proposition 1) une fonction
quasi=holdérienne de Xy 9 eve s X j pPOSODS maintenant ¢
Qe 3% s )

frey =

e

P'(fl:.;"‘l H Xl 9 eee Xk)

+ est encore continue, et elle est quasi-holdérienne puisqu'elle vérifie @

)
Rk+L(fi+L 3% 5 eee s xk) =0 . En outre, on a

i o1
(fk"'l 9 oee fn) e Ut ’ v (Xl 9 o0 xk) € Qi .

Soit Ei 1'ensemble des points x G,Ef vérifiant ¢ (x1 9 oo o xk) € C& ’
Xpap = fi*z(xl s oo xk) s si U a été choisi assez petit, on sait qu'on a

[E-Ww]n(uxu)=U E, o+ Il suffit donc de démontrer que 1l'on a
i

[£(x)] > ¢ alx ; E nw)P

lorsque x € Ei est assez voisin de zéro. Mais, si x est assez voisin de zéro,

on a évidemment ¢

d(x , F) =d(x , b(Ei - 7)) et d(pr x y V uW) =d(pr x , b(Qi -V))
d'aprés la remarque du paragraphe 1, il suffit donc de démontrer ¢
PN » p
l£G)] 30, dlpr x , V uW) . 5

ce qui résulte immédiatement du fait qie f ne dépend que de pr x et de 1'hypo=

thése que le théordme est vrai pour k .

DEMONSTRATION de (b)s = En raisonnant comme en (a), il suffit de se placer au
voisinage de l'origine et de trouver un sous-ensemble analytique F , de dimension

<n tel que ¢
ltx) > cax, )P (c>0, p>0) .

On peut, d'aprés le "Vorbereitungssatz", supposer que f est un polyndme distin-
’ . - p p-i N . 1 ’
gué x f(x) X, * 2 ai(x1 y e anl) x) 3 soit W 1'ensemble des zéros
de f; 3 montrons que F =V u W répond & la questione
n
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Soit en effet x = (xl ESTIP P xn) un point woisinde O et soit d le nom-

bre >0 1le plus grand, tel que f et f}'c ne s'annulent pas sur l'intervalle
' n
ouvert (x1 s eee s Xn—l) x ]xn -d, x4 d[ ; on a évidemment d >d(x , F) ;

et si 1'on pose I' = (xl s eee s xn-]'.) x [xn -d, xn] ,

I" = (Xl 9 oee Xn'-l) X [xn 9 xn + d] 9

on a

lty)] < [£x)] , vV y eIt ou V yeln .

Le théorémerésultc alors dulenme trivial suivent,appliqué pour 1 =0

P -1
8 P 5 a, X

LEMME 1. = I1 existe C >0 tel que, pour tout polyndme P

on ait
R ———

O’.OO’P)

i

V xeR, [a] gcdP D e @
S

(on se ramdne immédiatément & x =0, d =1 ; alors, le lemme résulte du fait
que 1'espace des polyndmes de degré p est de dimension finie et que max |P&)]
est une norme sur cet espace). Gyst

Le théoréme 1 a été démontré par YOJASIEWICZ dans [3] (voir en particulior
pe 121-129) 3 j'ail suivi cct articley cn y apportant quelques simplifications.

Dans le cas oi f est un polyndme, une démonstration, fondée sur une méthode
dtélimination algébrique réelle a été donnée par HURMANDER [2].
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