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Séminaire SCHWARTZ 21-01
4e année, 1959/60, n® 21 3 mai 1960

. DIVISION DES DISTRIBUTIONS
I ¢ DISTRIBUTIONS PROLONGEABLES

par Bernard MALGRANGE

1. Ensembles régulilrement séparés.

Dans toute cette série d'exposés, si A et B désignent deux sous-ensembles de

“lf s on notera d(A , B) leur distance euclidienne.

On rappelle aussi qu'un ensemble 4 est dit "localement fermé" s'il est 1'inter-
section d'un ouvert et d'un fermé ;on vérifie immédiatement qu'il faut et qu'il suf-
fit pour cela que l'ensemble A = A (désigné dans la suite par ¢ b A ) soit fermé.

DEFINITION 1. - A ot B étant bornés et A étant un compact C‘\I}\r'1 on dit que
"A et B sont régulilrement séparés par A" et on dcrit MA » B rese A" si
A= ¢ et AnB= ¢ ous'il existe C >0 et p>0 telsque, V x e€d , on ait

d(x , B)ycalx , NP .,

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette propriété est symétrique par

rapport & A et B,

REMARQUES ¢

1° Lorsque "A , B r. s, A", on a évidemment ADE n3B . Mais on ne peut pas
en général remplacer A par A nB (contre-exemple : A » B deux courbes ayant
un contact d'ordre infini en un point : on peut prendre A=LX ou B s mais non
En¥1).

2° 81 A , B sont deux ensembles quelconque ‘Cval s et A un fermé E’%n s il nous
arrivera déerire " , B r. s. A" lorsque, pour tout couple d'ouverts relativement
compacts © et ©' cR®, avec 9cd, on a

"An9, BNO r,s, ANnOm

Nous . commencerons par donner un théoréme de caractire technique, dont 1'utilité

apparaitra au paragraphe 2,

THXOREME 1. = 4 s B et A étant bornés, si 1'on a "y B re s. A", il exis~

te p >0, une suite {MD} de nombres >0 (p =1, 2, .ss) et une fonction

fe &n_, possédant les propriétés suivantes s
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1© £ =0 (resp.J) au voisinage de A - A (respe B = Ao

2° Pour tout mondme de dérivation ‘Dk , et tout x eﬂf}f - Ay

0¥ £(x)] < My | a(x , A)"p|ki

(on rappelle les notationssuivantes ¢ k = (kl s eee kn) ’ ki entiers >0 ;
k

En s [l =2%) .

DIMONSTRATION, = Si A=¢ , ona & nB = ¢ et le théoréme est trivial. Sinon
supposons, pour fixer les idées, que V x €4 , on ait d(x A) €1 . Soient p
et C les constantes qui figurent dans la définition 1 ; nous supposerons (ce qu'on

peut évidemment toujours faire p>1, C<1l .
Introduisons les ensembles suivants ( p entier >0) @

A={xeA ;-—1-$d(x s A) S_}'l'}
p 3'9 BP"

H resp. H! resp. H") =
D ( P p’ 1Y p)

Re €
12 s TESpe <—3-E) 1 ’

n
eR'-A; dlx,A)<e <=2
{xe X 3 d(x, p) 0 (feSp 3

_ C 1 . .
avec e, -3 ST (done SPS ;p—'q) ; donc ¢

A-A=UA , 4 cHW cH'CH .
P D P P P P

Les. Hp sont des compacts de ﬂlf -ANyot 1'onay, Vxe Hp

2 10
(1) — <d(x , A) <
T S5 VS ToiT
3 F

De 12 résulte que, pour q >2 , on a

1
d(Hp s H )>’"3'1372'

“we

ptq
done un voisinage de H ne rencontre pas H
€ p Pas (b Houg o

Posons L = 1L:)JHp 5 11 est immédiat de voir que L est fermé dans NIf - A, (mais

non dans 313 !)et que clestun voisinage de A = A (et de méme, LW =U H" est un
voisinage ouvert de A = A ) ; de plus, dans .33:1 - A, (L est un voisinage de

B ¢ il Suffit pour cela de montrer que , V p, HpnB=¢;or, v XGHp,ona
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d(x, B) >inf d(y , B) = d(x , &) > inf cd(y, NP =a(x , &) > —2
YGAP P yEAp P BPP

Soit maintenant f wune fonction € an , & support dans la boule d(x , 0) €1
et vérifiant :/p(x) dx = 1 ; posons ;'3;'= (_g__)n [3(%-}5) ; soit Xp la fonction ca-
P

ractéristique de H!' et soit f_ =1 - p *)(_p . La fonction fp est indéfiniment

dérivable dans «’13 s égale & 1 dans CH ’ et 2 O dans Hg « Doney tout x € R -A

posséde un voisinage dans lequel tous les f sont =1, sauf pour deux consé~-
cutifs au plus. Le produit f = p;ﬁl fp définit donc une fonction indéfiniment dé-

rivabls dans&n - A3 je dis qu'elle répond & la question.

Tout d'abord ilest évident qu'elle vérifie le 19, et qu'elle est bornée § il suffit
donec d'établir 2° , pour lk[ >0 o I1 suffit pour cela de se placer en un point

X € Hp 3 au voisinage de x,on a f=f 1fp fp+ 1 ° Majorons par exemple Dk f (x)

on a évidemment ID f (x)] <(3) lk M} , avec M} = /ID pf dx ; par suite,

d'aprés (1) et la deflnltlon dep & *

|k fp(x)l <6 M odlx /\)'plkl ( 6, indépendant de k et p ) .

En majorant de méme fp +1 et fp-l et en appliquant la formule de Leibniz, on

trouve le résultat cherché.
C. Q. F. D'

2+ Digtributions prolongeables.

DEFINITION 2. - Soit  un ouvert relativement compact cg? .

1° On désignc par OQ 1'espace des fonctions f € SQ telles qu'il existe deux

suites {Cp} et {pp} de nombres >0 vérifiant, pour tout mondme de dérivation
X |

DX, ot tout x €Qt |D¥ £(x)] <0y 4 vQ)~P

2° On désigne par 05 1'ensemble des f € O, , partout #0 , ot vérifiant

1
?ee

3° On désigne par % 1'espace des distributions T € ® Q qui peuvent étre pro-

longées en une distribution T € @ (i o la restrictionde T 2 Q est égale
. n — e re————e———
2 T) . >

LoV
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Oneppellera O, 1'espace des "fonctions dans Q (indéfiniment dérivabled & crois-
sence lente"s O est évidemment une algdbre pour la multiplication ordinaire.
Pour que f € @, , £ #0 partout, vérifie : fe og , il faut et il suffit qu'il

existe C >0 et p>0 avec V x€Q,
gy! € cale, p0)TP

Vm entier >0, V ¢ed,? H‘an““up|2[ ’D £x)| .
<n

Posons maintenant ¢

D'aprés le théoréme de Hahn Banach, pour qu'on ait T € @C') (on dira ® T est une
distribution prolongeable"), il faut et il suffit qu'il existe un m et un c>0
tels que V ¢ € 0y, on ait

| <1, o> <cllll,

On déduit aussitdtde 1a stout T € FL. posséde un prolongement T & support dans
01 (prolonger la distribution égale & T sur Q et & O sur CQY ; on se raméne

immédlatement au cas d'ouverts bornés).

REMARQUE. = Il nous arrivera quelquefois, pour Q ouvert nen borné,dfécrire f € @Q
(respe Og 9 TESPe 6?2 ) si, V U ouvert relativement compact <:,\13j1 on a,
feo, ﬁ T (roop. eee ). Lorsque Q= Rn , et que 1'on considére Rn comme plongé

dans P n (R) (1! extension de ces définitions aux variétés dlfferen’olables est

1mmed1ate), ORn cofncide avec 1'espace q\{ de SCHWARTZ, et @ﬁn avec &

~ ) ~n

- b4 ! = @
PROPOSITION 1. -~ On a ¢ @Q @Q (PQ o

On se randéne immédiatement au cas o Q est borné ; soit alors f € Qy, T €y ;

il s'agit de démontrer que l'ona t fT € f .

D'aprés le critére précédent, il suffib de montrer ceci ¢ V m entier 20,

il existe m, et C >0 telsque, V 9pe (DQ on ait

liegll, < cH(pHm .

Or cela résulte immédiatement de la formule de Leibniz et du résultat élémentaire
suivant (dont la démonstration est laissée au lecteur) ¢ V¥V m entier >0, il
existe C >0 tel que tout: ¢ € , Hcp|Ln< 1, on ait

|p¥ cp(x)l o d(x , peyn-l ¥l

lorsque lk‘\<m et x € Q.
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THEOREME 2. -Si A et B sont deux compacts cR® régulidrement séparés par

le compact A NB , on a @ 81'&(‘8 = &A + Eé (autrement dit ¢ toute distribution T

4 support dans A y B est de la forme T1 + T2 ’ T1 4 support dans 4 , T2 a

support dans B ) .
DEMONSTRATION, = Posons Q@ =R = (A n.B) , et soit T 1la restrictionde T 2
Q ; on a évidemment : T e ®Y 5 d'apres le théoréme 1, il existe f € Q,, avec
f =0 (resp. 1) au voisinage de A (respe B) ; d'aprés la proposition 1, on
a £7T e P, ; il suffit alors de prendre pour T2 un prolongement de f T , et

Q
de poser T1 =T = T2 .

REMARQUES o

1° L'énoncé restc évidemment vrai si l'on suppose seulement A et B fermés

au lieu de "compacts™.

2° Le théoréme 2 admet une réciproque, Si les compacts 4 et B vérifient
SA"‘%,OH&"A,B T'e Se AnB"o

[ —_
SAUB -

(Facile s supposer le contraire, et prendre une suite (x_ , y ) € A x B telle que
d(x_ 5 y.) tende™rés vite"vers zéro, mais non d(xn s AnB), et prendre T de
la forme 20 [8(x =x ) = &x -y )], les % étant des scalaires convenables.
Voir les détails dans [1]).
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