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Séminaire SCHWARTZ ‘ 20-01

4 ‘e, 1959/60, n° 20
e annde, /60, 29 mars 1960

SUPPORTS D'UNE FONCTIONNELLE ANALYTIQUE
ET CROISSANCE DE €A FRANSFORMEE DE FOURIER-BOREL

par André MARTINEAU

NOTATIONS., - Ce sont celles de 1'exposé précédent. Si F(u) est une fonction
de type exponentiel sur Eg:, nous désignons parfois par 5'1 F 1la fonctionnelle

analytique dont elle est la transformée de Fourier-Borel.

Introduction.

Nous voulons essentiellement dénontrer les théorémes suivants :

THEOREME 1. - Soit o(F) 1le F-type exponentisl d'une fonction F(u) de type
exponentiel ;3 oF) est le rayon de la plus petite p-boule de centre 1'origine

qui peut porter sy,

Soit v un point de E¥ , tel que p*(v) =1 , et soit (g ; v) = F(C.v) &
(L3 v) pour v fixé est une fonction entiére de type exponentiel inférieur

ou égal au P-type de F . Disignons le type de &( §; v) par a(F , V)

THEORBME 2. - On a A (F) = sup o(F , v) .
v
Soit F(v) 1'hyperplan orthogonal & v , et E(v) = E/F(v) , p(v) 1la projec-

tion canonique de E sur E(v) . On peut identifier &( &, v) avec la transfor-

mée de Fourier-Borel de p(v)(i’&n1 F) . Le théoréme s'énonce aussi :

THEOREME 2'. - Le rayon de la plus petite p -boule pouvant porter une fonctionnel-

le analytique ¥ est égal & la borne supérieure des rayons des supports des

projections de ¥ sur les espaces quotients de dimension 1 de E (muni de la

norme p ).

(Le rayon d'un support dans une droite complexe est le rayon du plus petit cercle
unité centré a 1'origine contenant le support, le rayon unit4 est celui de la
projection de la p-boule de rayon 1 sur cette droite). Le théoréme 1 a déja
3té démontré dans 1'exposé précédent pour le cas ol la p-boule unité est un
polydisque. Nous allons, dans la premidére partie, effectuer 'a réduction des thio-
rémes 1 et 2 4 un tel cas ; dans la seconde, nous démontrerons le théoréme 2 dans

le cas du polydisgue, ce qui achévera sa démonstration.
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1. Réduction des théorémes 1 et 2 au cas d'un polydisque.

On a le théoréme suivant :

THEORBIE 3, - Soit V une variété de Stein, W une sous-variété régulidre de

V,et ¥ une fonctionnelle analytique définie sur V , strictement portable

par W 4 S1i ¥ est portable par un compact FK(V)-convexe, alors V¥ est porta-

ble par KnW , dans V et dans W .

DEMONSTRATION. - Notons d'abord que K nW est H(W)-convexe dans la variété
W . Soit i 1'application identique de W dans V . On sait, ([4], exposé
n° 18), que ti est surjectif, donc est un homomorphisme vectoriel tepologique, done
i H'(W) -»H'(V) est un isomorphisme vectoriel topologique (topologie ¢, de
duals de Fréchet). Si HH(K n W) désigne 1'espace des fonctions holomorphes au
voisinage de KX nW , dans W , I-I(;I(K A W) son dual, et si tjw est 1'injection
canonique de H(W) dans HW(K AW) , si enfin 13jV est 1'injection canonique
de H(V) dans H(X) , on sait, ([4], exposé n°® 9), que H(V) (resp. H(W) ) est
dense dans H(K) (resp. HW(K n¥)) done que Jy » et Jy sont biunivoques.

t

Si Q est un voisinage de Steinde K , “i est un homomorphisme surjectif de

H(Q) sur HW(Q n W) , donc définit par passage & la limite inductive un homo-
morphisme surjectif Pt de H(K) osur HW(K nw)

i
H' (W) — H' (V)
oo |
H‘:\I(KHW) — H'! (K)
On a & montrer :
i) a jV(H' (K)) =(io J'W)(H‘,'J(K nw))
en effet, on doit vérifier que, si V¥ € i(H'(W)) n jV(H'(K)) , alors

17 9) e 3, (1K W)

ce qui est notre inégalité ; mais ce diagramme est comwutatif, car il est 1le
transposé d'un diagramme qui 1l'est manifestement ; done il suffit de vérifier :

L(H' W) n Jy(H(K) =@y o DK nW)

ve i(H'(W)) équivaut 3 ¢ Ve (t:‘L"l(O))0 :
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jgl(ty) e (R} (K n W) Squivaut 2 : 57 e (%2710))° .

I1 faut donc vérifier que si V¥(f) = O pour toute f de H(V) de restriction
3 W nulle, alors jgl(W)(g) = 0 pour toute g de H(K) telle que ¢lg) =0 .

On a le lemme suivant :

LEME 1. - Soit £  H(K) telle que Cit(f) =0 . f est limite dans H(K)

d'une suite f, de fonctions de H(V) , nulles sur W .

Ce qui implique bien le rdsultat cherchs, car

e () = 1m ow(g) =0 .
k o
DEMONSTRATION du lemme 1. - On sait, K &étant H(V)-convexe, que f , au voisi-

nage de tout point x de K, peut s'écrire sous la forme f = I fi g; ol les
i

g; sont des fonctions holomorphes au voisinage de x ,ct ou les fiE H(V) s'snnulent
sur tout W , donc il existe un nombre fini de fonctions fa de H(V) ’

ti(fa) =0, et de fonctions g . de H(K) telles que g £, 48y = f dans H(K) .
Mais chaque g = est limite dans H(K) d'une suite 8on de fonctions de

H(V) , donc f est limite dans H(KX) des £, = (i:f .gu,k) .

COROLLAIRE. - S81i Y40, KnW#g .

Nous revenons 3 un espace vectoriel.

PROPOSITION 1. - Soit F un sous-espace de E . Pour que ¥ , définie sur E ,

soit strictement portable par F , il faut et il suffit que &Y soit constante

sur les classes modulo FO , dans E* .,

DEMONSTRATION, - Si p est une mesure représentant ¥ et portée par F ,
: *
¥ (u) = /F exp (z ,u ».du , donc, si u -u,€F %‘P(ul) —S‘P(uz) =/0.dp=0.

Riciproquement, F* s'identifie canoniquement a E*/FO « 51 &Y est constante
sur les clas<es modulo FO , elle définit canoniquement une fonction de type
exponentiel sur F* , donc une fonctionnelle analytique sur F o L'image, par
1'injection de F dans E , de cette fonctionnelle, est strictement portable par
F sous-espace de E et a pour transformée de Fourier-Borel &¥ . L'application
% étant biunivoque, le résultat est démontré.

Désignons par "polyddre" 1'enveloppe convexe cerclée d'un nombre fini de points.
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LEMME 2, - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace vectoriel

complexe E soit isomorphe & un sous-espace d'un espace CN (N suffisamment

grand) muni de la boule unité produit des disques unité, est que la boule unité

de E¥ soit un polyddre.

E et F étant deux espabes de Banach complexes de dimension finie, nous notons
z unpointde E, y unpoint de F , u un point de E* s t un point de
o, Supposons qu'il existe une isomitrie i de E sur un sous-espace de F .

La norme d¢e E est notée par p , celle de F par 0O .

IEMME 3. - Soit A(u) wune fonction entidre sur E* de type exporontiel o(4) .
Si B(t) = (Ao i*)(t) , B est entidre de type exponentiel a(B) = a(A) . Réci-
proquehent, toute fonction entidre B(t) de type exponentiel o(B) , constante

sur les classes modulo i*-l(O) peut &tre mise sous la forme ci-dessus.

DEMONSTRATION. - Soit K >a(A) . Alors on a une majoration
|A(a)| < ® exp[K.p*(w)] , d'od |B(t)| < H exp[Kp*(3(£))] , ou,
|B(t)| <H exp[Ko'(t)] , d'ot o (B) <a(4) . Nos espaces sont de dimension finie,
donc , t &tant domng, il existe t, tel que i'(t) =i (t;) et

c*(to) = p*(i*(t)) . Donc, si on a une majoration
B(+)| € Lemplio™(t)]
on en déduit une majoration
|A(w)| < L exp[Mp™(u)]
d'ou a(A) <a(B) , d'ol 1'3galité.
LEME 3'. - 0On a : sup [a(A , u)]= sup [a(B, t)] .
p*(xlll):l c*(’;,t)zl

8i o*(t) =1, p*(a™(%)) €1, donc il existe A >1 tel que p [i"(At)] =1,
i¥(M) est un des u tels que p*(u) =1 d'od @

sup [0(A , u)] > sup [a(B , t)] ’
u
p*(w)=1 - M=t
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Mais pour tout u tel que p™(u) =1 , il existe t tel que o (t) = 1 avec

i*(t) = u . Alors, on en déduit s

guwp [o(a, w)] € swp [a(B, t)] )
p*()=1 oH(t)=1

ce qui entraine le lemne 3°'.,

Nous nous donnons maintenant un espace de Banach complexe E de dimension finie,
une fonctionnelle analytique ¥ sur E telle que SY soit de type exponen-
t¥l a,et nous notons par B* 1a boule unité de E™ . Quel que soit 0 < n <1
il existe un nombre fini de points Up s eee y Uy ( r est une fonction non
constante de 1 en gindral) tels que, si r* désigne le polyedre qu'ils engen-
drent, on ait : B¥> I'™ 5 (1 = n).B*. Soit +* 1a norme définie par I'* .
D'aprés le lemme 2, il existe une isométrie i entre E muni de la norme <t et
un sous-espace d'un GN « Soit © 1'image de ¥ par i . D'aprés le lemme 3,

et le choix de I'* , On a 3

1

(1) @ salt) € 7=

a ’ G = %
et aussi, d'aprés le lemwe 3' 3

. sup ol %Y, d) .

(2) sup o (3% ,8) < sup [a(G, t) <73
5 t -1

*(8)=1 b, |=1 *(6)—-1
p(o)= At pr(d)=

D'aprds le théoreéme 1 de 1l'exposé précédert @ est portable par le produit des
disques de rayon a(G) dans o , mais © est strictement portable par i(E) ,
donc © est, d'aprés le théoréme 3 de cet exposé, portable par le compact
a(@).i(") , dans ¢V et dans i(E) . Donc ¥ est portable par ?_‘ B, et

1N étant arbitraire, V¥ est portable par a.B . n

1

IEME 4. - Si ¥ est portable par la boule B.B , alors a(SY%) < B.

DEMONSTRATION., - Pour tout & » 11 existe une mesure p de support inclus dans
la boule de rayon (B + &) , qui représente ¥ . D'ol :

sr(a)| = |fomp( (25 w) )edp|<ilpllowl(p+e)p™w)] 5

le lemie 4 conjugu’ au résultat qui le précdéde achdve la démonstration du théo-

réme 1.



20-06

Si on admet le théordme 2 pour un polydisque, alors (1) conjugué a (2) et 2 :

(3) a(g) = sup [a(G, t)]
Z\‘ci =1
donne
(1 =n)e Sp*?lgg:l[a(gq’ y NS5

et 7N étant arbitraire, a = sup [a(S¥,0)] .
p*(8)=1

2. Démonstration du théoréme 2 dans le cas d'un polydisque.
2

st toujours, sour nous, muni de la norme ||t Hm= sup ltkl . (ch Y ,
: gt .

C

2

désigne 1'espace vectoriel C° muni de la norme HtHl = % Itkl .
k=1

Soit F('t‘,1 y see s t£)£ une fondtion de type exponentiel sur (Cz)* s
0= (8 5 eer ,) » hzlleh] =1 ; on peut développer F en série entiere,

Hy Y

i
F(ty 5 oo s By) = Zailio..,iz.tl s oere s Yy
d'olt
@G(C) = F(C.el 9 Coez 9 cee o C.@Z)
clest=a-dire :
i i i
q)@(C) = ch'( Z a, . Oe 1.6 2.'0631)
K il+...+i£=k 11,...,12 1 2 L

ou encore :
. k
%(0) = 28¥.r(0)

ou Py est un polynéme homogéne des 2 variables 91 y B5 5 een s 6‘5 e On a:

a(F ,0) = Eﬁ §[Pk(@)|1/k

Notons par B(F) le nombre sup a(F ,0) . Soit M, = sgp ]Pk(@)l . Si
loll=1 loll=t

nous montrons que
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1

%Mk le résultat sera atteint. En effet, soit alors

B(F) =
B> (p(F) = 11m k Ml/‘k) ,

on a 3

|26, | < Heexp(B1G))

a'ot |9 (0) <Heexp(Belg]) 5 et [g| = it]l;
d'ob [F(t)| <Heexpplitll, » et a(F) < p(F)

mais 1'inégalité en sens inverse est claire. Tout revient donc & démontrer que
1 T K
sup Illm —l Pk(O)[ /k] Tim é-[sup [P, (O)l]l/k .
k

Mr IEIONG nous e signalé que dans le cas d'un cercle (plus généralement dans le
cas d'un ensemble non effilé en aucun de ses points) cas auquel nous allons en
gros nous ramener, ce résultat pourrait se déduire des considérations de [2] et
de [3]. Nous donnons ici une démonstration directe, indépendante de la théorie

fine du potentiel, gréice au lemme suivant :

IEME 1o = Soit Fn(zl 9 eee 9 Z J&) une fonction > O , enveloppe supérieure
d'une faille de modules de polynémes de £ variables, et de degrés inférieurs

ou égaux & n , et soit T =I‘1 x Ty X aae x I;L un produit de cercles, p la
5

mesure produit des mesures lin8aires des F quel que soit o >0 , 1l'ensemble

des points de T ol F (z1 SETTRFIEA ) > M .exp( Oen) [an supIF (z)]]1,

er
z ] I strictomont

a une mesure supérieure & k(o,I') , k(o ,T) une constants

positive.
Du lemme 1 résulte que 1im l‘il/n = sup 11mlF (z)ll/n « En effet, soit n' une
n z€Tl

suite extraite de la suite des entiers telle que

1:m Ml/n Ml/
n

et soit Wy 1'ensemble des points ol Fn' > Mn’ oxp(~0.n') , glors on sait que
1'ensemble dee points cormuns & une infinité des W, & une mesure supérieure ou
égale & k(o ,T) « Soit zy un tel point ; en sz, on a 3

T, (3™ > (T M) exp(- o)
n!

n Coe Qs Fo Db
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[On a m8me démontré Hman(z)ll/sz = Tim Mrll/n' JM =+ © nlest pas exclu

de ces considirations. On d’duit de ceei lc corollaire suivant :
COROLLAIRE., - Soit P (nl g G ’%1) une suite de polynémes homogénes définis
sur (Chl) , P de degré total n , et soit & la frontiére de la boule

lrl | + ees + |q l =13 alors, s8i M_ = sup!P (n)‘ on & : EMl/ﬁ: su IP ( )1/n
1 L+1 }P/—2t— "n ne n qeg nrlI

: i N1,
DEMONSTRATION., - Posons tl = —— y ses tz = —— (3ventuellement ti =),
On a @ +1 M+l

L=linlly = g,y o006y 5 65 5 eee s 5, 5 DI
d'ol, posant :
Qn(tl 9 eoe o tz) =Pn(t1 9 e g4 tz ’ 1)

il vient

- 1 .
Bplny s eee smp )l = sk og(ey 5 e s )]s
|Pn| prend son module maximm M en un point
n n .n n .

corrcspondant 2 (1:1 y eee s tz) = t" ., Soit n" une suite extraite de la suite

des entiers, telle que 1lim Ml,/,n = Tim Mx11/ %, on peut extraire de cette suite
! n

une sous-suite n' telle que tn’ converge vers un point 'bo e Si to € o ,

puisque

o)

Il

RO
=
e

3

+1

et que les ny sont bornés dans leur ensemble, c est que qz -+ 0 , Changeant
de carte, nous pouvons done toujours supposer que 9 fo (= |Tl | =1, donc
les ny ne s a.nnulent pas tous simultanément). Soit 0 = (90 y eee g eg) pris
tel que 6 > ]t | pour tout i , et soit

ba= s o (a=1,2,..,0) .
It |=6°
a a

Par le principe du module maximum, on a @



20-09

t
Itil—t;.l ( i: 1 9 2 9 oee ’2)
d'ol
et 6 £ )|
l/n 1 Hgl/n' » By s eee s Ty, Dl Ml/n'
t i ]
n I(elﬁ"‘, ,a’l)H H(el 9 e o z s 1)“1 n
et on a vu que
] ——
Hm 1 0 p%ﬁ < mm Hm[PJquﬁl
H(e 9 see g 91)H ' l | l n
1 % Mo =% Mgl g
(a’—' 1 9 2 9 oo ,2)
d'ol ‘
O 0
Il( LI N ) t 1)!!
= Ml/n/ sup 1im |P (q)ll/n 1 ’ ’ g ’ imMi/n .
n n n H( 1 5 see 98 ’ 1)“ n

Le rapport des deux normes pouvant &tre pris aussi voisin de 1 qu'on le désire,
ceci achdve la d’monstration du corollaire et du théoréme 2, une fois le lemme

1 démontré.,

Soit f(z) wune fonction d'une variable complexe, holomorphe hora du cercle
unité ( o compris), continue sur le cercle, n'admettant qu'un nombre fini de

zéros (on peut trés largement étendre les hypothéses).

IEME 2. = On a 1'inégalité

: R \h 16y 1/h g0, B .
sup [£(R0™) | < RPN/ ALY s sy
) o T
DEMONSTRATION. - On peut écrire f sous la forme £(z) = b(z).g(z) ot b(z)
est 1o produit de Blashke extArieur des zérms de f . Alors |f(z)| < |g(z)| =i
lz2] 21, |£(z)] = |g(z)] si |z =1 . Soit k(z) une racine h-idme de g ,

g =k~ , qui existe puisque g n'a pas de zéros hors du cercle unité. On a :

1(9 a) .da

/ R@l%‘—_ﬂrj—- (R>1)

k(Reie) =

d'ol, par 1'indgalit3 de HSlder s

(e ™)l <1}, oy
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d'ol

. s 2 .
letee®) L < e < 5 620 112,00

R -1
Ce Qe Fuo Do

1IBMME 3., - Soit Pn(z) un polynéme d'une variable complexe, et h>1 . 0On a,
posant o =n/h ob n est le degré de P, 1'indpalité :

sup |P (z) |1/h$ (Rf_{_ 1).ROL.f| l_liPn(Z)ll/hE_EJ.

2 =1 27
P (z)
DEMONSTRATION. - On pose f(z) = et on remarque que
z
pi |~ . sup [P (2)]) 3 = sup [P _(2)]
IZ\—R 7" RY |z|=R R |z|=1

LEME 4. ~ Soit Fn une fonction du type décrit dans le lemme 1, alors sur T

(produit des cercles unité), on a 1'inégalité :

I s g gl R

(2n) ’

DEMONSTRATION. - Supposoms 1'inégnlité du lemie 4 démontrée pour les polyndmes
4 2 wvariables. Soit Fn(®) = supan ﬁ(O)\ . Alors on a sur I'
3

B _
IR © 1% < sup P, (@)1/h
' P ger MP
d'ou @
sup [7,(0)|M* < sup [ sup I7, @11,
oel oe T

et tenant compte du lemme 4 admis pour les polyndmes

1 1 \2 1 d
g@%mmswﬁmwﬁémﬁw/aﬁ
et
sup / 1P, (®)tl/h ——E—</r '*up P é@)ll/h——f—
p T (2m) (2r)

( + « n'est pas exclus dans ces calculs), done 1l'indgalité est aussi vrale pour

les enveloppes supérieures de modules de polynémes de derré

)

< n . Supposons

alors lc lemme 4 démontré pour £ - 1 variables,
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Soit F (2, , eee 52, )= sup [P (2 , ee. , 2,)| « On a, par 1'hypothése de
n"1 L-1 lzg‘=1 n1 )2

récurrence

(a) o I/ < e i1t/

-1
g g7 - °/rlx...x5_1/'Fn(Zl e iyl (27)

l/h ldzl\ eqe ‘d%l—ll

e

Mais ¢
ldzgl

(2n)

d'aprés le lemne 3. Utilisant (5) dans le membre de droite de (4), on obtient le

(5) ]Fn(zl y vy zg_,l)ﬁ/hS R {{. 1 i /1-£an<21 A Zt—l’%)ll/h'

lemme 4 pour un polynéme de £ variables, donc pour une enveloppe supérieure de
modules de tels polynémes. L'hypothése de récurronce passe donc de £ -1 & £ ,
ot elle est vraie pour £ =1 d'aprés le leme 3 et le début du raisonnement du

leme 4
Ce Qo Fu Do

Maintenant, soit w 1la mesure de 1l'ensemble des points ol Fn>Mn.exp(- 0 « n)
(on peub se ramener au cas ol 11 ~est fini). Utilisant 1'inégalité du lemme 4
il vient :

M o (B Rt A (1) emp(- 0, )]
soit
1< (-}-{—E_”-T)’Z’.F?"a Jw+ (1 =w) exp(-0.a)]
ou
E=d m - exp(-car)

"1 - exp(=0c. Q) s ¢

o étant donné, on peut prendre R asscz voisin de 1 pour que 0<£L,JogR < o0 ,
donc orenant alors o assez grand, on aura

~akl
.R « -exp(-O. OL) >O

- A
Eh
Co Qo Fo Do
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3. Une application.

Soit E, un espacc vectoriel réel de dimension ¢ , Ec son complexifié.

R

THEORRME 4. - Soit ¥ une fonctionnelle analytique, définie sur Ec s admettant

un support réel, et dz la forme Y, %% , o0 ¥, apour support 1'origine,

admet un support rdel, et 1'enveloppe convexe de ce support est égale

Alors V¥

1
4 1l'enveloppc convexe du supoort réel de V¥ ,

DEMONSTRATION. - Dirc que ¥, a pour support 1'origine, c'est dire que ¥,

est de type exponontiel ziro. ‘Ifo a dans ce cas un support convexe.

LELE 1e - Soit ¥ unc fonctionnelle analytique définie sur Ec sy 81 ¥ est

portable par tout polydisque I, x I‘2 X eee x I ol I’i contient un segment

1 L
réel L, s alors ¥ ost portable par L x ees x Lz .
DEMONSTRATION. - Soit V un voisinage arbitraire de L =L x .4e x LE . v
contient un voisinage de L de la forme | Vi ou Vi est un voisinage de Li .
i=1

1
Soient A, et A;L doux disques tels que byn by c V; « Faisons 1'hypothése de
de récurrcnce : qucls que soient les disques Foc o) Loc s G >0a5 ¥ est portable

par (8, n &) x (BynA5) x wew x (8, 08" ) x [, .4 % +es x Ty o Par hypothdse,
o %o 0

ceci cst vrai si j = 0 . Supposons que c'est vrai jusqu'a j -1 . Alors V¥ est

portable par :

! ! '
(Al N Al) X (AZD Az) X eoee X (Aj"l n Aj"‘l) X Aj x Fj"“l X o6e xrz

et par :

' ; ) '

(AlnAl) x (A2 N Az) X see X (Aj_ln Aj-—l) x Aj x Pj+l X ees xT)
Eluels que soient les disques l“oc D La a>j + 1 . La réunion de ces deux compacts
est polynomialement convexe, donc V¥ est portable par leur intersestion, c'ost-a—
dire par

]
(igj By 0By x I“j+1 X eae x T ,

BN

1'hypothése de récurrence passe de j -1 a j . Finalement, V¥ est portable par

L .
I (Aan A&) cV; V étant arbitraire, V¥ est portable par L ,
o =1

C. Q. F' D.
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Prenons comme boule unité dans E, un polydisque &= I 6, 3 p désigne la
i

norme associde & A . Le p*-type exponentiel de ¥ est donné par

a(sY) = sup a(s¥ , t) .
F(t)=1

Mais ®(C.t) = ¢l(c,t).¢o(c.t) ( ¥(&.t) = S¥(L.t) , etc.) et on sait, ([1],
page 191), 4 étant de type exponentiel zéro que a (¥ , t) = a(i‘s‘l‘l , t) , d'ol
a(5¥) = ocl(ﬂf) , donc s a <1, ona %L1 Ou encore : si ¥ est portable
par un produit de didques A , Y est portable par A . Or, si le support réel

de ¥ est inclus dans un produit L = L1 X cae X Lt de segments, ¥ est

portablc par tout produit de disques 1“1 X see X I‘z olt l"aa La
(a=1,2, «.s ,2). Donc ¥ est aussi, d'aprés le lemne, portable par

L1 X eee X LP, . D'autre part, il est clair que 1lfenveloppe convexe du support

réel de ¥, est incluse dans celle du support de ¥(¥ = ¥ =Y ).

: B M el
D'ou 1'égalité annoncée. 1 2 2
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