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SUPPORTS D’UNE FONCTIONNELLE ANALYTIQUE

ET CROISSANCE DE SA TRANSFORMÉE DE FOURIER-BOREL

par André MARTINEAU

Séminaire SCHWARTZ
’

4e année 9 1959/60, n° 20
29 mars 1960

NOTATIONS. - Ce sont celles de l’exposé précédent. Si F(u) est une fonction

de type exponentiel sur E 
* 

, nous désignons parfois F la f onctionne lle

analytique dont elle est la transformée de Fourier-Borel.

Introduction.

Nous voulons essentiellement démontrer les théorèmes suivants :

THÉORÈME 1. - Soit a(F) le $-type_ exponentiel d’une fonction de type

exponentiel 9 est le rayon de la plus petite p-boule de centre l’ origine

qui peut porter F-1 F. 
Soit v un point de E* , tel que p*(v) = 1 , et soit 03A6(03B6 ; v) = F(Ç.v) .

03A6(; v) pour v fixé est une fonction entière de type exponentiel inférieur

ou égal au p*-type de F . Désignons le type de 03A6(; v) par a (F , v).

THÉORÈME 2. - On a 03B1 (F) = sup a(F , v) .
v

Soit F(v) l’hyperplan orthogonal à v 9 et E(v) = E/F(v) , p(v) la projec-

tion canonique de E sur E(v) . On peut identifier 03A6(03B6, v) avec la transfor-

mée de Fourier-Borel de F) . Le théorème s’énonce aussi :

THÉORÈME 2 ’. - Le rayon de la plus petite p -boule pouvant porter une fonctionnel-

le analytique ~f est égal à la borne supérieure des rayons des supports des

projections de 03A8 sur les espaces quotients de dimension 1 de E (muni de 1,
norme p ) .

(Le rayon d’un support dans une droite complexe est le rayon du plus petit cercle

unité centré à l’origine contenant le support, le rayon unité est celui de la

projection de la p -boule de rayon 1 sur cette droite). Le théorème 1 a déjà
été démontré dans l’exposé précédent pour le cas où 1 a p-boule unité est un

polydisque. Nous allons, dans la première partie, effectuer ~.a réduction des théo-

rèmes 1 et 2 à un tel cas ; dans la seconde , nous démontrerons le théorème 2 dans

le cas du polydisque, ce qui achèvera sa démonstration.



1. Réduction des théorèmes 1 et 2 au cas d’un polydisque.

On a le théorème suivant :

THÉORÈME 3. - Soit V une variété de Stein, W une sous-variété régulière de

V , et 03A8 une fonctionnelle analytique définie sur V , strictement portable

par ~rJ est portable par un compact convexe ~ alors ~ est porta-
ble par dans V et dans W .

DÉMONSTRATION. - Notons d’abord que K n W est H(W)-convexe dans la variété
W . Soit i l’application identique de W dans V . On sait, (~4~, exposé
n° 18 que ti est surjectif, donc est un homomorphisme vectoriel topologique, donc
i : HI(W) est un isomorphisme vectoriel topologique (topologie 5 

c 
de

duals de Fréchet). Si désigne l’espace des fonctions holomorphes au

voisinage de K n W , dan s son dual, et si est l’injection

canonique de dans n W ~ ~ si enfin tjv est l’injection canonique
de H(V) dans H(K~ , on exposé n° 9~ , que H(V) (resp. H(W~ ~ est

dense dans H(K) (resp. HW(K n W)) donc que jW , et jV sont biunivoques.

Si Q est un voisinage de Stein de K ~ ti est un homomorphisme surjectif de

H(Q) sur n W~ , donc définit par passage à la limite inductive un homo-
morphisme surjectif t~ de H(K) nur n W) ;

en effet, on doit vérifier que, si ~’ alors

ce qui est notre inégalité ; mais ce diagramme est commutatif, car il est le
transposé d’un diagramme qui l’est manifestement j donc il suffit de vérifier :



Il faut donc vérifier que si ’~(f) - 0 pour toute f de H(V) de restriction

à ~~I nul’e, = 0 pour toute g de H(K) telle que ~ ; g) = 0 .

On a le lemme suivant :

LEMME 1. - Soit f E H(K) telle que = 0 . f est limite dans H(K)
d’ une suite f k de f onctions de H(V) , nulles sur W .

Ce qui implique bien le résultat chercha car

DÉMONSTRATION du lemme 1. - On sait, K étant H(V)-convexe, que f , au voisi-

nage de tout point x de K peut Si écrire sous la forme f = 03A3figi où les

g. sont des fonctions holomorphes au voisinage de x ,et où les s’ännulent

sur tout W ~ donc il existe un nombre fini de fonctions f~ de H(V) ~
= 0 . et de fonctions g . de telles que Z f dans H(K) .

Mais chaque g est limite dans H(K) d’une suite de fonctions de

H(V) , donc f est limite dans H(K) dos f.= (Xf .g03B1, k) .
COROLLAIRE. - Si 03A8 ~ 0 , K n W ~ Ø .

Nous revenons à un espace vectoriel.

PROPOSITION 1. - Soit F un sous-espace de E . Pour définie sur E ,

soit strictement portable par F , il faut et il suffit que S~ soit constante

sur les classes module FO , dans E .

DÉMONSTRATION. - Si  est une mesure représentant V et portée par F ,

5w u> = / 
F 

exp  z , u > .d » , donc , si u~ - u~ OE F* 5W u~ > - à~u~ > = /àd» = 0 .

Réciproquement, F* s’identifie canoniquement à E*/F0 . Si F03A8 est constante

sur les classes module elle définit canoniquement une fonction de type

exponentiel sur F~ ~ donc une fonctionnelle analytique sur F . L’image~ par

l’injection de F dans E , de cette fonctionnelle, est strictement portable par
F sous-espace de E et a pour transformée de Fourier-Borel ~F . L’application
S étant biunivoque , le résultat est démontré.

Désignons par "polyèdre" l’enveloppe convexe cerclée d’un nombre fini de points.



LEMME 2, - Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace vectoriel

complexe E soit isomorphe à un sous-espace d’un espace C (N suffisamment

grand) muni de la boule unité produit des disques unité~ est que la boule unité
de E~ soit un polyèdre.

E et F étant deux espaces de Banach complexes de dimension finie, nous notons

z un point de E ~ y un point de F ~ u un point de E ~ t un point de

F* . Supposons qu’il existe une isométrie i de E sur un sous-espace de F 

La norme de E est notée par p , celle de F par 0 .

LEMME 3. - Soit A(u) une fonction entière sur E * de type exponentiel 03B1(A) .

Si B(t) = (Ao i*)(t) ~ B est entière de type exponentiel a. (B) = a.(A) . Réci-

proquement, toute fonction entière B(t) de type exponentiel constante

sur les classes module peut être mise sous la forme ci-dessus.

DÉMONSTRATION. - Soit K >a(A) . Alors on a une majoration

tA(u)t 1 ~H exp[K.p~(u)] , d’où H ou,

)B(t)j 1 ~H d’où a(B) ~a(A) . Nos espaces sont de dimension finie,
donc, t étant donnée il existe to tel que i (t) = et

=p~(i~(t)) . Donc , si on a une majoration

on en déduit une majoration

d’où a (A)  a (B) 9 d’où l’égalité.

On a : sup [a(A, u)]= sup [a(B , t)] .

~*~t) - 1, * ~i*~t) ) ,~ 1 , donc il existe ~. > 1 tel ue p*~i* ~?~tj ~ - 1 ~
i*( ~t) est un des u tels que p*(u) = 1 d’où :



Mais pour tout u tel que p*(u) = 1 , il existe t tel que o (t) = 1 avec

i *(t~ - u . Alors , on en déduit 1

ce qui entraîne le lemme 3 ’ *

Nous nous donnons maintenant un espace de Banach complexe E de dimension finie,
une fonctionnelle analytique 03A8 sur E telle que F03A8 soit de type exponen-

tiel 03B1 , et nous notons par B* la boule unité de E * . Quel que soit 0  r}  1

il existe un nombre fini de points u1 , ... , ur ( r est une fonction non

constante de r) en gênerai) tels que, si 0393* désigne le polyèdre qu’ils engen-
drent, on ait : r* D (1 - n)’B~. Soit T~ la norme définie par F~ .

Diaprés le lemme 2 , il existe une isométrie i entre E muni de la norme T et

un sous-espace d’un Soit e l’image de 03A8 par i . D’après le lemme 3,
et le choix de r ~ on a :

et aussi, d’après le lemme 3’ :

D’après le théorème 1 de ~1’ exposé précédent e est portable par le produit des

disques de rayon a (G) dans CN mais 0 est strictement portable par i(E) ,
donc 0 ~ d’après le théorème 3 de cet exposée portable par le compact
a(G)*i(r) ~ dans C~~ et dans i(E) . Donc ’~~ est portable par 2014~2014 .B ~ et
r~ étant arbitraire 9 ’~ est portable par a.B . 

- 11

LEMME 4. -~ Si ~ est portable par la boule p.B ~ alors a, ~ ~’~) ~ ~3 .

DÉMONSTRATION. - Pour tout E , il existe une mesure  de support inclus dans

la boule de rayon (p + E ~ 9 qui représente ~’ . D’ où :

le lemme 4 conjugua au résultat qui le précède achève la démonstration du théo-
rème 1.



Si on admet le théorème 2 pour un polydisque, alors (1) conjugué à (2) et à :

et n étant arbitraire , a = sup [03B1(F03A8 , ô)] *

2. Démonstration du théorème 2 dans le cas d’un polydisque.

C~ est toujours~ Jour nous , muni de la norme !’i~~= sup jt~) . (C ) ~
°’ 

’

désigne 1 espace vectoriel C muni de la norme ~t~1 = |tk| .
k=l

Soit F(t. ~ ... , une fondtion de type exponentiel sur (C )~ ~
0 = ~. ~ I je ) = 1 ~ on peut développer F en série entière,

~ " h=l

où P k est un polynôme homogène des l variables 8 2 p ... , et . On a :

Notons par le nombre M~= sup }P~(0)) . Si
~0398~1=1

nous montrons que :



p (F) = lim k e M1/kk le résultat sera atteint. En effet , soit alors
k 
°

mais l’inégalité en sens inverse est claire. Tout revient donc à démontrer que

Mr LELONG nous a signalé que dans le cas d’un cercle (plus généralement dans le

cas d’un ensemble non effilé on aucun de ses points) cas auquel nous allons en

gros nous ramener, ce résultat pourrait se déduire des considérations de [2] et

de [3]. Nous donnons ici une démonstration directe, indépendante de la théorie

fine du potentiel, grâce au lemme suivant s

LEMME 1. - Soit ... , z.) une fonction  0 , enveloppe supérieure
d’une famille de modules de polynômes de l variables, et de degrés, inférieurs

. ou égaux à n ~ et soit ~* ~ Ip un produit de cercles~ ~ la
mesure produit des mesures linéaires des r . ~ quel que soit a > 0 ~ 1~ensemble

des points de r où Fn(z1 , ’" ’ [Mn = sup|Fn(z)|],
a une mesure supérieure à k(03C3,0393) , k(03C3,0393) une constante z~0393 strictement
positive.

Du lemme 1 résulte que US M1/np == sup (z)|1/n. En effet, soit n’ une

n 
~ 

z ~ r 

suite extraite de la suite des entiers telle que

et soit ~ , ~ l’ensemble des points où F, > M t .exp(~ a .n’ ~ ~ alors on sait que
n n n

l’ ensemble de. points communs à une infinité des c~ , a une mesure supérieure ou
n

égale à 0393) . Soit z0 un tel point 9 en z0’
r on a :



[On a même démontré ~lim|Fn(z)|1/z~~ = lim M1/nn ] Mn = + ~ n’est pas exclu

de ces considérations.. On déduit de ceci le corollaire suivant s

COROLLAIRE. - Soit ... une suite de polynômes homogènes définis
sur (C~~~)~~ P de degré total n ~ et soit A la frontière de la boule

-- + 1 = ~ 3 alors, si == on a : ]±nM~= sup 
Posons t, == 20142014 , ... , t. == 20142014 t, = ~) .

On a :

JP ’ n’ t prend son module maximum en un point

correspondant à (t~ ~ ... ~ t~) == Soit n~ une suite extraite de la suite

des entiers, telle que lim = Tim On peut extraire de cette suite
r~ 

~ 
n 

"

une sous-suite ni telle que t converge vers un point t0 . Si t0 ~ ~ ,
puisque

et que les sont bornés dans leur ensemble, c~est que np.n ~~ ’ Changeant
de carte, nous pouvons donc toujours supposer que t ~ ~ (03A3|~j| = 1 , donc

les ~. ne s’annulent pas tous simultanément). Soit 6 = (6. ~ .~. ~ ~o) pris

tel que 6. > )t. j pour tout i ~ et soit

Par le principe du module maximum, on a :



Le rapport des deux normes pouvant être pris aussi voisin de 1 qu’on le désire,
ceci achève la démonstration du corollaire et du théorème 2, une fois le lemme
1 démontré.

Soit f(z) une fonction d’une variable complexe y holomorphe hora du cercle

. 

unité ( 00 compris) , continue sur le cercle, n’admettant qu’un nombre fini de
zéros (on peut très largement étendre les hypothèses).

2. - On a l’inégalité

DÉMONSTRATION. - On peut écrire f sous la forme f(z) == b(z ) ,g(z) où b(z)
est le produit de Blashke extérieur des zéros de f . Alors |f(z)|  )g(z)) si

)z) ~1 ~ )f(z)j = )g(z)j si jz) ( =1 . Soit k ( z ) une racine h-ième de g ~

g = k ~ qui existe puisque g n’ a pas de zéros hors du cercle unité. On a s

d’où, par l’inégalité de Hölder :



LEMME 3. - Soit P (z) un polynôme d’ une variable complexe, et h > 1 . On a,
-..-..~ n - -- .. --- ,- -. 

- ....- . - - - 
-. , 

- - 

.-. ,-.-., --- ~

posant a = n/h où n est le degré de P , l’inégalité :

DÉMONSTRATION. - On pose f(z) == et on remarque que
z

4. - S oit F 
n 

une fonction du type décrit dans le lenne 1, alors sur r

(produit des cercles unité~9 on a l’ inégalité :

DÉMONSTRATION. - Supposons l’ inégFB,lité du lemme 4 démontrée pour les polynômes
à l variables. Soit F 

n 
(0) = sup|Pn,03B2 (0)j . Alors on a sur r :

et tenant compte du lemme 4 admis pour les polynômes

( n’est pas exclus dans ces calculs), donc l’inégalité est aussi vraie pour
les enveloppes supérieures de modules de polynômes de degré  n . Supposons

alors le lemme 4 démontré pour t - 1 variables. 
’



Soit F (z, , ... , z, J = sup )P (z , ... , zj) . On a, par l’hypothèse de~ " " 

récurrence:

d’ après le lemme 3. Utilisant (5) dans le membre de droite de (~ ~ ~ on obtient le,

lemme 4 pour un polynôme, de l variables, donc pour une enveloppe supérieure de

modules de tels polynômes. L’hypothèse de récurrence passe donc 1 à 1 ,

et elle est vraie pour &#x26; == 1 d’après le lemme 3 et le début du raisonnement du

lemme 4C. Q. F. D.

Maintenant, soit w la mesure de l’ensemble des points où n)

(on peut se ramener au cas où I~ 
n 

est fini). Utilisant l’inégalité du lemme 4

il vient :

a étant donné, on peut prendre R assez voisin de 1 pour que 0 R  ~ !
donc prenant alors a assez grand, on aura



3. Une application. 
’

. Soit E~ un espace vectoriel réel de dimension ~ ~ E son complexifié.

THÉORÈME 4. - Soit  une fonctionnelle analytique, définis? sur E . admettant
un support réel, et do la forme 03A81 * 03A80 , où 03A80 a pour support l’origine.
Alors ~. admet un support réel~ et l’enveloppe convexe de ce support est égale
à l’enveloppe convexe du support réel de T$

Dire que ?~ a pour support dire que S~
est de type exponentiel zéro. 03A80 a dans ce cas un support convexe.

LEI4i.E 1. - Soit 03A8 une fonctionnelle analytique définie sur si 03A8 est

portable par tout polydisque 03931 x f 2 x ... x 0393l où r. contient un segment
réel alors ~ est portable par Li x ... x L ~
DÉMONSTRATION. - Soit V un voisinage arbitraire de L = L x ... x L . V

contient un voisinage de L de la forme f! V. où V. est un voisinage de L..
i=l ~ ~ ~

Soient A~ et A~ deux disques tels que A. n A. c V.. Faisons l’hypothèse de
de récurrence : quels que soient les disques r 3 L03B1 , 03B1 > 03B10 , 03A8 est portable
par (A n A’) x (03942 n A ) x ... x x x ... x Par hypothèse,

ceci est vrai si j = 0 . Supposons que c~est vrai jusqu’à j - 1 . Alors T est

portable par s

quels que soient les disques 
a 

réunion de ces deux compacts
est polynomialement convexe , donc ~ est portable par leur intersection, 
dire par

l’hypothèse de récurrence passe de j - 1 à j . Finalement, W est portable par
t .

~y (L~~ n V étant arbitraire ~ ~ est portable par L ,
a ~.1 a
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Prenons Conne boule unité dans un polydisque 0394 = P désigne la
1

norme associée â ~ . Le exponentiel do ~’ est donné par

Mais ~.t) = $ (~.t)~Q(~.t) ( ~.t) = S~(~.t) ~ et on sait, 

page 191)~ ~~ étant de type exponentiel zéro que a(S~ ~ t) = t) , d’où

a(S~)= a.(S~) ~ donc si a$l . ., or. ~1 . Ou encore : si V est portable

par un produit de diàques 0394 , 03A81 est portable par A o si le support réel

de 03A8 est inclus dans un produit L = L x ... x Ll de segments,  est

par tout produit de x ... x r où La
( ce = 1 , 2 , ... , l). Donc 03A81 est aussi, diaprés le lemme, portable par

L. x ... x L . D’autre part, il est clair que l’enveloppe convexe du support
réel incluse dans celle du support de ~(~ ~ ~ 

~2 
D’où l’égalité annoncée. 
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