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Séminaire SCHUARTZ 17-01
4e année, 1959/60, n® 17
'8 mars 1660

PRINCIPES DE PHRAGEN-LINDELOF

per Martin ZERNER
(d'apres LAFDIS [3])

Cet exposé concerne cncore un opérateur & n variables. Les conventions ¢t no-
tations de 1l'oxposé précédent restent en vigueur. 51 A est un sous-ensemble de
Rn, roA désigne sa mosure de Lebesgue. S'il est porté par une sphére, Moq A
désigne sa mesure superficiclle. On appelle Sa la sphére !xl = a ¢t Ba la
boule ouverte qu'elle limite. La lettre G éventucllement munie de divers indices

désigne toujours un ouvert conncxe.

LEMME. - Soit h wun nombre compris entre O et 1 . Il existe une constante

CO telle que, pour tout a < 1 ct vour tout domaine G vérifiant :

a. G <B
a
b. 0€ G
c. G r\Sa %
et .
n
(1) Cy by, G <a

pour toute fonction positive u vérifiant :

A. u est continue sur G .
B. u s'annule sur la partie de la frontiérec dec G qui cst contenue dans B_ .
o

C. u est deux fois continficment différentiable sur G ot y vérific @
Lu=20

ot L est défini sur §; (ot bicn entendu y satisfait aux hypothéses énoncées

dans 1'ecxposé précédent). u vérifie aussi :

0 .
u(0) ¢ h ;?gAu(x)

DEMONSTRATION. - D'eprés (1); il existe un nombre b compris cntre 0 et a

tel que :
i nbn—l
b CA

o

GIys

Iun-—l

Appelons ‘¢ la fonction (continue) définic sur S_ comme égale & u sur S NG

et nulle ailleurs. K_ étant le noyau rclatif 2 Sb dont 1'existence est affirmée
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par le théordme dec 1'exposé précédent, posons :
v(z) = g K (x , v) wly) de
S s
)

¥  étant positif, on a : u < v sur la frontitre de G an (puisque u =V
gux points de cette frontiérec qui appartiennent & S d'aprés la propridté (ii)
de K (théortme cité) et u =0 cn les autres points de la frontidre).

Tnfin, sur G N Bb , vu la propriété (i) dans le théoréme invoqué :
L(v -u) <0
donc, (principe du maximum) s

ugv sur Gl\.Bb ’

mais alors, d'aprds (2) ot la propriétd (iii) de K_

u(0) ¢ & swp  ulx) ;
0 XEGNS,
d'ou le lemme en premont 3
_ hp
CO =5 .

REIMARQUZ, - Comme on 1'a fait observer 2 1'cxnosé précédent, on cst obligé de
limiter le rayon a dec la boule. Voici un cxemple montrant que cette restriction
ne tient nas 2 1a méthode employéc :

F R D

n=2 L= + + ==

( 5 2
G, = “i(Xy”);X2+3/'2< az,x'“-2(y+e.)/2)<0%
2
u = - X +2(y+a3/2)

gquand a — ®© :
F'Z Ga
— = 0
o
ua(O)

wp, ww b
sup, u,{x
a

Par contre, cette restriction peut 8tre levéc si on ajoute 1'hypothése :
. i 2 ,
Les fonctions |x| b s 'xi ¢ sont bornées .

(On se rappelle qu'on passe de la construction des novaux K, pour a = 1
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3 celle des autres par une homothétie. Sous la nouvelle hvpothdse, les opératcurs
L transformés par lecs homothéties correspondant & tous les a satisfont 2 la
méme condition d'ellipticitd uniforme ot ont des coefficients bornés par un méme

nombre) .

THEOREMZ. - Il cxiste deux constantes positives C , C, tolles que, pour tout
a ¢1 (resp. tout a ),tout domaine G vérifiant les conditions (a), (b), (c)
du lemme, toute fonction u , (positive ou non), vérifiant lecs conditions (4), (B),

(C), du lemme (resp. si de plus |x! b ot !x]z ¢ sont des fonctions bornées),

en posant :
s=al Vh G ,
s £ C1
entraine s
u(0) g expG—Cs—l/(n—l))sup u(x) .

x=G

DEMONSTRATION. - Si u(0) € 0 , il n'y a rien 2 démontrecr. Sinon, d'aprés le
principe du maximum; le vlus grand ouvert connexe contenant O ol l'on ait u > O
a des points adhérents sur 5 . In remplacant au besoin G par cet ouvert, on

peut supposer u > 0 sur G .

Dans ces conditions; on va partager Ba en N couronnes, et appliquer le lemme
2 un sous-ensemble judicieusement choisi dec chacune de ces couronncs ou faire sc
pourra. Il rostera & voir cue cela sc pourra dans un nombre assez grand dc ces
couronnes, ce qui résultere du choix de ¥ .
Soit donc N un entier positif, pour le moment quelconquc. Posons @
a, = 2K+ 1,
k 2T °

La restriction de -u & G f‘Sa s étant nulle 2 la frontiére, atteint son maximum

k
en un point X Soit Gk la composante connexec de Xy dans 1l'ouvert :
. N a
{x 3 X € G et |x - Xkl< i % .

Choisissons un nombre h < 1 . Soient GO la constante définic par lc lemmc,

Nl le nombre des enscmbles Gk qui vérifient :

_— n N en
GO }n Gy <& 27 1
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et N, 1le nombre des autres, soit N - Hl . Comme ¢

2
ulx,,,) > sup ulx) > ulx,) ,
B xeG
k
il vient en appliquant le lemmc
N
u(0) < n L sup u(x) .

x¢C
Or, il v a B, ensembles Gy vérifiant :

N an 27y
gy T .
k CO

-n
M G

Ces ensemblces sont disjoints et contenus dans G ;5 d'olu :

N gCOZHan

2
N 5N -Cy2 0 s .
Pour rendre Nl aussi grand que possible, on sst conduit & poser :
N = [t )/
CO 2" ns

(le crochet désignant la partic enti®rc), d'olu :
1 1/(n-1) 1/(n-1) .0
N, > [{(———) 1- ¢, P[—2—) 1 s
1 n 0] n
Co 27 ns Cr 2 ns
0
Pour s -— 0 1le second membre équivaut 2 :
1/(n-1) -1/(n-
(—L ) (1 - 1/n) g7/ (2-1)
2 n
ce qui établit le théoréme.

Principe de Phragnén-Lindclof.

Soit L , défini dans tout l'espace; ot tel que les fonctions bllxl s clxl2
soient borndes. Il existe deux constantes 90 5 A strictement positives telles

que, quel que soit le domaine G non borné pour lequel existent deux nombres
4<%y et a tels que; pour tout r y a :

. n
yo, GN B <y s
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toute fonction u continuc sur G , doux fois continliment différentiable sur

G ; négative ou nulle sur la frontidre de G , vérifiant :

Iu =0 dans G
et

lim inf [r“An} sup u(x)]jg O
r —5 @ X-eGnSr

est négative ou nulle dans G .

DEMONSTRATION. - Hous allons supposer qu'il existe un point %y ol u(xo) > 0

et construire 4 +tcl que :

_va“'l/(n-l) -
lim inf [r )/ sup u(x)]> 0
r— ® xéGﬂSr

en appliquant le théoreéme précédent.

Soit GO le plus grand ouvert conncxe contenant X, ol llon ait u >0 . Le
maximum m(r) de wu(x) dans Go?ﬁé; est atteint en un point x_  de S, .

. oy ~
soient Br la boule !x - xr! < r et Gr la composantc conncxe de X, dans

* .
Br n GO - On a, pourvu que r > a :

n .n
G m2 .
Po Gr<ye T
Si done
-n
8)
Do & 277 Cy
ou C, est définie par le théoréme précddent, d'aprés cc théoréme :

1
m(r) € exp [~ C(g2n)l/(n—l)]m(2r)

et, comme m(r) st une fonction croissante :
-1 - ,
m(r) 3 oxp (C, /(n-1) [log, £1) mlx41)

(o b = sup {a, !xou ) d'ol, pour r assez grand, avec une constante
A >C, Log R :

2 -1/(n-1)
A'\;)

m(r) 3 a' r (a'> 0) .

REMARQUE 1. - Au lieu de borner u par O , on aurait pu le faire par une cons-

tante positive,

RiIMARQUE 2. - LANDIS ([2;]‘) a démontré & 1l'origine cc résultat par une méthode,
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semble-t-il plus compliquéc, analoguec & celles dont nous parlerons dans le pro-

chain exposé. Les hypothéscs étaient différentes.

REMARGUE 3. - GILBARG ([1]) et LaX ([4]) avaient obtcnu de leur cdté des prin-

cipes de Phragmén-Lindeldf différents.

COROLIAIRE, - Si u vérifie ILu = 0 dans le domaine limité par deux hyper-
plans maralliles ct cst bornic sur ces hypernlans, ou bien elle cst bornée, ou

bien elle n'est majorde par aucun polvndme.
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