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Séminaire SCHWARTZ 16-01
4e année; 1659/60, n° 14
ler mars 1960

INEGLITES DU TYPE HARNACK

par Martin ZERNER

. Les travaux de LalDIS sur les opérateurs clliptiques du second ordre conduiscnt

4 des résultats d'unicité moins intéressants, semble-t-il, que ceux de CALDEROL

en ce qui concerne 1l'unicité usuelle ct ceux de CORDES ([3]) et aRONSzAJN ([1]) en
ce qui concerne l'unicité forte. Tar contre LANDIS passe au cas des équations para-
boliques et, pour les opérateurs clliptiques, obtient des sous-produits intéres-
sants § principe de Phragmen-Lindeldf, limitations de décroissance, raprort ontre
croissance et nombre des changements de signe. Un inconvénient majeur cst que ses
résultats sont publiés dans deux notes aux Doklady ([5] et [6]) avec des démons-
trations trésschématiques. Seul le cas de deux variables a fait 1'objet d'une pu-
blication détzillée ([7]). J'ai été incapable de tout éclaircir dans le cas de

plusieurs variables.

Dans ce premier exposé, aprés avoir rappeld le vprincipe du maximum, qui sera d'un
urage constant, nous étudierons 1l'essentiel d'un article de SERRIN([9))utilisé par
LANDIS dans [7].

Premiéres conventions.

n est le nombre des variables indépendantcs. On applique la convention de som-

mation.

Principe du maximum (HOPF, [4]).

Soit Ly 1'opératour, défini sur un domaine G de R™ :

u — a’d 613 u+ bt éi u (éi :-«éz )
ox

') et les b* sont des fonctions bornées et qu'il existe

A 70 tel que vour tout (§1 s soe g in) ¢ R

On suppose que les a

i > < . . . ” .
atd %1 §j > A )_I %i (ellipticité uniforme) .

Soit u une fonction deux fois comtinfmenmt différentiable sur G et qui y vé-
rifie :
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Si alors u atteint un maximum reclatif en un point de G , elle est constante.

DEMONSTRATION, - Elle se fuit par 1'absurde. Le rrincire en consistc, admettant
que u atteigne un maximum, & construire une fonction non constente v , qui ad-
mette également un maximum et qui vérifie 1'indgalitd stricte. Cela fait, soit

3 AY s . -~ . .
Yg un voint ou v atteigne son maximum sans 3tre constantc au voisinage de Vo -

On a :
13y,

donc sur un voisinage de Vo

a™d (YO) d.

i v(x) >0

ce qui contredit la théorie des fonctions surharmoniques ordinaires.

I1 existe une sphére SO vortant un point Xy de G ol u attcignc son maxi-
mum M et limitunt une boule ouverte BO contenue dans G sur laquelle u< M .
Soit S wune sphére de rayon r tangente intérieurement en Xy & S, 5, B sera
la boule ouverte limitée par S (dans la suite, nous emploierons cette notation
systématiquement). Enfin soit Sl une spherc de centre x, ¢t de rayon <r ,

telle que Bl soit contenue dans G . ilous roserons :

= r\"‘v =S (.} ° 5. 0 =
S =5 M Bs By =85 Y8 s; 1S, =¢

ety prenant le centre de S comme origine des coordonnées :
_':{l X! < -:Jr2
hix) = ¢ b

ou o est une constante choisie assez grandc vour que :

——

LO h >0 dans Bl s

ce qui est possible gréace 2 1'ellivticité uniforme.
Comme u <M gsur le compact Si s 11 existe &350 tel que u ¢ M - & sur Si

Si alors m est assez petit vour que, toujours sur Si s ‘yh < & , en posant :
v = u + ﬁh
on vérific aisément que :
LO v 0 dans B

v {M sur S

-1
V(Xl) =M .

v a donc un maximum dans B1 » c'est la fonction cherchée.
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COROLLAIRZ. - Si ¢ ocst une fonction non positive et u vérifie :
LO u+cu=0 s
. . . . - ° 'y re -
U ne peut avoir sans étrc constante ni —aximum vositif, ni minimum négatif.

REMARQUE. - Le raisonnement ci-dessus a été 1légéremcnt généralisé par CALABI

([2]) et appliqué par WIRTZI'RIRC ([8]) aux opératcurs paraboliques.

Nouvellss conventions.

lous allons étudier un opérateur L défini par :

L=2a0,,+b 0, +c s
ij i

at satisfaisant aux hyrotheses suivantes -
a. Tous les coefficients sont des fonctions bornéecs.

b. Il existe A >0 tel que, pour tout g
-1‘— «2 l
N ¢ Ty, ;Jzki :

c. Les coefficients alJ des termes du second ordre satisfont & unec condition
de Dini :
latd (%) - alJ(y)! < Q(]X - y’)

ou \f est une fonction croissante et continue telle que -——i

s)

au voisinage de s =0 . (Le cas le »lus courant cn étant blen entendu celui d'une

soit sommable

condition de Hdlder).
de ¢ &0 .

Par la suitc, un nombre aura droit au titrc de constente s'il ne dépend pas
d'eutra chose que de la %imens.ion n -, de \,dec la borne “supéricursudos modules des
coefficicnts de L et de 5 .lﬁéil ds ;, b étant un nombre nositif fixé une fois

pour toutes, mais au demeurant arbitrairc.

THéORﬁNE (SERRIVN). - Soit a wn nombre compris entre O et 1 . Appelons S
une sphére de rayon a ot de centre Xy 5 4o son é1lément de surface, B la boule
ouverte qu'elle limite. Il existe deux fonctions £+(x s V) K_(x , v) définics
sur B x S ; deux fois continfiment différentiables en x et continues en y sa-
tisfaisant aux conditions suiventes :

i. LX K, % 05, Lx ¥ <0,

ii. Pour toute fonction H) continue sur & ot tout v € S ¢

fs K (x, 2) kV(Z) do(z) —— y(y)

XY

(uniformément en v ).
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iii. I1 existe deux constentes strictoment nositives 4 , B telles que si
lx - XOI‘S a/2 :

1- . 1~
F(x, v) 3 Xa 0, Vo(x, y)& pa " ,

4 1 -
DEMONSTRATION.,
a. 'ous construirons V+ en 1'appelant plus simplement K . Ia construction

¢z X_ est tout & foit znaloguc. De plus, nous nous plecerons dens lz cas a =1
guquel on wveut se ramoner par une homothétie sans changer los 2l ot en diminuant
les autres coefficients (un contre-exemple relzatif au prochain oxposd nous montre-
re. qu'il est indispensable de fixer une bornc supérieurc & a ). Bicn entendu, le
coefficient a' ™ de (iii) est éliminé cn remrlagant d¢ vpar la mesurc invarian-
tz de masse totale 1 sur S .

b. Nous construisons meintenant unc fonction k(x , v) qui tonde vers zéro
quand x s'aporocie d'un voint de S différent de vy et qui au voisinage de ¥y
soit équivilente au noyau de Poisson relatif au Leplacien défini par los a™d(y)
(considérés comme des cocfficicnts constants).

A cct effet, anpelons aij les cocfficionts de la matricc contragrédiente &
i

.

celle des a . Ramarquons cn passant que la nouvelle matrice satisfait encore

3 1'inégalité (b) des conventions. Fosons :

) L

r* = aij(}f)(x:L -y () - )
-Nn

X -vy) r .

K

2(XO -7
Par la suite v sera considéré comme fixé : toutes lecs dérivations s'entendent
par repport 2 x . Four n > 2 , on peut écrirc :

. i 2-n

5, = iy o)

d'ol

(1) M) d. =0

égalit 5 qui se vérifie également pour n = 2 .

U1 a les oropriétés de croissance voulucs prés de v mais ne tend pas vers
I
zero quand x s'approche d'un autrc point de S . On pose donc encore :

-n

U, !X-V|2 r

I

k =0, - U, :

e

Si alors f est une fonction continuc de la variable réellc vérifiant
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(2) so) =0, Kb o
- S —®

on pourra trouver une fonction continue positive sur S, f(y) telle que :
¥ = P(v) f (k)

vérifie (ii).
c. I1 s'agit maintenant de vérifier (i). On trouve cn tenant compte de f£(0) =0 :
. k
{r.»(y)]'1 Lr = £1(k) a™d 0, k aj k - cj sf(s) ds + £'(¥) Lk .
0

Les deux premiéres expressions sont positives si f% reste poeitive. Hous allons

donc majorer par une fonction de k scul 1l'exvoression ¢

a=(Y ok, vl .
1 J
I1 vient sans difficulté :
k & Cl}x -y 1-n
el € olx -y ™
(3) ' ~ -n-1
o5 0,1 € oplx -yl
' - -n .
Les termes les plus déplaisants sont donc les 6ij U, 5 mais, d'apres (1)
ij _r.id _ i)
| ij 2 -n-1
;ajéijUﬂx(Cln ?(’X-Yl)lx-vln .

. ij . . 2 -
Il faut encore minorer a'Y @ilcﬁj k ou, ce qui revient au wéme |k'|° . En déri-

vent parallélement & v - x puis Xy - x ot comperent les résultats; on trouve :
vy 0l -yl

d’éu 1'on conclut :
lal ¢ CB[\{?(IX- v1) Jx - vl®h s k- o™ .

I1 feut maintenant exprimer ce résultat en k . La premiére inégalité (3) invite

R
n-1
) _(.C.l.)
“\'k

3 poser :
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fonction qui majore !x - yl.. Comme nous ne nous intéressons qu'?2 des points ou

lx - VI < 2 ; nous avons :

lal < a(s)
en posant :
g(s) = 03[\f(8) 1 s 5] pour s & 2
gls) = 03[\Y(2) 22t L oM pour s 3 2 .

d. Des raisonnements tout # fait élémentaires montrent qu'il existe unc solution
de 1'éguation
fr(k) = g(s) £'(k)

vérifiant les conditions (1), que cette solution vérifie aussi f"(k) > O ot en-
fin que K , tcl gu'il a été construit & la fin de (b) vérific la condition (iii)

si on v prend pour f 1la ditc solution.
REMARQUE. - Nous n'avons utilisé la condition de Dini qu'au voisinage de S .

COROLLAIRE. (Inégalité de Harnack). - Soit u une fonction positive, deux fois
continuement différentiable sur B ot continue sur B vérifiant sur B :
' Lu=0 .

I1 existe une constante rositive C telle que pour !Xl - XOI < a/2 et

}x2- XO! < a/2 :

-

u(xl) £ Cu(xz) .

La démonstration est calquée sur celle du cas classique, X _ ot X_ jouant &
eux deux le rdle du novau de Poisson.
Pour n = 2 , SERRIN donne une démonstration directe qui ne fait nas intervenir

de condition de continuité des coefficients, il suffit de lecs supposcr bornés.

L'inégalité de Harnack entrainc & s-n tour unc série de conséquences : on 1l'étend
d'abord aux couples de pdints d'un compact contenu dans un domaine ot u est po-
sitive. On en déduit alors le thdoréme de convergencc de Harnack, un théoréme dz
Liouville lorsque bl =c=0 , etc. nfin, dans un article faisant suite 2 [9],
GILBARG et SERRIN 1'emploient # 1'étudc des points singuliers isolés apparcnts
("removable").
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