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INÉGALITÉS DU TYPE HARNACK

par Martin ZERNER

Séminaire SCHWARTZ
4e année, 1~‘59/~C~S n° 16

1er mars 1960

~ 

Les travaux de LUNDIS sur les opérateurs elliptiques du second ordre conduisant
à des résultats d’unicité moins intéressants, semble-t-il, que ceux de CALDERON
en ce qui concerne l’unicité usuelle et ceux de CORDES ([3J) et ARONS2AJN ([l]) en
ce qui concerne l’unicité forteo Par contre LANDIS passe au cas des équations para-
boliques et, pour les opérateurs elliptiques, obtient des sous-produits intéres-

sants : principe de Phragmèn-Lindelöf, limitations de décroissance, rapport entre

croissance et nombre des changements de signe. 0 Un inconvénient majeur est que ses

résultats sont publiés dans deux note s aux Doklady ([5] et [6j) avec des démons-
trations très schématiques. o Seul le cas de deux variables a fait l’objet d’ une pu-
blication détaillée ([?]). o J’ai été incapable de tout éclaircir dans le cas de

plusieurs variableso

Dans ce premier exposée après avoir rappelé le principe du maximum, qui sera d’un

constante nous étudierons l’essentiel d’un article do SERRIN ([9j) utilisé par
LANDIS dans o

Premières conventions. 0

n est le nombre des variables indépendantes. On applique la convention de som-
mationo

Principe du maximum 
Soit L~ défini sur un domaine G de Rn: ô

On suppose que les a " et les b~ sont des fonctions bornées et qu’il existe
Â~O tel que (:~ ~ ... ~ ~ ) ~.R~ :

Soit u une fonction deux fois continûment, différentiable sur G et qui y vé-
rifie  >



Si alors u atteint un maximum relatif en un point de G ~ elle est constante o

Elle se fait par l’absurde. o Le rrincire en consiste, admettant

que u atteigno un maximum, à construire une fonction non constante qui ad-

mette également un maximum et qui vérifie l’inégalité stricte o Cela fait) soit

y0 un roint où v atteigne son maximum sans être constante au voisinage de Va. o
On a s

donc sur un voisinage de °

ce qui contredit la théorie des fonctions surharmoniques ordinaireso

Il existe une sphère Sa portant un point x l de G où u atteigne son maxi-
mum 1~~ et limitant une boule ouverte P.. contenue dans G sur laquelle u . Â~~ o

Soit S une sphère de rayon r tangente intérieurement en x 1 à S 0 p B sera

la boule ouverte limitée par S (dans la suite, nous emploierons cette notation

systématiquement). Enfin soit 81 une sphère de centre x. et de rayon ~C r 9
telle que ~~ soit contenue dans G a Nous poserons : 1

et, prenant le centre de S comme origine des coordonnées :

où ~, est une constante choisie assez grande Dour que ù

ce qui est possible grâce à l’ellipticité uniformeo
Comme u  M sur le compact S. g il existe ~ 3 0 tcl que u t. M - ~ sur S. e

1 ~ 1
Si alors ~ est assez petit cour que, toujours sur Si , ~ h  ~ , en posant :

on vérifie aisément que 1

v a donc un maximum dans El ’ c’est la fonction cherchée. 0



COROLLAIRE. - Si c est une fonction non positive et u vérifie ô

u. ne peut avoir sans être constante ni maximum positif, ni minimum négatif o

REMARQUE. - Le raisonnement ci-dessus a été légèrement généralisé par CALABI

( ~~~ ~ et appliqué par ([8]) aux opérateurs paraboliques a

Nouvelles conventions 0

Nous allons étudier un opérateur L défini par 1

et satisfaisant aux hypothèses suivantes .°,

ao Tous les coefficients sont des fonctions bornées. 0

bo o Il existe 03BB>0 tel que, pour tout % t

c o Les coefficients des termes du second ordre satisfont à une condition

de Dini ~ t

où 03C6 est une fonction croissante et continue toile que ------ soit sommable

au voisinage de s = 0 o (Le cas le plus courant en étant bien entendu celui d’une
condition de Hölder).

d. c ~ 0 .

Par la suite~ un nombre aura droit au titre de constante s’il ne dépend pas
d’autre chose que de la dimension n -p do la borne supérieure des modules des
coefficients de L ds , b étant un nombre positif fixé une fois.~O ~

’cour toutes, mais au demeurant arbitraire.

THÉORÈME (SERRIN). - Soit a un nombre compris entre 0 et 1 . o Appelons S

une sphère de rayon a et de centre d(T son élément de surface, B la boule

ouverte qu’elle limite. Il existe deux fonctions K+(x , y) , K-(x , y) définies
sur B x S , deux fois continûment différentiables en x et continues en y sa-

tisfaisant aux conditions suivantes 1

il. o Pour toute f onction ~ ~ continue sur S et tout S ~ 1

(uniformément en y ).



iiio a Il existe deux constantes strictement positives 03B1 , 03B2 telles que si

DEMONSTRATION. o
a. Nous construirons F en l’appelant -plus simplement K . la construction

de K est tout F analogue. De plus 3 nous nous placerons dans le cas a = 1

ququel on peut se ramoner par une homothétie sans changer les a " et en diminuant

les autres coefficients (un contre-exemple relatif au prochain expose nous montre-

ra qu’il est indispensable de fixer une borne supérieure à a ). o Bien entendu, le

coefficient a1-n de (iii) est éliminé en remplaçant d03C3 par la mesure invarian-

te de masse totale 1 sur S . o

b. Nous construisons maintenant fonction y) qui tende vers zéro

quand x s’approche d’un point de S différent de y et qui au voisinage de y

soit équivalente au noyau de Poisson relatif au Laplacien défini par les a (y)
(considérés comme des coefficients constants) o

A cet effet, appelons a.. les coefficients de la matrice contragrédiente à

celle des aij . Remarquons en passant que la nouvelle matrice satisfait encore

a l’inégalité (b) des conventions. Posons :

Par la suite v sera considéré comme fixé a toutes les dérivations s‘ entendent

par rapport ? x . Pour n ~ ~ ~ y on peut écrire: >

égalité qui se vérifie également pour n = 2 o

a les propriétés de croissance voulues près de y mais ne tend pas vers

zéro quand x s’ apDroche d’un autre point de S o On Dose donc encore °

Si alors f est une fonction continue de la variable réelle vérifiant . 1



on pourra trouver une fonction continue positive sur S, p(y) telle que : 1

vérifie (ii)o
c o Il s’agit maintenant de vérifier o On trouva on tenant compte 0 : 1

l,es deux premières expressions sont positives si reste positive. o Nous allons

donc majorer par une fonction de k seul l’expression :

Il vient sans difficulté 1

Les termes les plus déplaisants sont donc lcs ~ij U1 c mais, d’après (l) i
. 

y 
’ , -

Il faut encore minorer aij ô. ko. k ou, ce qui revient au " In déri-

vant parallèlement à y - x puis x et comparant les résultats, on trouve 1

Il faut maintenant exprimer ce résultat en k o La première inégalité (3) invite
à poser o 1



fonction qui majore ~x - y) . o Comme nous ne nous intéressons des points où

)x - 2 , nous avons t

do Des raisonnements tout ~ fait élémentaires montrent qu’il existe une solution

de l’équation :

vérifiant les conditions (1), que cette solution vérifie aussi f ~’(k~ f, 0 et en-

fin que K 9 tel qu’il a été construit ~: la fin de (b) vérifie la condition (iii)
si on y prend pour f la dite solution. 0

REMARQUE. - Nous n’avons utilisé la condition de Dini qu’au voisinage de S . o

COROLLAIRE. (Inégalité de Harnack)o - Soit u une fonction positive, deux fois

continuement différentiable sur B et continue sur B vérifiant sur B ~ 1

Il existe une constante positive C telle que pour x ~ ;. a/2 et

La démonstration est calquée sur celle du cas classique, h+ et IS~ jouant à

eux deux le rôle du novau de Poisson.

Pour n = 2 , SERRIN donne une démonstration directo qui ne fait nas intervenir

de condition de continuité des coefficients, il suffit de les supposer bornéso

L’inégalité de Harnack entraîne à s’n tour une série de conséquences : on l’étend
d’abord aux couples de points d’un compact contenu dans un domaine où u est po-

sitive. On en déduit alors le théorème de convergence de Harnack, un théorème do

Liouville lorsque bi = c = 0 , etco dans un article faisant suite à [9J,
GILBARG et SERRIN l’emploient 8 l’étude des points singuliers isolés apparents
( o
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