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UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY
POUR CERTAINS OPERATEURS ELLIPTIQUES A COEFFICIENTS VARIABLES

par Henri MOREL

(d'aprés Lars HORMANDER [1])

Introduction.

Cet exposé concerne la deuxidme partie du travail d'HORMANDER ; dans la premiére
partie, (cf. les exposés précédents), 1'auteur s'est posé la question de 1'unicité

de la solution pour des inéquations |Pu| < G o - chx u| ot P ®st un opéra-
|<n

teur homogéne d'ordre m & coefficients constants ; il a examiné quelles sont les
possibilités offertes par la méthode de Carleman pour résoudre ce probléme, en
s'imposant un poids exp(?wf(x)) 5 %D(X) undformément convexe, généralisant

1'exposant de Treves.

I1 résulte de son “tude, faite dans ces conditions, que 1'on est assuré, par la
méthode de Carleman, du prolongement unique 2 travers un hyperplan défini par un
covecteur N , si et seulement si P est & caractéristicues réelles simples et &
caractéristiques complexes admettant au plus des rayons doubles de la forme
‘g + 1TN . Un contre-exemple annoncé avec P = ﬁé soulignerait 1'importance de
ce résultat ; il reste des problémes & résoudre : se poser le probléme pour les
inéquations revient & chercher la clas~e des opératemrs homogeénes telle qu'il y
ait unicité pour tout opérateur ayant sa partie principale dans cette classe ; il
y a lieu maintenant de faire des hypoth®ses plus précises sur les termes de 1'ops-
rateur d'ordre < m , ce qui n'exclut pas de se poser le probldme pour des iné-

quations, dont le second membre serait de la forme ZZIQi u| ol les Qi ne se-
&
D

raient pas tous les
|¥l<m

Reste également & résoudre le cas des coefficients variables. Nous allons voir
dans cet exposé et le suivant comment HORMANDER retrouve et élargit les résultats
de CALDERON concernant les opérateurs elliptiques (exposé 8) et les résultats de
MIZOHATA, précisés et complétés par MALGRANGE, concernant les produits de deux tels
opérateurs. Ces résultats, on s'en souvient, avaient 4té obtenus avec des inégali-

tés de Carlemen plus simples, mais avec 1'intermédiaire des opérateurs singulicers.
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Dans cet exposé, on examine ce que devient 1'identité de Treves pour un opérateur
homogéne 3 coefficients variables. On majore les termes nouveaux qui apparaissent
et on obtient le théordme 1 qui peut 8tre considéré comme généralisant 1'inégalité
de Treves et servira de lemme pour le thdoréme 2 de l'exposé suivant, ol on obtient
une inégalité de“Carleman en coefficients variables. o , /’} , ete., désignent des
multi-entiers. HORMANDER utilise des multi—indicest Ailr;s:;.,gce qu'entend HORMANDER

()

t—-‘
par [ ]Da u| signifie dans nos notations D” u| . Il en résulte des

|ot]=m et =m

modifications mans importance dans les coefficients des indgalités.

1. Rappel de risultats de TREVES et extension au ces des coefficients variables.
1 a .
2
Tad
_ - 2 2 2 2
T(u , v) —fl(}{) vix exp(t1 X[+ eee + xn) dx .

Soit D'J

+

Soit &7 1fadjoint de DY défini par T(&° w, v) = T(u , D! v) pour

u, ved) . En intégrant par partie :

T(u,D' ):[—(-S—-)u+2t3x u)mexp(z:ti l)dx .

Donc, é I = DJ - 2it§ xj + On a les relations
53D3-Dj5j=2t§ i(B% J%) ,
5‘] K 3 =0 pour K.;Zj .
TREVES démontre une identité :
(1) (P(D) u , P(D) u) = Lt* —Z&l—“r‘- 1F(8) u, F(H) v

dont il d4duit, par un argument que nous reprenéns plus loin, son inégalité :

@) 2% ) u, PXMD) w<2™ ¥ i e W) , PO w .

Nous généralisons (1) en coefficicents variables

PROPOSITION 1. - Soit P(x , D) = Zad (x) %X un opérateur homogéne de degré

m; les ag (x) une fois dérivables. On a alors 1l'identité :

&
(1)  T(P(D) u, P(D) u = ;tzo( Bo(lrl- P4 ) u, PX(8) u) + R

N

ou

N : B
R= 4 . tx T((at‘, y 8y ), (D ) ‘S {$1 u (D ’ 5)’ 2 u)
N(m,n) 1 2
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avec
lg\+lfll+i/52l—2n-l .

Précisons que 5 ) signifie qu'on remplace dans D"’B1 certains D'j par
53 et que ‘6, SR //31 . /52 sont des multi-entiers ; que ( )!
signifie une seule dérivation par rapport & une variable non pricisée ; que la
somne comporte un nombre N de termes ne dépendant que de m et de la dimension

n de 1l'espace. i'expression de R n'est pas explicite, mais constitue une des-

cription suffisante en vue de la majoration ultérieure.

DEMONSTRATION. - On a @

~-

T(P(D) u , P(D) u) = ZTD(ﬁ'

P = 1ay, D% u, 2 0/° w)
, ] 1
Ecrivons : Dd‘ = Dk Dp( ou D :% a—%—{- ; de méme D/} = D’Q D’ « On a s

]

X - 1w At / ' L - k 11
TP:T(aO( a/g DiDu ,DZ Df) u):T(é &, aﬁ D Dd'u,Df u)

or
L, . ) .2 . 4 P
5(*3}):(:) -21‘38 Xj.)(flt)):D fegp+ ‘f’é Y
donc .
{ij 1 y ot oy PUy) o+ a ! P
=3 (s, a,)' 05 , ), + 1 jgﬁDkD , o' W)

V—
terme de R .

On applique les relations de presque commutation au deuxiéme terme qui s'éerit

53 - f
;—'_c 51 t T(a,)\, a},5 . 56 u)
ofr
Yol e logl s teptl=m

-

Bn transforme & nouveau ces termes ; finalement, on obtient
, O
T(P(D) u , P(D) u) = R + ico(f)(a L) S u, S

o c ,(a, t) est une forme quadratique en a, & coefficients polynémes en

t § y dont les coefficients num’riques ne dpendent que de 1'algorithme utilisé.

op

Pour les déterminer, supposons les a constants : R =0, on a alors
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Yued, L_T(c (a,t)ﬁu, )_@t&‘zl lT(P (5)u, 37(&) w

cette identité sera valable pour a «py non constants si elle implique que les
coefficients numériques intervenant des 2 c6tés sont <gaux chacun & chacun, ce qui
est une conséquence du lemme suivant (unicité du second membre de 1'identité de

Treves en coefficients constants).

constants ; si, pour Vuedd , ONn a ¢

IEMME 1. = Soit les cO(P)

£
(3) ZT(C@(}QE’ u,gpu):
alors : com~ =0 .

jll
REMARQUE, - Le lemme pourrait sembler trivial & cause de la force de 1l'hypothése :
\7'116@ 3 la difficulté vient de ce que 1'on ne se donne pas de relation entre
o~
D

X
Cxp ©b cp,}( « En prenant les au lieu des S et un poids constant le

lemme n'est plus vrai : on voit, par int/gration par partie, que si ue® (R ) ¢

(1269 124D} wwo .

Démontrons le lemme 1, en remarquant qu'il serait encore valable pou:r;__le poids 1,
o =

en gardant les E ; 1. e. 8i (3) est remplacée par Z x}ﬁj§ u ‘B" udx =0,

Soit u€d), u# 0 ; appliquons (3)

M;

i P Y
u(... ’ 6 t282 9 oo )
J
il vient, VE>O0 :
‘ R ) r %M
Zaa (D bl 2:Lt X) u-('- - "‘2—}"2" . no-)(D - 2lt2 X)P ""-1" -'2—];“ ,...)pr(rt X )
B £ £ & 2 g? )
% ' 1 dx =0
(si € — 0 1le support de u(—-l— -t
€ (R gR
1\/
4 1'infini).
: 50N
Changeons de variable : — = 5 = X3 i=1,2, ¢ee o n 3 il vient :

3 2
X {—(D - 21’72) - 2it 6::} u(x){ld}1 u(x)exp(}:(tzE,2 x’g‘ + ;%+ 2%, xj»
dx = 0 s
soit 4 = s;}polo(i + Iﬁl 3 il vient (€ — 0 )

a

%
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(D - 21 ) u(D - 2i 1)/ u axp(2< x,m») dx =0
- 217 - 21 =
|le+/4|4'~ » ¢ 2 g

ou, en posant u = exp(~ (x,?))

(D - :L”‘t/) v(D - 1‘)&)’ vdx =0

wa £

soit w= SJV.Onaz

ﬂ A ( Y ( )’ ). dg =0
- iy + 1 W6 =
|’(i“’l/‘5! -4 d/) § [ § 72. S

d'ou By = 0 donc {- 0 . Fin de la démonstration du lemme 1 et de la propo-
sition 1.)

REMARQUE. - Le lemme d'unicité raméne la démonstration de 1l'identité de Treves

au cas des opérateurs D¥

PROPOSITION 2. - Supposons que dans un ouvert Q , les ay (x) satisfont & une
condition de Lipchitz uniforme, et admettent des dérivées premiéres. Si
P(x , D) = Zao( (x) DX est un opérateur homogéne d'ordre m , et R 1'expression
définie dans la proposition 1, on a :

RI*< 0T (u,w T (u, )

Tk(u,u)= Z T(Ddu,D(Xu) .
x| =k

Voyons dfabord le lemme suivant :
IEME 2. - On a t T (u,u)< C(Q)lt|2(k-€) T, (), ) , ksd .

DE'MONSTRATION + = Par récurrence, on voit qu'il suffit de voir que :
2
Tfl-l(u , Uu) < e (4) |t 'I‘ (u, u) .

0(
Appliquons 1'inégalité de Treves & P(D) = +(1) , | =4 -1 on (i)

signifie qu'on ajoute 1 & o(-i ; en minimisant le premier membre :

t 0% w , D% u)<2 oy, My

 en sommant Viil,Z,...,n,puis Yo tel que l:)(l=—€-1:

Itl2 Tﬂ,—l(u ,u) € C'({) T,Q (u, u) .
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Démontrons la proposition 2. Soit

p e
R:ZtX T((a(,>< »;;(?)'(D ,6)111, (D,é)zu) .

Si M majore les I(arx a_ )'| , on a, d'aprés Cauchy-Schwarz,
1 2

3 2 }
2 w0 20,5, 0,8 w877, 0,50
ou, avec un symbolisme naturel, et tenant compte de ’,XI =2n -1 - | / sl = /32

2m-| . | 2m-1- /s
( _[:2 ’ /32)

2 Py
|~ < |t (B, 5 Pyt
on applique les relations de commutation pour n'avoir que des 5 3 11 suffit alors

we

de démontrer que

k=Y, =11 (
It 11k 0! u, D2 u) < CT (u , u)

ce qui résulte du lemme 2 et de Cauchy-Schwarz. On a finalement le thiordme

suivant

THEOREME 1. - Soit P = .a O((x) DO( » un opérateur homogéne d'ordre m &
coefficients variables définis dans £21 et y sabisfaisant 3 une condition de
Lipchitz uniforme et admettant des dérivdes premidres. Alors, il existe une cons-
tante C dépendant seulement de m , n et des bornes des dérivies des a v
telle que, Yued (L) s

2P 28, 0y u, PPx, D) Wy o {T(P(x , D) u, P(x, D) u)
e, W, u)]l/z} :

DEMONSTRATION, - La proposition (1) permet d'écrire

tzﬁ T(Pﬁ(D) u, Pﬂ(D) u) = th;hzg%g'_ T(P?‘,'*P(D) u, PX“P (D) u) + R
¥ o
T(P) u , P(D) u)> ) t2ﬁ+22{_g_:_5_’_f___:_)_l_ T(PX"J5 (&) u , pi+f’ (D) u) +R
% Hy A

d'ol le thioréme sn utilisant _‘9() <2% et 1a proposition 2,

or 32
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