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Semlnalre oC‘Ml/&RTZ 13-01
4e année, 1959/60, n® 12 ,
’ ’ 9 février 1960

AVALVSE DE Li METHODE DI CARLIMAN PAR i0ORMANDER [1] (fin)

par André MARTINELU

NOTATIONS. - Elles sont les mémes que dans 1'exposé précédent.

Le but de cet exposé est de démontrer une récinroque de la propostion 1 de
1'exposé précédent. On commence par réduire le probléme, gréce au théoréme 1 ci-
dessous, 2 la démonstration d'une inégalité de Carleman entre P et les P(x) .
Cette derniere question pour 1'ensemble de tous les opérateurs différentiels est

résolue mar 1'inégalité de Treves généralisée.

1. Réduction du probléme au cas de Treves.

On a le théor®me suivant :

THEOREME 1. - Soit 1 un domaine borné de R" et \.{/ € C (ﬁ) Nous suppo-~

sons de plus que, rour tout x <& {1 , on ait la relation :

'CY!Q(E: e 1 C(Z) 1P (24 )2 o]
A

ou N = ({J’(x) et C est une constante indépendante de x , § et de T . Dans

ces conditions, on peut écrire pour tout u € d)(Q)

’Cyle(D) ul? exp(2T) axg ¢ (Z) L L1 0 412 explan Y oax
ok

DEMONSTRATION. - Celle-ci se fera en plusieurs étapes. Supposons d'abord la
fonection L.f’ linéaire c'est-2-dire g = N +<x , 0>,
La relation de Parseval nous permet d'écrire (pour tout v & d.)(ﬂ) ) s

TYfIQ(D+1'[”\) v'zdx<C(§-:3’E'u | [P“)D-I-J_’L"\) vt2 .
A

Pour faire apparaitre les opérateurs P(&) (D) et Q(D) il suffit de 1'appliquer
v =uexp(<x , TN>) . On obtient ainsi :

TXIIQ(D) ul exp(RT<x , U)) dx € CZ‘CIOL ['P(m)(i)) uI exp(Rr¢x , N>)dx -
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ou encore, en multipliant les deux membres nar exp(Z’C’NO) ’

(1) TXfiQ(D) u!2 exp(Z'C\.?) dx g C&dd\*! f gP(o() (D) u';2 exp(z'r‘f) dx

Co Qo Fo D.

I1 reste 2 la démontrer en toute généralité.

A cet effet, donnons-nous une fonction w-eﬂ.) s W>0 et W #0 en tout
proint du cube ]Xi! <1/2 (i=1,2, ... , m) et telle que de plus; le sup-
port de < soit inclus dans le cube lxlf <1.

Posant alors

B(x) =

X - g
(g)
ot g =1(g, 5 ooe g, s 0, 20 5 0) et gié Z , on obtient la relation
> Bx-g) =1.
(g)

Nous utiliserons également la fonction ug(x) = u(x) Q(X S Sg) (avec &€ >0 ).

S1 x_ est choisi dans le support de U, et que Ng = q) (Xg) on peut écrire

(puiscgaue \-{)é Cz(f—l) )
I x) - (f(xg) - <x - x Ng>| < ¥lx - xgl"2

ol K est une constante indépendante de x_ . Comme tout point (Xi) du.support

de ug est tel que lxi - Xgi, < 2t, pour i< m, cette relation devient aus-

sitét, quel que soit x dans ce suvpport,

. 2
2 - - - i .
(2) l\P(x) \{'(Xg) < x Xy s 1g>| £ 4K€

La fonection \"g (x) = l{(x ) + <x - :scg 5 N > étant lindaire, on peut lui ap-

pliquer la relation (1) :

T“X(iQ(D) ug;z exp(2‘£'(\{/(xg)) + <}.< - % s Ng> )) dx

< c(é.’t”* ’J p) (p) u, |2 exp(2TY,) &x .

Tenant compte de (2), on obtient
’txin (D) Uy ' exp(RT \7) dx £ C exp(16K) Zx'r,d‘ | { ]P (D) u, '2 exp(Zka) dx

(2 condition d'avoir fixé & de manidre 2 ce que S T=1).
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Puisque u(x) = Z ug(x) , 1'inégalité de Cauchy nous permet d'écrirc :

l¢(D) u!2$ Z lc(D) u,l2 .
(¢) €

’ - m o
Par conséquent, tenant compte de ce qu'en tout point =x de L 2% fonctions

u_ au plus sont différentes de zéro, il vient :
g
’ngiQ(D) uEd exp(Zf?) dx

£2™ ¢ oxp(16K) > | 2@ 0) u |? exp2Ty) ax -
e, (g) &

-,

Reste donc 2 majorer la somme du second membre de cette inégalité,

P (p) v, = PP () (w 6 E2E9)

Aa (Xt

|o*] . B . .
T 0y w2 L B Py (KB B ESEE
() | Bt
) 2
Si O+ = supz ’—@-%—,L}Q-! ; alors :

x ()

% SCIOTORAIE T S g Y

* *
g g/g)

Soit alors H =2" -k ol ¥k désigne le nombre maximum de sommations dans
g <
2 L -

o 83U

2—1 e 1500 () o 12 ¢ von I ] 126 (p) 4l .
I (g) & = x)

La thése est désormais triviale.

Pour obtenir une inégalité dec Carleman entre P et @ il reste donc & démon-

P&

trer des inégalités de Carleman entre P et les

2. Inégalité de Treves généralisée et conséquences.

ous appellerons inégalité de Treves généralisée (par IUR°AI'DER) une inégalité
o) P . . z i

de Carleqan entre P et un P( ) 5 (f? etant un voids uniformément convexe. In

effet, nous vérifierons plus loin que 1'inégalité de Treves [2] entraine bien une

telle inégalité de Carleman; et d'autrz part, nous allons voir qu'elle est en un
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o ’ . I ) ~ k) v ~
certain sens, la vplus générale des inégalités de ce tyve grace au théoreme 2.

THEORIME 2, - Surrosons qu'on ait 1'indgalité (pour Il = 1)

) Tl (!p(*\)(n) ul® exn(2Tp) dx £ f P0) ul® o2t @

pour { tous les polyndmes différenticls du premier ordre P(D)
toute fonction ue& {D(_Q.)
tout nombre T> 1 .

. . , Y
La fonction L{,‘ est alors uniformément convexe dans Si

Soit une fonction Vel . Aopliquons la relation (1') & la fonction

u = V(%) oxp(< x ,TH?) (oh nous choisirons € suffisamment petit pour que
u € BL) ). Posons encore P(D) =&£D - iTN , 3y > (o v est fixé tel que

[v*I #0 ) ; alors P(d')(D) =y, (si | =1).

La fonction ‘-P peut s'écrire

\&): (.PO +<x >+ A(X) + O(Xz)
rrfy*!'gf lv@i)!z exp(2T(a(x) + 0(x7))) ax
50[] <D, y> v(g-)!2 exp(2T(a(x) + 0(x7))) dx .

Effectuons le changement de variables défini par x —)» x& . Le déterminant fonc-

. n . o . . 2 .
tionnel (= &) se simplifiera, ot il suffira de poser &€ T = 1 pour avoir :

ly*f2 IV(X)'i2 exp(Rh(x) + 2E'O(x2)) dx
£ ¢ glx".D s V> V(XH2 exp(24(x) + 2’5,0(x2)) dx .

Faisons tendre & vers O , on obtient
(2") Iy*!zj ?V(X)I;2 exp(2a(x)) dx < CJ <D, v > V(x)!2 exp(Ra(x)) dx .
Cette inégalité imnlique &4(x)> 0 .
Tn effet, appliquons (2') 2 la fonction :
V(x) = Vy(x) £(&x)
ol VO est une solution dc 1'équation différenticlle <D , v > Vo =0, supposée

4 support compact dans l'hvperplan orthogonal & la direction v et fi@ tel
que f(0) =1 .

I1 vient, en posant g(x) = <D, y» £(x)
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(2)" 15 {117 Teex0)]® exn(2a(x)) ax

< 0'5.25 IVO!Z 1@(5.X)!2 exp(2a(x)) dx .

Si A(x) était strictement négatif, la fonction IVQI2 exp(Ra(x)) serait somma-
ble. Faisant tendre & vers O ; le premier membrc tendrait vers

[v*lz V ‘ exn(24(x)) dx . Guant au membre de droite, il tend vers O , ce qui
est absurde. Supposons donc 4(x)> 0 . S'il existe un vecteur isotrove y , alors
quel que soit le scalaire t , on a A(x + ty) = A(x) . Considérant ® nouveau
1'équation du premier ordre <D , v > = 0 , effectuant la construction (3)' nous
obtenons une inégalité ou le membre de gauche tend vers +® avec %— et ou le

membre de droite tend encore vers zéro [ (}E-.) est de 1'ordre du volume d'inté-

gration]. Fous obtenons une contradiction, ce qui achéve la démonstration du théo-

réme 2.
L'indgalité de Treves, c'est 1'iaégalité ([2])
2“['13(0()(1)),11_52 exp(t?.xi el + tigxi).dx
gcf!:@(m),u!2 exp(ti.xf +oae. t ) dx
sur L, lxlgm ,pour i m+1.0nfaitpour iy m+1 b =g . Il
i

vient alors :

(t ) [lP(d‘) (D). u' exp(t .X2+ +t2 i dx

<c. |l u!z 3xp(t2 ? ,..,.+t Xi).dx .

On remplace u mnar u exp(<x , ’W)>) =u nxp(-— i<x , - 1'77) et P(D) par
P(D + i-”';;) , ce-qui donne :
a* 2 (x
(t ) . ( )(D).uu .exp(R<x s D> * Z t Xy ) dx
(1:1) ) itm

£¢C !P(D)ou?z.exp(Z <x , "l)) + 4,.. t Xy ) dx .
igm -
Si ‘\f est un polyndme quadratique tel que A(x) ne dépende que de
X5 vee s X, ,.et tel que :
. 2 2
!A(X)’{\/ c(x1+°..+xm) ’ ¢c>0

alors il existe aussi C tel que C(xi . * xi) > la(x)| et on a, tenant
compte de (1") :
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(27) j ]t‘ D) u! oexn 4‘['\{) dx g C{!P (D) w! °e&cp(2‘i.l’) dx .

On dénontrera 1'inégalité (2") dans le cas général, Y& C3Q) et P stric-
tement convexe (i. e. la partiec du second ordre de son dévelopvemet de Taylor
satisfait 2 la conditinn sus-indiquée pour &(x) , uniformément sur 0 ), en se
ramenant au cas d'un polvndme du second degré var une vartition de 1l'unité ana-
logue 2 celle du théoréme 1 (on fait g¢ =1 ).

(2") conjugué avec le théordme 1 conduit au théordme suivant :

THEOREME 3. - Si dans £ , 11 existe LPg; (Z) telle que, pour tout N
de la forme tP'(x) ; (uefl) on ait ‘

?:XIQ(i siTE)'%g 6.3 |P(°()(§ + iTNHZ.’L’!d*!
(o)

ou C est indépendsnt de [ ot T , alors si LP est _de plus uniformément con-

vexe, on a 1'inégalité 3 la Carleman :

TX(!Q(D) ufzeexp(Z’C"f)odx £ ]f |P(D) ul® exp (2T ¢).ax .
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