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Séminaire SCHWARTZ 1201
4e annde, 1559/60, n° 12
2 février 1960

ANALYSE DE LA METHODE DE CARLEMAN PaR HORMANDER [1]

par André MARTINEAU

NOTATIONS. - € ost un ouvert borné de R et &F désigne une fonction de
classe C2 dans € . Notant ge' le gradiant de Y, on considérs l'espace
vectoriel engendré par les vecteurs g?'(x) - ¢ (y) , y fixe dans £, x
variant dans Sl , et on suppose que cet espacc est défini par les 3quations
Kool = Fpap = 000 T K T 0 . Autrement dit, & une fonction lindaire prés, p ne
dépend que des variables Xy s wee g Koo Si o est un multi-exposant,

X = (O(1 s vee o Oﬁn) , & ddésigne le multi-exposant « = (0(l y ees s «m) . Les
opérateurs différentiels considérés sont tous & coefficients constants. Si

P(}) € C[§1 y eee §n] , on désigne par P(D) 1le polyndme diff“rentiel

P(D) = P(- i B::E) ; on note 1'ordre de P(D) par p .

Solent P et (Q deux opérateurs différentiels & coefficients constants. On ap-

pelle "indgalit4 de Carleman" une indgalité de la forme @
(1) ¥ )/\Q(D) 1. ax < o JIP(D) ul?. 6T P Lax
on T31, Y>0, ue @) , C indjpendant de * et u .

Unc telle inégalit?, si elle vaut pour tout u de G(f) , vaudra aussi pour
tout u suffisament différentiablc & support compact dans £

PROPOSITION 1, = Si 1'inégalité (1) a lieu, on a
(2) CEOHLIE MR A PERO W I STy

I I

pour tout N de 1l'ensemble {L,?‘ (ﬁ)}, pour tout Eé.Rn y et tout T>1, C
une constante indépondante de N , '§ et T . |

DEMONSTRATION, - Soit V(x)e OXR™) , V non identiquement nulle.ot soit
2 €, Ny = qw'(xo) . On pose

y Xm+1 5 eee Xm) .

Si € est ascez petit VXO a(x)e @) . On peut alors appliquer 1'indgalité (1)a s
s

u(x) = v ,E(x).ei<x’ Trieh) on,e(X).ei<x’§>.e <xyel )
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La formule de Leibniz-Hormander donne :

p™*)
. - XA
(3) P(D) u = 2 Lty TR
-‘( &e
et , , D(""\) v
ST 8 AT e
(3') D) u= 2a g O TS A TR
d'oh) éerivant (1) * 1'aide de ces exvressions,
. () VX (x) X .
A 0.¢ g 2 bie
(4) fx(! % Q( )(g + iTI). d.g’t 1= e” w“),dx
) D(O() v (x)
0 (1 Z: P("')(’S- PN e 12,627 Y ()
oh  y(x) = \f(X) - Cx My = \Jilxg) xg s >
Comme < Cz(ﬁ) , si on pose € = ,C.-l/2 on a sur le support de V_
l__\_&/__'(‘:)_f_)‘] < a ou a est indépendant de Xy - 0,%
Donc
(5) 6-23 & eZ’C\};(x)S .

(4) devient, aprés changement de la constante, en tenant compte de (5)
D) v (x)
[ s *0,¢ ,2
6) T - Q ? + iTH) A .dx
L 2

XA -
(IZ p®) ? + 11N). o(!°’° 1% ax .

Mous effectuons le changement de variables

X, = X,

i i,0 .

X; =% o "7 — (1¢igm) .
2 < e s .

I1 vient, tenant compte de £ T = 1 , aprés avoir divisé gauche et droite de (6)

par le module du jacobien de ce dhangement de variables

w*l p&) o
D W (x)

(7) TXJIZ Cz(d‘)(g + i‘tN),'J 2'.__.__..___X__[ dx
. K

oL

L

£¢ flg P("()(g + i) . T C o—-—-_;,—v—(-’f-)-l dx
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Or, on a le lemme suivant :

LEMME. - Pour tout ¥ , si \Iéid3(Rp) la forme quadratique ggs veriables (t )

(e
F(t,) :{Z t*ﬁvlzdx

est définie positive.

Donc il existe des constantes €, et C, telles que :

1 2
(8) 6, (£ 4) € F(g,) & U,(Z ).
Tenant compte de (7), (7) se transforme en
N ¥ ' *
(%) (5(}: ) (°<)(§ + iﬂs)lz-&k ) gol L fP(c*)(?» irm\.!)!z,'tld )
X ch

et la proposition 1 est démontrée.

En particulier, (1) implique

(10) f'CX lg(g + iTl) < c. 2__, iP( )(g+ 111\7)’2

inégalité plus facile 2 analyser que la précédente (9). On a le théoréme suivant :

THEOREME. - Soit P(%) un polyndme homogéne de degré p . Pour que, vour tout
polyndme @ de degré p -1 et tout N , il existe une inégalité du type (10),

il faut et il suffit que

i. Les P( )(?) I =1 n'aient gue O comme zéro réel commun.

ii. Les O()(S) Xl = 2 ntaient que O comme zéro complexe commun.
DEMONSTRATION . - Nécoesits :5i N = 0 s on a 1'indgalité
> ‘ - i *' »
x | < . ()L) 2 i
(11) THe@)! ¢ c,{i;lp )% 5

C indépendant de %
'
Si P( )(go) =0 pour un %O , lAl =1, alors P(;O) =0 puisque P est
~ .

homogéne.

On peut trouver un polyndme ¢ homogine de degré p - 1 tel que Q(?q) £0 .
Donc fX]Q(?o t)l ?st de degré 2(p - 1) en t .
(t. fo)‘ © est de degré 2(p -e) ‘en t au plus et (A2 2) si (i)
n'est pas remp11° Si on a une inégalité (11), faisant tendre t vers l'infini, on

aura une contradiction. (i) est nécessaire.

Soit maintenant N # 0 , et soit ;0 + iTy Ny » un zéro commun aux p® E) )
!uﬂ =2 , donc aux PGX)(g) 5 %! < 2 puisque P et ses dérivées sont homogines.

ous pouvons trouver ( homogéne de degré (p - 1) tel que Q(?O it NO) A0 .
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Soit g = tgo , T = th , t wvariable. (t‘{b)X IQ(tGEO + ffo NO))|2 est de
degré X +2(p=-1) en t .

1 ))12 = 2o e EAnl NI N1k

donc ce terme est de degré inférieur ou égal & 2p - |l en t ; et si (ii) n'est
ras vérifié
. 3 3 et 2p - 3<2p-2+Y (x> 0) .
Faisant tendre dens (10), t vers ® , C ne dépendant ni de T ni de ; s

nous aboutissons 2 une contradiction. (ii) est bien nécessaire.

¥ .
Suffisance ¢ On fait A = . Alors on a

(12) !E + i'chz(p'l)s C.Z lp(g v i) |2 s E_,: ]P(g‘ L o
lot! =1 ot | =2

En effet, chaque .membre de cette inégalité est homogéne de degré (2p - 2) , donec.
pour démontrer 1'inégalité (12) il suffit de la démontrer pour IE +itN] =1 .
Mais (i) entraine que LPG)|2 ne s'annule pas si § €R" - {O} , et (ii)
entralne que jz;:; ‘P(§ + rtF)' % ne s'annule pas pour N # O . Comme nous

| =2

sommes sur un compact, (12) en résulte.
Puisque P # 0 , il existe une dérivée de P qui est une constante. On a donc

1tinégalité
1) o 2
(13) 1+ R+ ey 2(P 1)4 c. o | )(g s 1) | * ™
o .
et si @ - est un polvndme quelconque de degré p - 1 ,

|a(g +iom) |2
1 s |4 s (Pt

(14) puisque

on en déduit une indgalité (10) avec of = ot .

REMARQUE. - Si on suppose que le degré de @ est inférieur ou égal 2 p - k ,

on trouvera par le m8me raisonnement les conditions nécessaires et suffisantes

(1i) les PG*) ) s let | £ k,n'ont que O comme zéro réel commun.

ot ,
(ii,i) les P( qf), k{!( 2k yn'ont que 0O comme zéro complexe commun.
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