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Séminaire SCHWARTZ 1101
4e annde, 1959/60, n® 11
26 janvier 1960

INEGALITE DE TREVES. COMPARAISON DES OPERATEURS DIFFFRENTIELS

par Bernard MALGRANGE

1. L'identité de Treves.

ae. Reprenons d'abord la démonstration de 1'indgalité de 1'exposé 8, n°® 1 : pour
tout Lff(;@R y et tout k >0 , on a :

" 2
(1) fexp(kx‘) l%—gl dx »C faxp(kxz) | (f R ax

(dans 1'exposé 8, on avait C = 1 5 ici on obtiendra C =2 , mais peu importe !).

~

I1 est commode de se restreindre au cas k :%« » le cas général s'obtensnt ensuite

immédiatement par homothétie.
2

Posons \y = exp(-}-c—dr——)&F , et considdrons les noyaux A et A* & .C( @, D) déri-
nis onar 3
Y x . * N G-
AY=zx-zYs3 AY=s-x-5Y -
Le premier membre de (1) s'écrit alors : HA&(HZ , et notre inégalité résulte aus-
sitét de 1'identité immédiate

@) Hayil® = il 1R ) \‘)HZ (que 1'on peut aussi éerire : [A* , A] = identitd)

b. L'identité de Treves est une généralisation de 1'identité précédente : on consi-
dére ‘Pf}l{ muni de la norme |x| définie par |xl2 = in et du produit scalaire
correspondant, noté ¢ x|y > .

Si Hﬁéén et kf"c’.@Rn s on notera le produit scalaire de H et Lf) par la

A

notation commode ﬁ«l( x) t{(x) dx ; t&* désignera la distribution '4*(::) = t.Ar(- X) .

Enfin, pour ke={k, , ... , kn).gNn , on posera |k| =k, + ... + k3

1
ki =)t ees k! At» , on associe les deux noyaux < [((D , @) S(’.n.) et S(?.,L)*
suivants ¢

2 2
s(py = ew s tp ene EDT} (pem)
| 2 2
(1 y = em(- Lt aly o2y}

I1 est clair que S(t») et S( ‘A)* sont adjointe 1'un de I1'autre i. 6. ¢
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V\P cP , xe ®
(S(P)L;)U() = (WIS(V)*X) ( (.|.) désigne le produit scalaire dans 1? ,
comme dans las exposés précedents)
Pour }A = %é {fn=1) , on a S('A) = A, S(r*)* = A* ., Ceci dit, 1'identité (2)

se généralise de la maniére suivante

THEOREME 1. - Pour tout a‘;eCD , On a

IRy gl = ) Lrllste w)* yif?

k&N

DEMONSTRATION. = On a immédiatement ¢

lIsCp) yi? .
= exsv[(’%y) + <X212 2 . li’ - -I%LJ (y) m)&_p(x - ¥) Y(x - 2) dx dy dz
en prenant comme nouvelles variables u=x-y , y , 2 , il vient

3) Is(pyll? o
- f"P a2 oprluly >, Culs 2 P Iaf ) poy y g v v - 2)
du dy dz .

On trouve de méme :

ls(p)* yiI? .
- [GXP -(y%z hs exp[<u%y>+<u'|2z>+ h;l - lz4| 11(3) Wz () kr,(u +y-32)
du dy dz .

Le théoréme résulte alors de 1'égalité

\ (]
- -1 k k
oxp (lez)z exp Szzlz ; Z‘ 1o

keN

(la série figurant au second mombre est normalement convergente sur tout compact de
n n s . . .
R xR, , ainsi que les séries dérivées : on pourra donc permuter les signes 2. et

} dans (3) ).

(Ce théoréme a été. démontré dans [3], chapitre 4, lorsque
3 support 1l'origine ; puis dans [2], dans le cas général).

est une distribution

*.L
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3. L'inégalité de Treves.

Notations relatives aux opérateurs diffdrentiels (qui seront utilisdes encore dans

les exposés suivants, relatifs aux travaux de HORMANDER sur 1'unicité du probleme ‘de
Cauchy)

- n - . S o _.n
;:(gl s eee >n)€,9. ;'j_ §j+173j’, Gx =5y % (xg‘li) .

P étant un polynéme en ' , on désigne par P(D) 1'opérateur différentiel obtenu

en substituant & E-j 1l'opérateur différentiel -~ i 5—}%— .

Pour k € N" on pose (comre d'habitude)
ikl

ot p¥) = D}.; P,

On a (caleul immédiat) s
Z£rem) $ 7= 1% P&y §
ot
P(D) exp(iTx) = P(%). exp(i8x)

Rappelons enfin la ®formule dec Leibndsg®

PO)(fg) = Lo 0N £ 2 g (£, 2 gD -

AN

(Les gehs curieux peuvent chercher la raison, purement algébrique, de 1'analogie
qui existe entre cette formule et la théoréme 1 ).

Appliquons alors le théoréme 1 & Moo= P( D)é ¢ il vient
Cou2 A (1) py § 7% (2
IsP@) e1yH™ = Lgplise™ @) 6 1" i

et, pour L €N, 3 fk:PM‘)(D)é:

st ) 0) 39l = T s Oy S 2.

k!

k)

Mais, si 1l'on désigne par m le degré de P sy ON a ¢ P( =0 pour |k| >m; ce

fait, joint aux deux égalités précddentes, nous donne, pour tout &r) € g

s (0) § 3 wil® ¢ lls[e) 53 gf,»||2 lkmax] (k+k*f.)'.
. +X|em

< 2" L Is(po) § 1y R
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(d'aprdés les propriétés bien connues des coefficients binomiaux ...).

2
Revenant & (= exp(=~ -‘-%:—L i\iJ) , cette derniére inégalité s'éerit :
2 2
fesqpclifg—nP“2 Y0 pf? ax < 2™ 4 fexp(-‘%l—)lP(D) ¢ ax

d'ol, par une transformayion lindaire convenable :

THEOREME 2. -~ (TREVES [3], chapitre 4). - P étant un polynéme de degré m ,
t = (v!;1 s wes tn) un systéme de n nombres > 0, et { Eﬁl s pour tout
g‘}é 4 , onas

fe% Lo, 12 0y ¢ ax <2tff Jexpt% Lty Sllem e ?ax

REMARQUE. = La formule reste évidemment encore vraie si certains t sont égaux

3 0, mais t ‘Q # 0 (passage 4 la limite).

3. Comparaison des opérateurs diffirentisls.

~/
NOTATION., - P étant un polynéme, on désigne par P 15 fonction 3 0 définis
par :

e =opPE P ey .

DEFINITION. - Q ’ P1 5 eee o PN étant des polynémes, on dit que 1'opérateur
différentiel Q(D) est majoré par le systime {P (D)} si pour tout compact
K£R , il existe C(X) >0 tel que, Vg{ Jg » on ait s

la@) ¢ II* <o Tlip;@ ¢ lI* .

EXEMPIE, - Il résulte aussit8t du théoreme 2 que, pour tout polynSme P et tout
¢ N P(Jz’)(D) est majoré par P(D) (co fait avait été établi antérieurement
au théoréme 2 par LERAY (non publié) et par HORMANDER [(1]).

La caractérisation des opérateurs majords par un systéme donné est la suivante

(HORMANDER, [1], chapitre 2):

THEOREME 3. - Les assertions suivantes sont équivalentes
a. Q(D) est majoré par le systéne ‘le (D)}

be f(E)Fec EP ),  Vier' (c>0)
c. UEP <o TR (¥, ¥Eer®  (c'>0) .

DEMONSTRATION. - Evidemnment, c.=»b. (leur équivalence est d'aillemrs faclle & voir,
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mais nous n'en n'aurons pas besoin).

b.=Pa. d'aprés le théoréue de Plancherel et 1'indgalité de Treves (exemple
ci-dessus).
Reste a démontrer : a.=3c. Nous allons néme affaiblir les hypothEses, et supposer
seulement ceci : il existe ‘{O@:@ o £0 et C >0 tel que, V E &.,Efl ,
kf = ‘f)O exp(igx) vérifie
1la@) 1 €0 L) 51

D'aprss la formule de Leibniz, nous avons alors, pour tout TS'CERn

e 0 o0t g0 ap) i)

< ;;X;ef'ﬁ‘?wk‘?owﬁ to @ G

Pour passer de 13 a o'., il suffit de montrer que la forme hermitienne

an) =B gulfggn X, = (A, Ikl £ ceg(@) )

est définie positive ; or elle s'Scrit aussi :

1 Kk 2

et, par conssquent, elle est positive ; et elle ne peut pas s'annuler pour A£0

a( N) =

puisque L‘JO , étant une fonctiom & support compact, ne peut satisfaire & aucune
équation aux dérivées partielles & coefficients constants non nulle (immédiat par
transformation de Fourier).

4. Comparaison des opérateurs différentiels aux différences finies.

THEOREME 4 . (MALGRANGE, [2]). ~ Soient 8 5 e+ 5 8y 5 N points distincts de
n

.Ii s et Pj N polynémes differentiels. Pour tout compact KCﬁn , il existe
C(K) > 0 tel que, V%)@'@K on ait :

N
. ~11R — 2
P.(D) Q|| < C(K P, (D - a,
217, 0) @I < 01x) [| TRy (0) i - ) |
(1'indgalité inverse 4tant évidente, cela signifie que 1'opérateur différentiel aux
différences finies (Y —pxr Yy K= Z:,Pj (D) & ,. ost "équivalente" au systéme
J

{Pj (D)} s en un sens analogue & celui du num‘ro 3, qu'on laisse au lecteur le soin
de préciser).
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DEMONSTRATION. - 11 suffit de démontrer que 1l'on a @

Yeem el o gl
par translation, pn peub supposer a, = O . Nous allons raisonner comme au numéro 2.3
Soit R(x) un polynéme tel que Rp = Pl(D)é (1'existence d'un tel R est immé=
diate). Appliquons le théoréma 1 & po et Ry 5 pour tout %)E@ , ona s

(4) IS @I = Egp | 86 1 yli?
et

(5) ISR i =T llsCErp* plII* .

Dans la série qui figure au second membre de (5), tous les termes sont puls dés que
lk! > deg(Pl) ; et chacun des autres termes est majoré par une combinaison linéaire
finie, indépendante de ¢ , des termes du second membre de (4) ; par conséquent,
il existe C > 0 tel que, V\?E(f\) , on ait

2 2
ISR ) wiI® < ¢ ils(p) Wl .
Posons &‘) = exp(-t—l—)‘-f , et revenons & la définition de S ; on obtient :

fem(u—\\P ™12 & x<ofexpd—-L)|ww =

g qui entrafne immédiatement 1'infgalité cherchée.
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