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19 janvier 1960

Li METHODE DE CALDERS: (fin)

par Bernard MALGRAIGE

1. Le théordme de Calderdn.

Reprenant les notations de 1'axposé 9, nous allons déduire du théoréme 1, ex-~

posé ¢, le théorime suivant :

THEOREME 1. - Soit P un opérateur différentiel homogdne d'ordre =m , dont
- . . _ n /
les coefficients dans un voisinage de l'origine de Rg x Rt s (n # 2),-soni
1 + s fols continuement différentiables, (s > 0), et vérifient 1'une des con-

ditions (SE) ou (SR) de 1'errosé G. Soit ¥ > O , une constante et soit f wune
fonction de x et de t qui, au voisinage de l'origine, est m fois continue-

ment différentiable, nulle pour t < 0 ot vérifie :

(1.1) lpel* < 'pd | f]* .
Xyt

<m=1

E
Alors il existe un voisinage de l'origine dans lequel f est nulle.
A - - . . \v 2 By
DEVONSTRATION, - Le changement de variable t —s t - 2—xi nous ramene au
* R A 4 2 5 N .
cas ou f est nulle si s.zixi sans changer les avpotheses, tout au moins
au voisinage de l'origine. Grice au théoréme 1, oxvosé 9, nous savons qu'il exis-
: T k
X 0’70
(c>o0, T 2 0) telles que, si O 5.775ft0 et k > kg » pour toute fonction
\F Q.AD[O,qij s on ait :

s s : . n
te un voisinage V de O dans R et des constantes C s

(1.2) (ek(t_t) !P\f!d dx at 5, 0v s ek(t_“) Ipd uflé dx dt )
j i 4 ’.j (m_l ’“X,t

En diminuant au besoin Qb s DOUS pouvons suproser que V x [0 , Tbj,) (x, t)
Ot Ty et t3 E:xig - Soit alors o wune fonction de t indéfiniment dif-
ferentiable, nulle pour 't 3 T et égale & 1 pour t< T/2 , appliquant 1'iné-
galité (1.1) 2 & f , on trouve :

-1? 2 -1)* '
KO- e ()% ax at ¢ ¢ fek(t 07 I bl ) ]? ax as

!j!sm-l %t

T
(v,

2
+ K Gk(t-”f) at
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K' ne dépendant que de f , o, etc., mais non de k , d'ol en utilisant (1.2) :
. 2 - s (L’ 2
(Ck - X) ,f;k(t'I) 2. IDi " £ ax at <« j[ K(t n dt
ljlgmer %2 T2
en comparant la croissance des deux membres lorsque k tend vers + o on aboutit

3 une absurdité si les D;]{ 4 £ ne sont pas nuls pour # 4; .

b

Ce théoréme a été obtenu par CALDIRCY dans le cas (SR) , la démonstration reste

valable sans changement dans le cas (sB) .

2. Produit de deux opérateurs.

THEOREME 2. ~ Soient P, et P, deux opérateurs différentiels homogénes d'ordre

my et My respectivement dont les coefficients, dans un voisinage de 1l'origine
de R§ x Ry (n#2) , sont indéfiniment différentiables et vérifient : ceux de
P (s2) ou (SR) , ceux de P, (sE) .

Alors il existe un voisinage V de 0 dans R§ s une constante ?O 70, et

des fonctions C et k , définies et strictement positives pour 0 < © éqb s
C{t) tendant vers +® si T tend vers O s, telles que pour toute fonction \f
m fois continuement différentiable (m = m, + mz) 3 support dans V x [0 , Tj ,
on ait pour %k > k(T) :

2 e . i 2 .
k(t-1)° T 2 < k(t-70) j 12
\l ~ “C / . |
je lPl P2 H dx dt > C(%) G je "Dx,t \’ < at
ou P1 P2 désigne la partie principale de P1 P2 .
DEMONSTRATIOF. - I1 suffit de remplacer P, P,

ces trois opsrateurs ne différant que d'un opérateurd’ordrc strictement inférieur & m

par P, P2 (ou par P2 P1 )s

En appliquant le théoréme 1 de 1l'exposé © 2 P, et P2 \f s on voit qu'il existe

1
un voisinage V' de O dans Ri et des constantes ' , C' , k',
' . v = 7N .
(7 >0 , C' > 0) telles que pour rt&[O s Ty, k »k', \f U"/V’X[O,'T.] on
ait

e  eiem?
[ (t-T) !Pl'?g \Flz dx dt 3 C' ¥ 2 )f;k(t-t) ”Di,t P ‘?'F -

’ i1

J

Utilisant le fait que D’ P2 - P2 D est un opérateur d'ordrc «<j + T, 5 ON applique 2
P, et pJ le théoréme 2 de 1l'exposé 9, ce qui suppose que P, vérifie (SE) , et

1'on obtient le résultat cherché.

On déduit de 12 un théoréme d'unicité au voisinage de O 3
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THFOREME 3. - Soient P, et P_ deux opérateurs vérifiant les hypothéses du
théoréme 2, posons P = PP, (o& P=P P,,ou P=P, P ) ; toute fonction
f qui, au voisinage de l'origire de Rﬁ x Rt , est m fois continuement diffé-
rentiable, nulle pour t €0 et vérifie 1'inéquation :

Ipelf ek I |pd | £]”
. X5t
|3 l¢m-1

est nulle au voisinage de O .

REMARQUES, - a.les hycothéses de régularité nécessaires pour que la démonstration
soit valable ne sont pas les mémes dans les trois cas envisagés. Par exemple, pour
Pl P2 s 11 suffit que les coefficients de Pl soient 1 + s fols continuement
différentiables (s > 0) et cue ceux de P, le soient max (mi -1, 1 +s) fois.
On ignore si des conditions d'ordre 1 + s suffisent pour P1 at P2 ;s il en est
toutefois ainsi pour P = Pl P2 lorsquse Pl et P2 vérifient tous deux (S53) ;
on peut méme dans ce cas, d'avres HORMANDER ([2,), se contenter de conditions de
Lipschitz.

b.Le théoréme 3 est dfi 2 MIZOHATA [4), var une autre méthode, lorsgue P1 et P2
sont ellintiques, du deuxiéme ordre, et vérifient (3S) ; par exemple & coefficients
réels, par exemple si P est la partiec principale du carré du Laplacien, d'un

d52 deux fois continuement différentiable.

C. Fous n'avons pas démontré les thécrémes 1, exposé 5, et 2, exrosé 10, sous les
hvpothéses les plus zénérales. Par les mémes méthodas; on obtie:drait le théoreme

2 pour un produit, au serns des opérateurs intégraux singuliers, d'opérateurs con-

o

venables, ou le théoréme 1, exposé 9, en englobant cans une méme formulation (SB)
et (SR) ; mais les changements de variables nécessaires nour en déduire le théo-
réme d'unicité et la transformation de P en jGP + (1 -9 PO rendent les con-

ditions vreu maniables.

3. Le cas n = 2 (MIZOHATA [5]).

Une partitior de 1l'unité dans 1'esvace des opérateurs integraux singuliers va
nous permettre de récupérer les théordmes 1 et 2 de l'exposé 9 dans ce cas par-
ticulier, ce qui prouvera, s'il en éteit besnin, que le canular ne provenait que

de la démonstration.

s \ s : n
a. Choisissons un recouvrement ouvert Vj de la sphére unité fi: du dual R,
n . s o s iz o

de RX ; les Vj étant simplement connexes. Soit Xj une partition de l'unite

indéfiniment diffirentiable subordonnée 3 ce recouvrement et soit :
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¥

prolongeons les o(j & K vpar :

n
pour E € Ro
. >
b . 3 3 > . K3
Aj = 5ij , ce qui nous donne de bonnes distributions valeurs principales.

5 § # 0 . De sorte que S €& et Eii? = 1 . lious posons enfin

b. Soit P un ondrateur différentiel homogénc d'ordre m , dont les coefficients,
au voisinage de 0 , sont 1 + s fois continuement différentiables et vérifient

(s7) ou (SR) . On remplace P vpar jP + (1 - H)PO , ou i secra choisie ulté-

rd
{Z;,t , ##=1 auvoisinagede 0, 0% 5«1, et de support

assez petit, P, désignant 1'opérateur obtenu en remplagant dans P les coef-

rieurement dans

ficients par leur valeur 2 l'origine. lous considérons le syst®me associé :

é%-+ s 9N ou ¥ est definie par son svmbole : o () = h(x , t , &) , h étant

la matrice de 1l'exposé <.
Soient alors des applications différentiables : \%j H §)2 — V, dont la

restriction au support de A soit 1'identité, nous définissons les gpérateurs

o
*&j par leurs symboles :
() =G, v, WLE/5D) =nile, 1L 8)

“ous vouvons diagonaliser hj(x s t , &) localement, donc globalement sur Vj
e

)
gui est siuplement conncxe donc sur 3}? grace 2 1{. ; d'ou 1l'existence des
matrices nj et é% ainsi que des opégéteurs Nj et dj correspondants. Si

de plus, nous avons choisi le support de ;* assez petit, les nj(O , O, g) Stant
inversibles, les nj(x , b, %) en dtant trés voisins le sont aussi, donc les

K. sont inversibles en tant qu'ovérateurs dans L2 . De méme, les fonctions

)j(x s bty 3) sont différentiables en t et inversibles. Soit

U= (u1 3 Uy 5 wee s um) , u, T 3 support dans [0 ;, ©; (donc par passage

i Tt
P . 3 4 .1 1‘; ? -~ s . s by
3 la limite, Uy € J?ro ?j[HXJ ), raisonnant comre dans la démonstration du theoreme
tvs
1, exposé ¢, (appliquer les théordmes 1 et 2 de l'exposé € & chacune des compo-
santes u; ), on voit qu'il existe Gy » T} >k, » tels que si 0 ¢ T’g’ll et

k 2 k1 on ait :

r~2 - 2
(3.1) Fk(t“) ﬂ%} . 17“3 AulP at 50 v fek(t D7 wlP at .

Appliquant ceci & Uj = Aj * U , sl nous remarguons que g?i/\t% = ﬁg/\Uj
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puisque h(x , t , &) = hj(x » t 5 §) sur le support de $3 , nous trouvons en

ajoutant toutes les inégalités obtenues :
2 du 2
. - i . 2 -
T fek(t 7 L« 3 KA at 3 0, k - [ek(t %) ntlfdt :
J J

Mais d'aprés le choix des C‘j 5 > ntHZ = ]W”Z » d'autre vart 3
] .

dU
ut

+ 19@1\U = A *( 1A + i, ArIN T

ou 1[% , Aj*]/\, est un opérateur borné et enfin :

Z la *...i+1‘7v"/\m!!2 gggu.w;/\u;?

d'ol 1l'on tire facilement :
2 2
- 1 -
(=D A2 50 [H07 ol e

si k 7k . On termine la démonstration des théorémes 1 et 2 de l'exposé ' de
la méme mani®re, et l'on en tire les applications correspondantes (cf. paragra-

phes 1 et 2 de ce présent exposé).
REMARQUE.

£ I e . - » N\ N\ . . rd .
- CALDZRON généralise son thdordme aux svst®mes d'équations (et d'inéquations),

il a les mémes difficultés pour n =2 et n = 3, que 1l'on supprime encore par des

des partitions de l'units.
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