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Séminaire SCHWARTZ
(Equations aux dérivdes partielles;
Année 1954/55 .
——t-t- Exposé n® 6

OPERATEURS AWAIYTIQUES ELLIPTIQUES (fin).
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THE':OREME - S5i D est un opérateur différentiel & coefficients congtants dans

N

R" , ayant une solution élémentaire & pauche E analytique dans ﬁO , toute dis~
tribution T définie dans un ouvert {2 de R® s Lelle que DT =S goit analy-

tigue dans 1 , est elle-méme analytigue dans n .,

Nous avons déja démontré ce théoréme dans 1'exposé n° 5, en nous appuyant
sur le théoréme de Cauchy-Kowalewska; nous en donnerons. ici une démonstration

indépendante de ce théoreme,

Comme dens 1l'exposé n® 5 , on peut supposer T définie dans R" et a sup~
port compact, {1 borné dans R" . Ona T=ExDI=E x S, Nous allons démon-
trer la propriété suivante qui ne suppose pas que E soi% solution élémentaire

d'un opérateur différentiel

PROPOSITION 1. — Si E est une distribution analytigue dans EO , et si
SEE', T=ExS est analytique dans tout ouvert {2 ob S est analytique.

Soit w un ouwvert e L, £ vorné et soit o €0 une fonction de sup-

port K dans {2, ‘égale 4 1 dans un voisinage ouvert V de & .
T=Ex (1 -e4)S + E A4S ,

Comme (1 -X)S =0 dans ¢ , E % (1 ~X)S est analytique dans w
(le poﬁentiel E x A est analytique dans le complémentaire du support de A ;
c'est ce que nous avons vu dans 1l'exposé n® 5 & propos de 1l'analycité des solu-
tions de 1'équation homogéne). Il reste donc & montrer que E %X S est analyti-
que dans W o« Or A S peut s'éerire £ , o f est une fonction analytique sur

un voisinage de support de o

Nous savons déja que E x A f est infiniment différentiable puisque of
1l'est, Calculons alors les dérivées de E x X f , Les D'i désigneront des
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dérivées partielles d'ordre 1 .

2ond il 1 12 . '
Une dérivée d'ordre m peut s'ecrire Dm Dm—-l see D2 Dl(E xf) o

Dl(E %X £)

D2D1(E %o )

E % (qu)f + E %X (le>

i

D, E x (Dlo\)f +E % (chx)(le) +E xok(Dlef)

Supposons que l'on ait @

m
2 % DpgeeDpyg B0 (o) (B ey n}

+Exa(D D
m -

Dy Dpqe++Dy (B %X f) = {

D, 1) (1)

1 LI A}

En dérivant il viendrait @

D

m
41 D oo D, (E »aif) = Dm+1{1§1 DeeDy,q B x (Dy o) (Dy_4-++Dy f)

+ E % (Dm+lo()(Dm“'Dl f) + E xd(Dm+l...Dl )

m+l
- giél puge+ D B X (000 o0y 0}

+ B %xa(D D, £)
m+

1 e 00 1
ce qui démontre psr récurrence que (I) donne bien 1l'expression de
Dm...Dl(E )ﬁdf) .

a). Majorons d'abord le dernier terme de (I). Il est un produit de convo-
lution de E avec une distribution & support compact K< -Q, donc il ne dé-
pend dans <0 que des valeurs de E dans un ouvert borné U de R®

(U =cw=K par exemple).

Dans U , E est somme finie 2. g JUﬂ gy | <M

\aisk
Alors |E x (D ...D, £)| ¢, ¥ Sup \ p? (D, ++eD; £)\
: \al <k
x € K
<, Sup \pec\ sup \D?D...D, )
\ay <k lav<k
x €K x € K

ce qui, f étant uniformément analytique dans K , et &% et k indépendants

de m , semajore par une expression de la forme ¢k (m+k) !

b) Majorons maintenant D, Dm—l:‘D1+1(E) ¥ (D10<)(D1__1...D1 f). o étant
égele & 1 dans le voisinage V de < , Dlo< est nulle dans V donc le sup-
port de (Dlok)(Dl l...Dl f) est contenu dans le compact K n (V .

- J

Alors le produit de convolution ne dépend que des vileurs de Dm"‘Dl+1 E

dans l'ouvert o~ (Kn (‘ V) , contenu dans le compact
J



6-03
- (Ko EV)C.CE - [ Ve (TO , de sortec que E est uniformément analytique dans
w- (Kn (Iv) . ' )
On a donc des majorations le eee Dy g E(x).fS,Am—l (m-1) ! (uniforme

analycité de E ) pour x€ w-~- (KN CV)

-1
\(chx)(Dl_l...Dl f)\-g'Bl Bt “(1 - 1) ! (uniforme analycité de f dans K

B, = borne supéricure du module des dérivées d'ordre 1 de X ) .
Finalement on aure une majoration du type

\DeveDy,q B x (Do) (Dy_4...D; £)]

e m-1)t@-1)t<c™n!
Le nombre des termes dec la somme 2 de (I) étant m , on aura finalement

pour cette sorme Z 1la majoration c:™ (m + 1) ! d'oh finalcment, dans <O,
)%f.ﬂl(Exde

; < oK m+k) ! +C™" (m+1) ! gc™p?
d'ol 1'dnalyticité de LE %xXf donc de E % S dans O , et par suite dans 1

C.Q.F.D.
/

REMARQUE. Dans cette démonstration on peut remplacer la classe des fonctions

analy%iques par d'autres classes de fonctions indéfiniment différentiables (ce

¢
i

!

Cauchy~Kowalewska). On peut aussi supposer que les Dj sont des dérivées par-

u'on ne pouvait pas foire dans la démonstration de l'exposé n® 5, utilisant
1Y )

tielles par rapport & certaines des coordonnées seulement, et démontrer des pro-

priétés d'analyticité particlle par rapport a certa’nes variables. C'est ce‘que

nous allons voir,

2
EXEMPLE ¢ Lfopérateur de la chaleur D = 9 - A
- ot NP <2

1
2 vt
ept la fonction d'Heaviside, nulle pour t <L 0, égale & 1 pour t> 0

On démontrera que la solution élémentaire est B = o 4% Y(t) ou Y(t)

L'opérateur de la chalcur est elliptique. Si 1l'on intégre E au voisinage
de 1l'origine successivement par rapport & x puis t , on obtient une valeur
finie : on définit donc bicn ainsi une distribution (qui, en fait, est une fonc-

tion positive).

Etudions la majoration des dérivées successives de t pour x voisin de
X, non nul et t > O voisin de O (car E est analytique pour t # 0 ),

Remplagons X par z = QeI}P et t par u=r elé}, |E(z,u)| est égal
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1 e—(fz/zlr) cos(2p-6)

2yWr

Au voiwinage de x et t , prenons XPel\p——}q:k\x& et Ir eia—t\zkt

avee k suffisamment petit pour quec | Ry = Y| g W <g .
x2
On aure alors |E(z,u)] < -'A*\/_ S s+ A, B, constentes >0 convenables.
B
D'apres les indgclités de Cauchy :

1 m T ot
L )| 2B sy |5(zu)|
ox™~ ot (kx)" (kt)" 1Z2-xl=kixl
|u-t] =kt
2
X 1+m xR
1! m! a By G By,
L+ lel 4 Vi ¢ ~ tm+-2‘— © 1o ms
pour x voisin de X, £0 ., 2
) -B ¥ -
I1 nous faut majorcr maintenant t—(m+§) e t pour x volsin de Xg

t voisin de 0O , en fonctign de m sculement, Le logarithme de cette expres-
X

sion est - (m+}) logt - B : 3 il vaut - co2 avec m j il a ug maximum entre
. m++ Bx B x .
t=0 et t=¢ , donné par - e 2 =0 ou t= mil ? qui tend vers

0 pour m —> oco. En remplegant 1t par cette valeur dans la majoration ci-dessus,

on asura ¢ 2
X
~(m+%) B ¥ il 1\m+d
t 2/ a < C, (m + 3 2 et
1 m L
(-;“—1- - E(x,t) < 023L+m 1! m! (m + _;:)m+2 < Cl+m 1! (2m)!? _ (2)
x— ot

On a donc les conclusions suivantes

_ o
1°) E(x,t) est indéfiniment différentiable, de la classe 2 dans LO , ce qui

signifie que dens tout compact de (O on a une majoration
s

P EI <P (2p) ! (p=(p,, p,)). (Cette classe n'est pas quasi-analytique,
1 2

ce qui était évident a priori puisque E = O dans le demi-plan t <O et

EZ0 pour t>0 ).

2°) E est partiellement analytique en x dans | O , ce qui signifie que
1l'epplication x —Q‘E(x,g) est une fonction analytique de x & valeurs dans

1l'espace des fonctions indéfiniment Eiifférenfiables de t, pour (x,bt) # (0,0)

e

ou encore que dans tout compact de § 0 , on a une majoration relative aux déri-
' b

vées partielles en Xx,t

ini D% E\ <y cP p!'
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30) E est de classe (1,2) en (x,t) , au sens de la majoration (2)»
valable sur tout compact de C,O o
Les méthodes utilisdes dans 1'exposé actuel sont valables quand on remplace

la classe analytigue par les précédentes, d'ol :

PROPOSITION 2. - Toute distribution T d'un ouvert {1 de R° est de classe 2

e e

(resp. de classe (1,~) en (x,t) , resp. partiellement analytioue en x ), si

2
%% - §~g a cotte propriété (en particulier si T est solution de 1'équation
ox
. ar
homogéne ¥t -~ T = 0 Ve
ox

Cette étude montre combien les propriétés locales d'une solution élémentaire
4 gauche dans | O renseignent sur les propriétés locales des solutions de 1'é-

quation homogéne.



