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Exposé n° 2 (B, MALGRANGE)

BOUATIONS AUX UPRIVEES PARTIELLES LIVEATRES
A COSFFICTENTS CONSTANTS AVEC SEZCOND I7MBRES,
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© < <

I - EXISTENCE D'UNE SOLUTION ALE EITAIRE.

pl cees + pn
Soit D = Z__‘ 2, 5 9 un opdrateur différentiel
pl,.o‘,pn 1..' n axpl vee (3Xpn

% eocfficients constants. On apoelle golution élémentaire de l'opérateur D

une distribution T +telle que DT = S ( $ est le mesure de Dirac).

THEORANE 1 «~ Quel guc soit D, il existe une golution élémentaire T de D

“ )k A . . n
apoartenant & () ; o k ne dépend cue de la dimension n de R

Appelons toujours I') le tronsformé de D, i.e. ¢
¥ re
<D‘I‘,‘f">= <T, DY> pour tous k?eOJ,T&(D).

I1 s'agit d'établir que, si k est assez grend, il existe une distribution T
d'ordre € k , i.c. ’I‘e(})'k , telle que

<T, BL{“> = @(0) pour toute L?é(D .

Y
Indiquons d'abord comment va s'effectuer le démonstration, Désignons par D@9
le sous-cspace de U) image de ) par 1'avplication lindaire ¢ -—->Dl{’

T ost une forme lindcire sur D@ définie par :

KT ,x>s= g) si X = chemj).
v N
(1'expression de léf)’@ comme DY est unique, car D@ = ({76.03 s en-
traine (P = 0 par Fourier ; donc pour Y_@ Dd:) donnée, LT ,jQ) est bien

déterminée).,

v
Supposons evoir proubé que T est une forme lindaire continue sur D @)
s s . k
pour la topologie induite par N (pour %k assez grand). Alors, gréce cu
s s k .
théoréme de Hehn-Bonach, T pourra &tre prolongée, & l'espace 09 entier, en
rAY

. . . . . s as A 'k
une forme lindaire T continue, ce qui revient & dire que T ey 5 on aure

alors, pour toute fonction e 0 .
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<D§,tf>=<T Dg> =¢ T, DP> = (o)
=9

ce qui prouvera bien que
Nous sommes donc romends & dérontrer que T est continue sur D0J pour

la topologie induite por @k , c'est-a-dire que, pour k assez grand, si des

v ~k ,

D@ --+0 au sens de 4o (L{JjéCD) , alors CF (0) —-» 0 (des fj voulant

dire un filtre de fonctions f. , comme dans Schwartz, Théorie des Distributions).
Pour éteblir cela, nous utiliserons la trensformetion de Fourier.
v
En suppnosant que Xy n'est pas direction caractéristique de D (ce & quoi
on peut toujours se ramener par changement d'axes), on peut écrire :

1 o m=l g bR

N
D= + ()

Q
Dy (G 2 o0 2 &)
n

*1
ou les Dh gsont des polyndmes de dérivation par rapport & X, (< ign) .
" On a :
m-1
R‘L}/(DS)-YI +; Rh(y2""’y)yl

R et les Rh sont des polyndmes. Posons encore :

_Ch o .
?(ylyy'?‘, ) 9yn)*61€ et yj“‘ oj+lTj ’

pour y complexe (les notations sont un peu différentes de celles de 1'exposé 1).

On a2 évidemment
n

P <

Puisque (.?Em ’ nous savons que @ est une fonction prolongeable, aux valeurs

{P(O‘l s ese 3 cr_n)

do"‘l oo do‘n

complexes de la variable, en fonction cntiére de type exponentiel, & décroissance

repide (ainsi que toutes ses dérivées) dans le champ réel. Posons :

A= sgg I(l +10~1}n+1 + e +}o—-n!n""l)? \

—

A est < +oc dm fait que CP est & décroissance rapide dans le champ réel.

On a :

18] s Syl 7 Lo
o =4,
< /n 1 ry'-l}ml - )~n+l ‘

- n
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donc \LP(O)tg AK , et remerquons que K est un nombre qui ne dépend pas de
(P , mais seulcment de la dimensions n de l'espace. Il nous faut maintenant
majorer convenablement A . Pour cele, nous allons majorer { ﬁb) et chacun

\o"jmlf‘ . Nous appliquerons le lemme de l'exposé n® 1 ., On trouve ainsi:

’C})(G‘l y sec 9 G"n)‘4 Max \R(y 2 0 s v rn)T(y 20y e ’0?1)
|y—omf< 2m

n+lcp n+l 1
o™, Tlé Max \y R(y,d*2:-",0”n)(f)(Y90’—2,---Q'G—n)l

n+l T
. Ma, 1
‘Oﬂl T‘ﬁ Tszmk U—le_+ R(y 2y T g9 o ’O”n)cf(y 1T s ey fn)‘
pour 2 £ign.,

Or pour tous les T (< jgn) ettout y=o+ iT tel que
~‘y—(r1f£~2m,ona:

1R(y,a‘2: °'~)O"n)¢}—7(.790’"2"“;0—n)‘§'j
n

R

£ Max j92W|7xl' ‘D({) ‘ dx, ... dx

e2~“r3”‘1l D¢ fax, .. a

| Tl 2m
De méme :
n+l ¥ 1. n+l 2| Tyl | oo+t v
& (=== e L
\0‘“1 i)'\ (2’7“) ré\‘f“fzm e Oxn+l DL? e Oxy

e+l
J

23

On Ql'ti(‘nt ,(3.03 88 *Or&tiO’.‘sS cacloguc ] li(“’r 1&.,;.) o
J o
fin:.‘ [N .b.ltv :

x 1310 . (=)t Ll \}ezﬁhﬁxlld
£ R {}D%l E | 7

~
Si D ‘f’ converge vers O dons ®n+l , 1'intégrale du 2° membre converge

é"l (<igm,

vers O , donc l \P(O)! & AK converge vers O . Le théoreme ost zinsi démontré,
avec k=n+1,

Remarque . -~ La méthode classique de recherche, des solutions élémentdires
est basde sur lo transformation de Fourier ou sur celle de Laplaces On suppose

Te S' et, par Fourier par exemple, on passe de DT =% A P‘@: 1 (p :‘FDS,
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?5 :‘%{T) et on est ainsi reamené 3 un probléme de division. Mals nous ne sa-
vons pas résoudre ce probléme dens tous les cas, et rien ne nous cutorise a
que nous avons obtenue

supposer que la solution éléme ﬂtuer(SOlt tempérée ; les majorations que nous
avons obtenues dans lo démonstration du théoréme montrent que, si x1~:-O n'test
pas coractéristique, pour tout r > O il existora une solution élémentaire T
telle que e-r(xl) T soit tempérée.

/

II - SOLUTION DE L'EQUATICN AVEC SECOND HEMBRE.

THﬁORﬁNE 2 - Si f gost une fonction (n + 1) fois continfiment différentiable,

il existe une fonction continue g telle que Dg = £ .

On met f sous lo forme f = ZLJ 50 ol fié(ﬁ)n+l et a son support

dens lec complémentaire de la boule oqurte Si de centre 0 , de rayon 1 .
Soit alors T une solution élémentaire de D ; on a, pour chaque i , D(fi % T)
= fi . La somme :E: f » T ne converge pes en générel ; mals remarquons que,
dans 8, , on 2 D(f % T) = Dfy x T =0 . Alors cn vertu du théoréme démontré
dens 1'exposé n® 1 , f xTa & (S ) veut &tre avprochée, 2u sens de L&,O(Si),
por les combinaisons llaealros d'exponontielles—polynémes solutions de DX =0
dons R" ; solt Pi une telle combinaison choisie de meniére & ce que

£,%T - Pj} £ l?j sur S, _; (Pi = 0 pour i = 0)

2
o9

, S . . ,
La série (f x T - P. ) converge maintenant uniformément sur tout

n _i=0
compact de R° v&rs une fonctlon continue g , et 1l'ona Dg =1f .

<9

C.Q.F,D.

Le procédé utilisé dons le démonstration est cnclogue & la méthode de Mittag-
Lefflcr pour déterminer une fonction méromorphe ayant des parties principales |
relatives & ses pdles donndes & l'avance (Voir SCHUsRTZ, Théorie decs Distribu-
tions, T. II , Chap. VI , P, 68 ot 69),

Si feadjk , on neut écrire f = E;f P f (sorme finie) , ol les f
sont des fonctions (a + 1) fois contlnument dlffuruntWleGS 5 en vertu du
théoreme 2 , on peut trouver g c:fg telle que Dg_ = fD . Alors

(5" P g Y= £ . Posons () P \\J} OD’k : ’W est 1'espace des distri-

butlons a! ordre fini ; npous venons do montrcr que DG)} = 03;,

Si fe &, il existe ge & telle que Dg =f . En effct, on met f
sous la forme f = 2:1 f s ol f e 0) ot ol le support de f ®c rencontre
pas Si . On approche ici fi » T (DT = 5 sy Te 63n+l) var des exponentielles-
polyndémes solutions de DX = 0 , au sens dc %S(Si .
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Précisons. On peut trouver Pi ; ccmbincison finie d'oxponentielles-
polyndmes, tolle que toutes les dérivées dlordre g i de (fi x T - Pi) soient

en module mejorées par l? acns S, . Alors frj(f. xT -P,) converge
21 i-1 —Ev i i
dans Ei et répond & lao question,

On nc_sait pes si, lorsque f est unc distribution quelconque, il cxiste

une distribution g telle que Dg = f . Lo réponse est covendant affirmative,

lorsque l'opdérateur D vérifie le condition suivante : il existe une solution

o

élémontaire T , qui soit une fonction indéfiniment différentiable dans le com-

plémenteire de 1l'origine,

Signalons quc cebte condition est équivalonte.ééég.suivante s Si DU =V
el ved) , U__est indéfiniment différenticble ‘tout ouvert ol V. 1'est.

Un tel opérateur différentiel D est dit g¢lliptique.

Supposons donc que D vérifie cctie condition. Mettons f sous la forme
I .. ) Y
f= 2;,fi , ot fiE.Eg et ol le support de fi ne reacontre pas Si 38y =
fi » T ost indéfiniment différentiable dans Si et Dgi =0 sur Si .
On pourra trocuver une suite d'exponentieclles polyndmcs, solutions de DX = O
n . e 0
dens R, qui approchent f. »x T au sens de (i(Si), (cu méme £, (Si) ) , et
on raisonne comme précédemment,
[L'indéfinie différentiobilitd permet d'cnprocher fi » T uniformément
paer une suitc d'exponenticlles-polyndmes ; sans elle, on devrait avoir recours
N . “ S » N ) : .
a des filtres & basc non dénombrable, puisque 0 n'est pas métrisable, ct on

. . o 7
ne pourrcit plus considérer les séries Z;‘(fi x T - Pi)],

Exemplos d'opéroteurs cuxquels cotte dtude s'apnlicue

- le lanlacien,
- les leplaciens itérés,

- les (A+/\)q,

1'équation de la chaleur,

!

qui sont élliptiques, comme nous le verrons plus tard,




