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Exposé n° 8

SOLUTIO:NS | un.ME’\TTAIRES DES OPmRATJ_.URS
A et D +A.
(EXpOSé du 14:101955)'

L'OPERATEUR O DaNS £, ET (D}
+

L'opérateur A est invariant par rotation, donc il lui correspond un opé—
reteur différentiel dans ‘éR » Que nous continuerons & appeler A « Nous

1'avons déja cslculd (exposé pmécédent) : pour Pe E’R ,
e

(1) [_\(p 2n +4t “—ée .
dt
D'autre part, l'operutour A dans @ est le transposé de l'opé;-ateur

N dans @ (autrement dit < AT, > = <T,Z§CP>) . Donc il lui corres-
pond aussi un opérpteur différentiel dans @é , Que nous appellerons en-
core N\ , et qui est le transposé de celui qui+est défini par (1). On a done,
pour T & @é :
* i
(2) AT -2n§%+4——(tT)
dt

H

&1

dt2

I1 importera donc toujours, dans R+ , de bien distinguer l'opérateur O\

g o T
_(8-—2n)dt+4t

sur les fonctions et 1l'opéreteur [\ sur les distributions. Il est bon de re-
marquer que sur R_, on peut étudier les opérateurs £\ ci-dessus définis méme
pour n réel ou complexe, quelconque ; c'est seulement pour n entier 21

qu'ils auront 1l'interprétation initialement donnée.

SOLUTIONS ELEMENTATRES DE A , INVARLAVTES PAR ROTATION.

D'apris un exposé antérieur, A poss>de slrement au moins une solution
é1lémentaire El ;3 alors E = Elq est une solution élémentaire invariante par

rotation (car de AEl = & on deduit AE?: §9=6 ). Alors E est solution
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de 2
(3) e EACEE I N
at t

Dans le complément-~ire de 1l'origine sur R, , c'cst une équation diffé-
rentieclle homogéne (5 =0) 3 on peut d'autre part diviser par 4 t dc fagon

2
que le coefficient de g—% solt 1 ; alors, le caractire analytiquc-ellipti-

dat
que d'un opérateur différentiel & coefficients analytiques sur R étant tri-

vial lorsque lc plus hrut coefficient est 1 (voir°Distributions; tome I,

p.128), E est une fonction anelyticquc de t dans C 0 , soit E(%) .
~2 (R+)

. n . 2 E(r . .
I1 lui correspond dens R~ 1la fonction S Sno o qui est donc analytique
nr
dans f 0 de sorte que A est un opérateur an-lytique-elliptique dans r® H

n

la méméR ) démonstration subsiste pour O + A et celd sans qu'il soit néces-

saire de faire aucun calcul effectif de la solution élémentaire.

Néanmoins nous allons cclculer cette solution per résolution compléte de

(3) dans a)ﬁ. , pour n récl ou complexe quelconque. Pour n entier > 1,
+
le calcul n'est pas au fond différent de celui qui a été fait dans le précédent

exposé.
Tout d'abord dans ( | 0 les solutions de (3) sont nécessaircment les
I(R

solutions usuelles de 1'équafion homogene, pour les raisons données plus haut.
Ces solutions sont données par la formule :
n2
(4) E(t) =h +Bt~ pour n#£2 3

E(t) = A + B log % pour n=2

n=
A) Caleul de A$®  dans Oy
-+
Ce calcul est trivial si n c¢st entier > 1 . Oar alors la distribution
n-2 : ‘
A
t 2 sur R; correspond & la distribution définie par la fonction constante
%— dens R° , et alors son laplacien est nul. Mais ce résultat est walable pour
n .
n quelconque distinct de tout entier pair £ 0 (& condition de considérer que
a2 n= ‘

2 . '
% signifie Pf t 2 pour (An < 0 ). On a alors, pour n distinet de
tout entier pair & 2
' n—2

n—= n—=2
d 2 d .2
(5) Pt _Pf{dtt,}
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(1a dérivde dans le 2e menbre &tent prise au sens usuel, d'ol le symbole { g Ye

On a de méme, pour n distinct de tout entier pair < 4

d2 2 o dz 2

(6) == Pft =Pl =51
2 2

dt : dt

Donc, pour n distinct de tcut entier pair < 4, ona:
n-2 n—2
2 2

(7) NPEt :Pf{&t E:O.

I d 2’ . 0 . - n
Corme nous avons vu que ce résrltat ¢tait trivial par passage a R™ pour
n=4 et n=2 (ce que montrerait aussi un colenl direct sur les parties
finies), il est bien valable pour n distinct de tocut entier pair £ 0 .

B) Calcul de A1 dans (Dg{

On a toujours

a . _
al=°

®) P
Qe | - gt
at?

(Ne pas mmhlier que R+ est une variété avec bord. 1 n'est pas autre chose que
la fonction d'Hesviside Y ). Alors

(2) Al:AtS'*(8~2n)5:—45+(8-2n)5=(4-2n)8

Cela nous donne dans () ! une solution élémentaire de TAN valable
R 3y

pour n quelconque # 2 : *

(10) E(t):z—:lﬁ:—m .

C) Calcul de Alogj]:' pour n =2 , (1)

t
d g do_prlopr (L a0gd
at “€ ¢ = t " at %8 %
2 2
(11) g—‘z'log%sz%+8':Pf{g~“é'log%%+5'
‘ at t dat
Alog%:Pf%Aleg%}+4t o' =-48§

(l)- Rappelons que f£(%) vout dire la fonction f ou la distribution définie
par cette fonction ;3 X est une variable mudtte, ce que nous exprimerons par
le symbole A . On pourra aussi écrire T(%) pour une distribution qui n'est
pas une fonction ; par exemple & (%) veut dire & . Mais fréquemment nous

supprimerons ce symbole ~\ quand aucune confusion n'est & craindre.
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d'ol 1o solution ¢limeatairc ¢

(12) B(t) = - % log =

t+

n . . s
Cela nous donne,dans R pour n entier = 1, la solution élémentaire :

o 1 1 )
(13) E(X) -~ (n - 2) Sn an_z pour n # 2 9
it 1 1 1 1
(14) B(%) = - 3o log %5 = - 37 log £ pour n = 2 .
2 r

C'est ce que nous avions trouvé dans 1'exposé onrécédent.

€) La solution génércle de (3) est nécessaircment combinaison des solutions

’

déja trouvées et d'-ne distribution H ayent pour support 1l'origine.

Supposons que, dans 0 é s

-+
L (%) :
(15) H= :i“ ¢, & ;Cy 0 , m entier >0 .
k=0 )
Alors dens A H figurc un terre en 6(m+1) avec un coefficient
(16) cm(8 - 2n - 4dm-8) = -2 cm(n + 2m)

qui n'est jamais nul si n est distinct de tout entier pair £ O .

I1 en résulte que toute solution de (3) est donnée par
n-2

(17) B(E) = - -t , 852 |

pour n distinct de tout entier pair &£ 2 , et

(18) E(E) = - % logv%.+ 4

pour n=2, A et B étant des constantes arbitraires. Si n est un entier

a
4

pair < 0, (10) donne toujours une solution de (3), mais la solution générale

de (3) n'est pas dennée par (17).

En particulier pour n entier > 1 , la sclution élémentaire la plus gé-

n . cr s . .
nérale de A , dens R, qui soit inveriante par rotation, est donnde par :

" 1 1
BR) = ~m =2y s a2t » n#2
n ¢
(19) ) .
E(®) = - 557 log 7+ c n==x

C" -éhant vme constants .arhitreire, Ce résultat pouveit d'ailleurs s'obténir



8-05

sans calcul, car tcute solution élémentoire différe de l'une d'entre elles d'une
fonction harmonique ; une telle fonction est anclytique, & cause du carcctoére
analytiqueselliptique de & , résultant de la considérction de 1'une de ses
solutions ¢lémentaires. Or il n'y 2 pas d'autres fonctions harmoniques (au sens
usuel, puisque fonctions analytiques) inveriantes par rotation, que les cons-

tentes, d'aprés (4).

En ce qui concerne le cas cu n est un entier £ O pair, nous laissons
au lecteur le soin de vérificr que la sclution élémenteire le plus génédrale dans
O)é est
¥ -3
1 g 2

0 E=z g7 +C ©
(20) 2(n - 2) ’

C constante arbitrcire.

RECHERCHE DES SCLUTIONS BLEMENTAIRES DE A + N .

Nous avons & résoudre 1'dquation

a° E
at?

Dans [( 0, il s'agit de trouver une solution de 1l'équation homogéne.
R) :
o+

(21) 4t +(@-m) EAp=0

La solution est la suivante (1'équation est une dquation de Bessel nodifide)

n-2 n-2
(22) EE)=s+t4 T, UAY) +Bet N, XY,
2 4
A et B étent des constantes arbitraires, J une fonction de Bessel,
N une fonction de Neumann, n—2
A) Caleul de (A+)\) [Pf.t * I, WAD)T.
2
Sunposons d'ebord n entier >1.0n s it que Jn > (u) est le produit
n-2 == n-2
a4 v 2 _= A
de u? par une fonction analytique entidre de w? ; elors t 4 I 5 W\ t)
n-2 , <
=== 2
est le produit de t 2 par une fonction analytique entiére de t  en passant

a Rr% s on doit remplacer t par r2 et multiplier par %— ni2 s de sorte

A nr .
qu'on obtient una fonction analytique entidre de r2 s donc une fonction analy-

s n . p
tique dans R~ ; son laplacien est donc son laplacien usuel, calculé dans

[( n)O , donc cette fonction est dans R® wne solution do 1'équation homogéne.
R
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Ce résultat subsiste sur R+ pour n qucleonque, distinct de tout entier
pair €0 ; on le voit comme précéderment dans le cas N=0.
n-2
B) Calcul de (A+}\)[Pft4 N, O/RE)].

2
Nous allons d'abord supposer que n gst distinet de tout entier pair.

Llors la fonction de Neurmann s'exprime simplement comme combinaison de fone-
“tions de Besscl :
cos DT J, (u) - I_y (u)

gin v 1T

(23) NV (u) =

Le terme en J, ne nous intdressc pas, puisque novs venons de vo'r dans A) que
n-2

£ 4 J o (V) t) est une solution de 1'équation horogéne. Reste le terme en J_,

2
nous avons donc & cclculer

n-—2
4 . TN i
(24) (A+ ) [t J.f-ii‘-z-(‘/M']sinﬂ-’I .
2 2
Meis alors t 4 J n—2'g/7r€) est une fonction anzlytique entiére de t .
T2 |
Sor terme constont est @
_h=2 ol n,
N 1 A 4222
(25) n n-2 n
M-3+2 -3 re-9
Appelons a; son coefficient de t . On a
‘n-2 n
A -2 _ b= 1
e — N4 2
(26) L4 g ¢ADI=) | &
. at _E".g. r( n 2)
| ‘ 2 “27
i.-% désignent la dérivée usuelle. Puis
_b=2 1,
4 2
(27) 2[]{}+a6+—-——-——5’
(—‘2'+2)
d'ol finalement
(28) @«N 4T (;/At)]:{}\»-)\——;l—z'—-(df-Zn)é :
) Fl-2+2
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Le facteur (4 - 2n) n'est pas nouveau, lec calcul est le méme que celul
qui a été fait pour A = 0 . Quant & g g , 11 est nul, puisqu'il s'agit d'une
solution (au sens usuel) de 1'équation hondgéne., Finalerent, compte-tenu de la

forrule des corpléments relative a [T, on obtient

n-2
(29) (Do) Tee. 8 4 0 (/3]
2
}\—%ré: 2.1 -3 1 s
= 2 , n\
(z 'g) in =5
Al 541
A 4R 2 .6
- oy .o oIl
(1 - 2) sin =5
nl 241
A2 22 ;s
v TRo .
Nous nc nous occuperons pas des valeurs de n qui sont entlnres paires
£ 0, car elles donnent lieu & un calcul différent, de.]%% e =0, et pour

A quelconque dans A4) ; le facteur [‘(5) le nontre & nouveau ici. Mais nous ne
pouvons pes laisser de cbté le ces de n pair > 0, car il correspond & un
probléme donné dans R" . Mois nous raisonncrons per passrge 3 la limite sur

n . On sait en effet que, si VvV varie dons le deni-plan 0 V>O s Ny, (u)

est une fonction continue de ¥ et u réel > 0 . Si maintcnant on considére la
deri-droite u > 0, on peut seulement dire que w N (u) est fonction conti-
nue de u et Y pour u> 0, @ > 0, et qu'elle est m,]oree par k log u
pour u>0, @y > 0 , Dans tous les cas, on en déduit que 'b N (;/_\

est une distribution sur R+ qui, dans O)I'i , dépend continuement de yY  pour
A,>0. *

Comme alors O dépend continuement de n pour n quelconque, on peut
passer & la limite, et la forrule (29) reste exacte pour n entierpairl 32 y €or—
n-2

respondant & V = =5 entier > 0,

On en déduit la solution la plus générale de (21), pour n distinct de
tout entier pair 0 .

nl
Z-—'é' n—~2 ﬂ
_ A 1T 4 4 e
(30) E(t) = ——— Pf ., ¢ N, (VA t)+ APE. v T T, (/AL)
2t rE a2 Z
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ou .A est une constante arbitraire,

n
‘ n 2 Tr?
En particulier, dans R~ , compte tcnu de ce que Sn = ™ ’
)
la solution élémenteire lo plus générale de A+ A , invariante par rotation,
est n 1
4 2

1 T C
n n-2 Nn-2 VA z) + n-2 J'n--.2 (/X r)
ot 2 E 2 2
2 1T r r
est une constente arbitraire 3 n enticr > 1.

(31) B(x) =

A
n
2

ou C



