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Exposé n® 5

L'ESPACE L%P) ASSOCIE A UNE FAMILLE DE MESURES (1 £p< ®)
Soit (M) = 5, My 3 ch e famille filtrante de mesures sur le
méme espace localement compact X . A toute fonction numérique, asso-

cions les quantités

e, (8 = [[X1EGIP apr, (0 VP

Soit f (f") I adh;rence de ” C(X) dans l'espace vectoriel des fonec-
tions vérifiant Np’ Y (f) < 0 pour tout o , muni des semi-normes
Np,,ud Pour que f ,"‘cf( ) il faut et(:il suffit que f cl? ()
pour chaque s . On a donc OC(P) =qen LP f”&) (/“) sera

le quotient dec,[ P par le sous-espace fermé des f{ vérifiant
P»/" (f) = 0 pour tout & c'est-a-dire nulles (M - presaue -
partout (on dira (M) - presque - partout pour (/J,,, -presque-partout

pour tout o )(1

: - . I
L(,U) est _complet si la femille ()(é()oL ca ot dénombrable,

I() ) est alors un Fréchet.
On pourra définir de la méme fagon LY (E) (E étant un E.V.T.
G ( ) ’
localement convexe) et son compldté (E) . On a alors les
(,u)

résultats suivants ¢

) N
THEOREME - Soit X et Y deux edpaces localement compacts, (/u) et
(v) deux familles de mesures sur X et Y, (/Ax V) la famille des

mesures produits /u ® ¥ (L sur X xY . On a les isomorphismes sui-
vants ¢

/ 0 W)~ 1y ) 1,0
THEOR}\BME - ( ) OE = L(f“‘) (E) . En_particulier (avec les notations
du théordme précédent) :

(/»>®L<v> = L(;A xV)

THEOREME Pour tout espace localement convexe V géparé complet, il

(1)

- Remarquer que l'on n'a pas P\ = A A ce dernier terme
(p) "tes ()
n'ayant pas de sens,



-2 -

existe un egpace localement compact X et une famille (p) de me-~

sures sur X tels que V soit isomorphe & un guotient de L:(LH)
Démonstration - Soit I 1'ensemble [{ O} dans V , muni de la topo-

logie discréte (donc localement compacte) et i — X, l'application

identique de I dans E . Sur I une mesure est déterminée par la
donnée de la masse )u(i) » 0 de chaque point. Soit alors {p{x}

une famille filtrante de semi-normes définissant la topologie de V
et soit (/U) la famille de mesures définies par My (1) = px(x ) .

La famille (}A) e.;t flltrante et la réunion des supports des mesures
(//) est I pmsf’ue\’{/ut x £0 1l existe X tel que F (x) £0 .

Considérons 1'espace 1} (I) , espace des fonctlons Aesdi» (i),
telles que ZU\ (i)\ M (1) = z I () Ox (x ) < ® pour tout X .
Soit d'autre part T> l'appllcatlon lindaire A --> Z)«(l) X .

Cette appllca'blon est bien dé flnle} car toutes les SGI‘%GS
P, [ (i) X, ]- $ IN () Py (x ) sont sommables, autrement

i

dit la série Z A (i) xi est absolument sommable, donc sommable
i

puisque V est complet, On & alors :

A, TS est continue. Tris exactement pour tout X , on a
Py (@))€ 2 I W, (1) =1y, )
B. T est épijective. Il suffit de montret que tout x #Z 0 est

1l'image d'un A . Or soit i tel que X, ¥ X et AN tel que
Mi) = +1 et N(j) =0 pour jZi.One o\ =x.

Ce TO est un épimorphisme. Il suffit de montrer que l'image de la
semi-boule Z PYE] /ud(i) <1 de l% ) (I) est la semi=boule
P (x) < 1(12 c est-a—-dlre que tout x avec p, (x) <1 est 1l'img-
ge d'un A € l(P) (I) tel que N, b () < 1. Ceci découle de la

construction faite en B,

REMARQUE ~ Pour tout x € V s ona p, (x) =inf M, 151 (A\) , pour

""()\) = x . Donec Py est la semi-norme quotient de la semi-norme
5}"3{

(1)_ Rappelons que la famille ‘() est filtrante. Les semi-boules
forment done un systéme fondamental de voisinages.

« En particulier,si V est un Benach, c'est un quotient d'un
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~space L1 par rapport & une famille réduite & une mesure /u uni-
que et la norme de V est la norme quoticnt.

_I_‘HéORfEME -S81 E et F sont des Fréchet, tout ué& E@F admet _une
©

représentation de la forme u = S A %X ®y. avec x => 0 (dans

—S—me= gy nn n n _—=

-
n=

Si l'on se dbnne 2_semi-normes Py et 9y sur E et F, et

€ > 0, on peut choisir les suites ixnz ot {(yn} telles que
Polx) €1, qyly ) =1 et
S P By v
Si u reste su?::tlm compact de E 35’ on peut laisser fines les
suites {Xn} &t {yn} et {L/\n} parcourt un compact de 1,

Démonstration.

E), y,~>0 dang F et 91\)n\<oo..

A, Notations -
Soit gpd} (resp. gq{;g) une famille filtrante de semi-norpes

sur E (resp. F). Pour tout y = (%,(3) , nous écrirons desormais
pd, et ch au lieu de p, et q/g o La famille de semi-normes
% p, ®aq 2 constitue une famille filtrante de semi-normes sur

3 Xy¥e -
E&F , définissant la topologie de E@F , Soit I = E{o} dans

J =£ O} dans F (munis de la topologie discréte) et K=IxJ,
i=- X, et j= yj les applications canoniques de I dans E et
de J dans F . Nous appellerons k un élément (i , j) de K ,
donc k =» x et k= ¥ les applicetions canoniques k ~> X, et
k = yy o A tout ¥ € U correspond une mesure My sur I aéfinie
par /"45 (1) = Py (xi) . Une mesure \)K sur J définie par
VK(j) =q_ (y.) et une mesure PX :)ué, X VX sur X
(Fx(k) =/A¢’(xk) Vy (yk)). Désignons per (M) , (V) , (p) , les
familles de mesures (MX) 5 (VX) , ({JX) j soit ©7 1'application
de 1%}» (I) sur E définic par
w, (W) =2 A (5)
15 ; i€I ot

et T5, 1l'application de l(v) (J) sur F définie par

—

2 2 .
Ty (N?)) = ZC_ A2 () V5
j&J
Construisons 1'espace l%f’) (K) . C'est un espace de Fréchet qui
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s'identifie & 1%/u) (1) & 1%” (3) . De plus

(produit tensoriel des semi-normes),

=N N
£ = N Bl

Soit alors Y 1'application lindaire de l(P) (K) dans E®F

définie par
PN =Z A )x ©F
ke K k
Cette appllcatlon est bien définie,car pour tout Y& 5 , On a
> A > -
_ N w e @ay Gy 2w kZéK\ NG by (x) ay () =
Z Mrl p_ (k) < o
Kek P
et dans E 03 F qui est complet toute série absolument sommable est

1l

n

sommable, Pour u =‘f(}) , on a

(py R q,) (W< < 2= "N p y (5 a9, () <7 ?x()\)

done “P est continue, kek

B. Y=t @@
Il suﬁlt de vérificr que la restriction de P 2 l( ) (1) ® O
(J) est identique 2 wl ®TY , c'est-a-dire que

LPO\(l) &® >\(2)) —?“1 )\(1) @ng(z) s ce qui est trivial car
\P(/\(l) 2)) > @ (1))\(2) (3) = ®Y,

kekK
(AW m ez W) (5) 7;)
iel jJEeJ

(en vertu de la continuité de 1'application canonique de E x F dans

E®F)
SN BNON

C. ¥ est_un épimorphisme
In efet 'CI;Tl et ‘632
étant des Fréchet 05 7“'552

D. Pour Pour tout u CEOF tout Y€ [ et tout ¢ > 0, il existe

)\ e (F) (K) tel que
(o @ ay) (W) > Wy (\) -€

sont des épimorphismes et E et F

est un épimorphisme.

En effet p X (resp. qx) n'est autre que la semi-norme quotient



dans l'enveloppe équilibrée fermée du produit_tensoriel de deux_compacts.

e v i s — ot

Application, - Soit G un E.V.T. complet. L'isomorphisme de B(E,F ; G)
sur L(EIéSF‘, G) est un isomorphisme topologique si l'on met sur B(E,F ; G)
la topologie de la convergence uniiorme sur les produits de compacts, et sur
L(E)é5£‘, G) la topologie de la convergence compacte.

La propriété n'est plus vraie en général si on remplace "compact" par
"borné" ., Elle reste cependant vraie si E et F sont des Banach,car la boule
unité ouverte de Eig F est alors 1'enveloppe équilibrée convexe du produit des

deux boules uniiés ouvertes de T et F .,




