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A
L'ESPACE L~ R E (suite et fin)

1 - Le théoréme de Dunford-Pettis.
Soit. {B° l'espace de Banach des fonctions scalaires bornées sur

un ensemhle quelcongue X , muni de la norme ufu @ao = (u}% \f (x)‘
Soit dtautre part ?6 une famille de parties de X , appel}e'{es
"négligeables", telle que toute partie contenue dans une partie négli-
geable soit négligeable et que toute réunion dénombrable de parties
négligeables soit ndgligeable. Une propriété de points x de X sera
dite wrifiée ~ presque partout si elle est vérifiée pour tous les
points x du complémentaire d'un ensemble négligeable. Les fonctions
de (B% qui sont nulles )K,— presque partout forment un sous—espace
~ vectoriel ; appelons B“° le quotient de @)w par ce sous-espace,
Un élément de B ™ est une classe de fonctions équivalentes de
(%w , 2 fonctions évant dquivalentes si elles sont égales ~presque
partout,
Il existe sur B®® une norme quotient ; pour f' & = B ,Uf'” po©
est le plus petit nombre M > 0 tel que sf (x)‘ <M 3{ ~ presque
partout.

Lemme de Dunford-Pettis.

Si V est un sous-espace vectoriel séparable de B®?, il existe
au dessus de V un relévement L.néaire isométrique dans @oo.

Cela signifie qu'il existe une application linfaire o
de V dans &00 telle que, pour toute classe f' € V,on ait

[ e
V étant séparable, il existe dans V un ensemble dénombrable dense ;

les combimaisons lindaires finiecs & coefficients rationnels des éléments

[o— (£9)) =5, ot “0— (f')“@ooz

de cet ensemble forment alors un Q -sous—espace vectoriel

Vl de V dénombrable et dense ( Q = corps des rationnels complexes).
Soit c—y um relévement Q - linfaire quelconque de V1 dans @5 o= (on en
trouve un en relevant n'importe comment une Q - bagse algébrique de V 19
et les autres points de V, par Q - lindarité), Pour tout f' € Vs

on a !c-l (£') (x) % é ”f' “ B o 36 ~presque partout ; cette inéga-

1ité est donc wérifide pour les points x qui n'appartienment pas & un



P

ensemble négligeable N € % La réunion (dénombrable) de ces en-
sembles Nf. est un ensemble négligeable N ¢ 2‘6 . Soit alors S
le relévement défini au dessus de V, par o, (£*) (x) = G‘l(f')(x)
pour x ¢ N, cr~2(f') (x) =0 pour x € N, Alors 0, est un reld-
vement Q - lindaire isométrique de vV, dans (At Alors, {3 étant
complet s, se prolonge par continuité en une appllcatlon o— de V dans
©%, qui est un reldvement C — lindaire isométrique répondant & la

question,

Nous appliquerons ce lemme au cas oi V est un sous—espace
vectoriel de L @ B “F défini par une mesure dx sur l'espace Llocale-
ment compact X , :}C étant. la farille des ensembles localement de mesure
nulle, Alors le relevernent de V est da.ns L5 1 c=,

DEFINITION D'UNE APPLICATION LINEAIRE CONTINUE DE _E DANS L°<
PAR DES FONCTIONS BORNEES SCALAIREMENT MESURABLES A VALEURS DANS E!,

Soit ‘G une fonction x-.;,G (x) définie sur X 4 valeurs

dans le dual E' d'un espace de Banach . E , Pour tout \e € E , on définit
une fonction scalaire notée <\G<_; ?} : x-—a<§*(x),_g > .8t A
est un espace vectoriel de fonctions scalaires sur X (espace des fonc-

tions continues, des fonctions différentiables si X est une variété
differentlable, des fonctions mesurables, espaces‘i p’ etc ...), on
dit que G appar&enj} scalairement & _/\ si, pour tout -2 §. E, la fone-
tion scaleire (G, € ) appartient 2 A ; alors e ..>,\/G , © > aéfi-
nit une application lindaire de E dans A . '

Toute fonetion \‘(3‘, scalairement mesurable et bornée en norme
par un nombre M > 0 ( [fé‘ (x.)“ - < M pour tout x & X) définit alors

une application linéaire u eontinue de E dons L ©© s & savoir

:~.>( <<d': ?> Y . Ona i(?(x),?) { ”.._ ” , done “ u“
Pour que 2 fonctions Gl’ G2 s définissent la méme application u de
dans L, il faut et il suffit qu'elles soient scalairement locale-
ment presque partout égales, c'est-a-dire que leur différence soit
scalairement localement presque partout nulle (ce qui ne signifie pas
que Gl = G‘2 localement presque partout).
La réciproque est le théoréme de Dunford-Pettis s

THEOREME 1 - (Dunford-Pettis).
Toute application linéaire continue _u d'un espace de_ Banach cesparable

E dans L°° pcut &tre définie par &_ ( e G ’ ?) ), ol G est une

fonction définie sur(_* X & valeurs dans E' scalairement mesurable, et
2. i |
vérifiant SUPy “ G (x) ”E’ = “ u ”
Comme E est séparable”;, u (E) est en effet un sous—espace vectoriel
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séparable de L°?; il existe donc un reldvement lindaire isométrique
o ~~ A%l

o~ de u (E) dans 37" Soit_?u = O"Iu,“?i’q\: Hu“ + Pour chaque

T EE,et x €X, posons T (e) (x) g, (x)s Pour e fixé, g  doit

appartenir a o@w; pour x fixdé, e_..>g (x) est une forme linéaire

sur E , continuec et méme wrificnt l g (x)| < Hfl\;“ “ \ ; done il
AR

existe un élément QE(}C) de E' tel que g (x) = <G (x),
La fonction <—CT deflnle su; X , & valeurs dans E!', est scdmrement
mesurable (puisque < G e > = g \f ) ,‘—verlfle “ G(x)‘ 2 & “ u\\,

et deflnrb proc:Lsement u puisque U (8) = { G, e > donc

u(e) (<G e/) . Onavuqutalors H ‘( S\épx C(x)“ Bt 3

donc on a Sy “ G (x) ” m = “u‘
REMARQUE. Si X = Rn, dx = mesure de Lebesgue, on montre que 1'hypo-

thése de séparabilité sur E n'est pas ndcessaire.

A . . 1 . . "
2 - Formes bilinéaires continues sur L x E et formes limdaires conti-

nues sur L (E) .
Le théoréme de Dunford-Pettis a 2 autres énoncés équivalents :

1°) Toute application lindaire continue v _de L' doms EB' est définie

T
& partir d'une fonction G , par la formule :

v (f) = fég(x) f(x) dx, avec S‘él_)X ”?(x) !{E’ = ” WH .

t

(L'intégrale dtant ici une 1ntcgrale falble :

<v(f), e 3 :j < ¢ (x), ¢ > fx) dx )
2°) Toute forme bilindaire continue B sur le E est définie & partir

<
d'une fonction G, par la formule : x
B (£ ,78) = J (5, 0> t(x) ax, £ € £*

Congidérons maintenant une forme lindaire continue L sur L (E).

Elle définit évidemment une forme bilinéaire continue B sur le E
par la formule
B(£,9) =L (£ &), cr £ = €Ll (m).
De plus ” B” S ”L H . B guffit & déterminer L car L est conmue
4 partir de B sur le sous-espace dense L1®E de L (E).
Réciproquement :
THEOREME 2 - Toute forme bilindaire continue B sur 1! x E ’
E espace de Bunach séparable, est définié & partir d'une forme liné-
aire continue L sur Lo (E), ot ” LH :” BH .
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L'application L —B définit donc une isométrie de 1'espace des for-
mes lindaires continues sur L (E) ,sur l'espace des formes biliné-

aires continues sur L x E.

Soit en effet B une forme bilinéaire continue sur Ll x E. Elle
peut-&tre définie & partir d'une fonction <EI s scalairement mesurable
sur X 2 v'aleurs dans E' , telle que “ G (%) “ o < ” B “ Posons
pour f E L (11)

— “ ~5 > —>
L(£*) = f < G(x), £f(x) > dx, £ € £ .
Montrons d'abord que cette 1ntegrale a un scns, c'est-a-dire que la
fonetion scalalre { G f ~ est intégrable,

Puisque f € L (E), il emste, & > 0 étant donné, une fonction de la
forme ; £ € e , \)C f ,”e) & E, telle que

»
S T2 - Z;,f(x)-g | R

B E @, R0 - T, D m T | pege |l

— >
Mais la fonctlon ( G, Z f) >:: F\S <G, e\)> i‘_) est dans bﬁl,
N )
puisque < G £m 3) G cf,i 5 alors,d?-pras la définition
de u@ 1, cela prouvc que
iy £ 1 f
{G, £ €& X\G(x:),f(x)> dxaunsens.

Cette integrale est 1ndependante du ch01x du représentant f de f
car si f = 0, et si donc f est presque partout nulle, on a

lf <o, T > dxf <le| M =0 ;
_ cecl prouve cn méme temps, pour f° quelconque, que f' >L (f ) est
une forme linéaire com':lnue de norme \ B sur L (E). Enfin, pour
f’-f E; £° < h,c&E on a bien

L(f°)) f (G(x),e/f(x)dx
(f € ), ouL(fe ) =B (£, g ), ce qui prouve que L defn.na.t B.
Corme on a alors & la fois “ B“ H Lu et “LH < “ B“ s On a

H L “ “ B/l , cqfd.

PaN
3- Le produit tensor;‘.el ! X E, E espace de Banach,

THEOREME 3 - Si_E_ st un espacc de Banach, L' &E ot L' (E) somt

isométriques.
Il suffit de monmtrer que sur Ll ®E, la norme temsorielle T{ et

la norme induite par ! (E) sont les mémes ; car onm sait que Ll(E)
est complet et que it &®E est dense dans rl (E).
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Soit d'abord E séparable. Les formes bilinfaires continues sur
L1 x E sont en correspondance biunivogue, avec conservation des normes,
avec les formes linéaires continues sur Ll(E), donc aussi avec les
formes linéaires continues sur IH'QQE muni dc lz nowmc induite par
Ll(E), puisquc Ll ®E est dense dans Ll(E); or 1a norme T sur L1®E
est la scule & posséder cette propriété, donc la norme induite par
Ll(E)' est bien la norme | . N

Soit maintenant E queleonque. Si £ éjl ® B, il existe un sous—
espace F de dimension finie de E tel que £ ¢ L'@F. sppelons Tlg

la norme tensorielle projective sur L1®E, T(F sur L]'@F ; on sait
que TIF. 2 7TE’ On a

= = = el :
It ”ﬂE Z ”f ” Li(e) © H £ “ L (F) '“'” £ EiﬂF Z“f H]Tm
done toutes ces quantités sonpﬁfgalos, cn particulier :

”f”'TE = |1 i) »  cqfd.

Les corollaires qui suivent sont au moins aussi importants que
les théordmes qui préeddent ; ils sont valables sans hypothése de
séparabilité.

COROLLATRE 1 ~ (généralisant le théordme 2)

Si E et G sont des cspaces de Bamach quelconques, & toute
application linéaire continue L de LI(E) dans G ecorrespond une appli-
cation bilinéaire continue B de L1 x E dans G définie par

B(£,R) =L (£23). .
Ltapplication L B est une isométrie de 1l'espace des applications
linéaires continucs de Ll(E) dans G sur l'espace des applications

bilindoires continues de L' x E dens G
'COROLLAIRE 2 ~ Si F est un sous-espace de E; la norme induite par
(L1®E)ﬂ_‘, sur L' @F est (L1®F),.’T .
] L

COROLLATRE 3 - Si F est un sougs—espace de E, toute forme biliné-

. . 1 . . s - . R
aire continue sur L~ x F est la restriction d'une forme bilindaire conti-

1 n
x E, de méme norme,

nue sur L
En effet, cette forme hilinéaire provient d'unc forme lindaire
eontinue de méme norme sur Ll(F), donec d'aprés Hahn-Banach se prolonge
en une forme linéaire continue de méme norme sur Ll(E) et par consé-

quent provient d'une formec bilinéaire continue de méme norme sur

L1 x B,
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COROLLAIRE 4 - Si _F egt un_sous—espace de B , toute application
linéaire continue de _F _dans ch;est la restriction d'une application

e ST e e e ae ——a

linéaire continue de E _dans “Lﬁf?, de méme norme.

En effet, les applications lindaires continues de E (resp. F)
dans L“° sont en correspondance biunivoque et isométrique avec les
formes bilinéaires continucs sur Ll x E (resp. L1 x F),

COROLLAIRE 5 -~ Soicnt X, Y. 2 espaces localement compacts, munis

de mesures > 0, dx, dy. Si >\ est unc_application linéaire continue

1
de L
catlon linéaire }\ ct_une seule, continue, de L (E) dans .l (E) ,

telle gue, pour f° & LIL s e € E, on ait it /{ (f"’) A (£) 7T de

plus H)(H-”/\ “ , si E# {O} . P

En effet, l'unicité étant évidente o priori puisque ;{ s 81 elle

dans L; , et si FE _est un espace de Banach il existe une appli-

existe, est connue sur LI'QQE dense dans LI(E), l'existence résulte
de ce que l'application A\ I de Li@E dans L;(/@\E répond & la
question,
4 - LES ESPACES Lp (Lp)
Avec les notatlons c1~dessus, L (Lp) est l'espace Lp (E),
correspondant 3 E=1rP . Nous supposons 101 p fini.
THEOREME 4 -~ Les espaces Lp (Lp), Lp (Lp) P

(x,3)
sont_cononiguenment 1sometr1ques. Pour

A\
p=1,1L (x v) = Qiﬁ@L; s et l'espace des formes

1 1 . . . N
LX X Ly est canoniquement isométrique &

bilin-€aires continues sur

o
L X,y) . Nous appelons L( ) 1'espace P correspondant & lo mesure
’
produit dx dy sur ZAxY.
Soit f wune fonction continue & support compact sur XxY¥. Il

F]

lui correspond une fonction continue sur X & valeurs dans ¢i: s & sup-

b
N p v
port compact, donc par passage au quotient & veleurs dans L: . Cette
fonetion cppartient 3 of © (L:];), done sa classe & LY (L§). Soit £

cctte classe., On a @

Cp [0 = _,
”f” Lp(Lp)= "/X dx | (J tf(x,y)l? dy} Pip} p_ “f“ -
Xy -

Xsy)

d'aprds le théortme dc Fubini pour les fonctions continues.
.
Done f.sf"' est une isométrie d'un sous—espace dense de QL_ %x y) &
5
un sous~espace de l'espace complet Li (L§). Elle définit, par passage

au quotient et prolongement par continuité, une isométrie de 8

. (x,¥)
sur un sous-espace fermé de Lg (L§) .



Pour voir que c 'est une isométrie gur Lp ? ); il suffit de remarquer
cus dans l'inage de L5 (x,7) figuren'b ’ouus les éléments d'un ensemble

dense dans Lp (Lp ), & savoir ceux de Lp QLP Alors l'espace des formes

bilinbaires coutinues sum Ll N I; . nui eqt isomet'cique & l'espace des

formes lindeires continues sur 1ULY = Lx (L;) = L(x,y) , est lsomé-
pos O

trique & T 5y

COROLLAIRE. Le théoréme de Dunford-Pettie est vrai sans condition
de séparabilité si E est ua espace Ll cu un sous-espace d'un espace L_l‘.
REMARQUE ~ 1°) L’analyse donne des contre-exemples classiques &
la dernidre partie du théoréme 4 pour p # 1 . Considérons par exemple
1'intégrale de Fourier ”
(g,h) — [ exp (- 2171 xy) glx) hiy) ax &y

7 KxY
Elle définit une forme bilindaire continue sur Li X L; ; oependant
exp (- 21 T[ xy) ¢& L}Z{ y» 5t X=Y=R. Cela prouve que
/ ?

2 2 2 ;.2 .
L x®Ly # LX (Ly) , donc que si E est de dimension finle, la norme pre

.Jective sur L2®E = Lz(E) , équivalente & la horme de L2(E) y @8t strie-
tement plus grande.

2°) Pdur p et g finis différents, on démontre aisément gque
P (0 a P N
L (Ly) et Ly (Lx) sont_isométrigues.
i . V. /
5 - CAS OU E N'EST PLUS NORME, MATS LOCALEMENT_CONVEXE SEPARE

Soit (q ) une famille de semi-normes définissant la topologle de

M

E. J? p(E) sera l'espace des fonctions f définies sur X s & valeurs
dans E , pour lesquelles chague intégrale

rf (q ( f(\c))) P d;J B _ E—? est finie, et qui
WX p’qi ’
sont adhérentes, pour la topologie définie par la famille des semi-
normes N_. s & l'espace des fonctlons continues & support compact .
? (g) est fe quotient de L P() par le sous—espace des f pour les—
quelles chaque N (f) est nulle (ce qui ne prouve pas que T soit
presque partout nulle, sl le systéme des s n'est pas dénombrable).

Si E est un Fréchet, LPE est un Fréchet., Mais si E est non métrisable,
(E) peut n'étre pas complet méme si E est complet; son complété
(Lp(E))"" comprendra des éléments non représentables comme classes de
fonctions.
POV 1. 1 A\
THEOREME 5 - L™ (XE =2 (- (8)).

I1 suffit pour cela de voir que la topologie (L1®E) est la topolo-

.
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gie induite sur L1 &XE par Ll(E) . Or, avec les notations ci-dessus,
si E est 1'espace normé (séparé) associé & E muni de la topolo-
gie définie par la seule semi-norme q s la topologie induite par
Ll(E) est la moins fine pour laquelle toutes les applications de

L1®E dans les Ll(Eq ) soient continues, la topologie (L]'@E),.
i
est la moins flne pour laquelle chacune des applications de L @E

dans les (L &E )... soient continuesj or nous avons vu, E

y'm %
’ . s s . 1
étant normé, que (L @Eq )7T est la topologic induite par L*(E_ ) .
i

Y
COROLLATRE - Les _corollaires du théoréme 3 _sont valables pour

E_quelconque, & condition de_supprimer les considérations relatives

aux normes.
EXEMPLE - Soit I wun ensemble, prenons X = I , et dx = mesure
discréte formée de la masse + 1 en chaque point i de I .
L'espace Ll(E) est elors l'espace des familles (x. )1 el daré1é-
ments de E , telles que, pour chaque semi-norme q sur E,
.2;:% q(xi) < + oa. Cl'est ce qu'on pourra appeler l'espaca des
i€
familles absolument sommables, si E est complet. Dans ce cas,
LY(E) est complet ot identique & LI@E . st T=n, 1! est noté

1

P
1, Ll(E) = Ll @E sera noté ll(E) = 11®E .




