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Exposé n° 20

DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES

- S .

Dans cet cxposé, E désignera un 6S9¢ vectoricl localement convexe complet.

?
Le probléme est d'associcr & tout espace de distributions 5’& un espace de dis-

tributions H (E) & valcurs dens L

fu- Définition do () ™(E).
On posera (N ™(z)= 3 (W™E) et en particulier (' (8) =L (M ,E) unc dis~

tribution & veleurs dons E est une application linéaire continue de dJ dens

E . Elle est cd'ordre ¢ m 2 8i ¢lle se prolonge en une epplication continue de
@™ dens B ’ clest-d-dire si clle est continue pour la topologie induite sur
@D par " . ‘

On munira Gym(E) dtune & —topologie, définic par une famille de parties
bornées de 00 ™ . Nous prendrons pour & les perties compactes de OV et
poserons donc @’Cm(E)’«\J 20(@m,E) (Pour m =0 , cette topologie coincide avec

la topologic dc la convergence uniforme sur les parties borndes de 0 )

PROPOSITION.~ One les isomorphismes algébriqucs ¢t topologiques ¢

W imw L(0%n~ L, @, 0N O "3, =
Démonstration.~ Le premier isomorphisme est unc définition. Le deuxiéme est un
isomorphisme universel obtenu par transposition. Le troisidme ddcoule du fait
que (D;m posséde la propriété d'approximation (et éeci, par transpesition,

Parce que Oam‘ la posséde, et que ic(@m; @m)r\"’/ ia (@;m,@;m)f\\i EC(CD;’“;
G}’Cm), voir page 4 '

2.~ Différentes définitions de GC,(E)

) .
"’3{ est un espace de distributions qui pourra ou non 8tre le dual d'un

espace K.
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A) .- Définitions naturclles.

Premior oxemplc : ‘!’(E) . On peut définir le support d'une distribution

€ @’(E) et pér suite les distributions & valeurs dans E , & support compact.

Pour définir unc topologie sur &)m(E) on poscra
) )
& ™z) - LKJ&E(E) |

< m, a support dans X ) sera muni

~

'Km(E) (espace des distributions d'ordre

' s s : rm s oA PN &t . a'm
de la topologic induite par O "(E) lui-méme meni d'une ~topologie et (E)
de la topologic limitc inductive des précédentes. (Rappelons que si m = oo ,

on peut remplacer la convergence compacte par le eonvergence bornde).

Deuxiéme oxemple LP(E) cst l'espace des fonctions & valeurs dans E de

puissance p-iémec absolument sommable.

B)u- Cas ot K’ ost lo dual d'un espace M .

On pourra clors poser ¢’ (E) = £ (H,E) . A toute @—topologie sur ¥’
(topologic de la convergence uniforme s:ur un enscmble de partics de f}ﬁ) s COI—
respondra unc topologic analogue suf H (E) « En particulier a la'topologie
forte de f)‘C’, corrcspondra le topologic de la convergence uniforme sur les par—.
ties bornses de . ,.

~J
2 P/
C).- Espace dos distributions scalairement dens St ou O (®) .

A tout e'€ E' faisons correspondre la distribution scalaire Te' =

—
<T, e'> définie (pour (pe (® ) per

- —
Te'(LP) = <T((‘P) s e >

(L'appiication @i ——y T est la transposée de l'application (f?__-). T(k,O) )e

?
Une distribution T , & saleurs dens E 4 sera dite fg‘oalairement dans H’ si
Ty € K’ pour tout e'e E' . Autrement dit T e H’(E) =i To1 € F’ pour
tput e'e E' , c'est-d-dire si l'application o' — Te' continue de E'C
dans ®’ zpplique B! _dans H’ (sans condition de continuité).

On pourra munir "T}C/ (E) de la topologie de le convergence uniforme de ’I‘e;
sur les parties équicontinucs de E' , si cette topologic cst compatible avec la

structure d'espace vectoriel, c'est-a-dire si la condition suivante est satisfaite:

(£ ) Ltimage par l'epplication o' —b T,

, de toute partie équicontinue de

E' est une partic bornée de Z‘C'.
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D).— On peut préeciscr la définition précédente cn nc considérant que les dis-
tributions T tclles que l'applicaticn o' — T , (contirue de E! daus @D’
applique continfiment E' d:’ns J{ c 'est-a-dire cons1derer l'espace -f, (B‘ 3{)
On a alors £ (E' SC)C 3"f (E) et si la condition (€ )Nest satlsfaltc la
topologic de .[, (.u A 3( ) est la topologic induite par HK'(E)

0 1

3o THﬁORﬁIfE Tom Soit f‘@: un espace de distribution dual d'un espace B,

et muni de la topologic de le convergecnce compacte. On supposc D c K i s

les immersions étant continues, ot J0 étant dense dans ¥ . On suppose que )

induit sur 00 unc topologiec bornologigue (cc qui sera réalisé en particulicr si

H ost me’crlsnblo)( e)t enfin que H ala _pI'OPI‘l:.?_E?_ d'approximation.

On a alors lecs isomorphismes algébriques et topologiques suivents s
~J
)
K@ L%, L, @, )~ K, -

. ,
Exemples : 3= Z,;m ’ 5/,@'+, LS (1P dual de Lp') (p £1), LP c’®

Démonstration.-

~

a) On a a priori ‘3{"(E)3 -ZC((’J{,E) . On doit montrer que si l'application
e'—> T, applique E' dans 3', 1'epplication (f — () de 00 dens E
est continue, si on munit 09 de 1a topologic induite par K . Cette topologie
étant bornologique il suffit de¢ montrer gue 1'applivation ¥ — T(CP) applique
tout borané de. @ dans un borné de E c'cst-a-dirc que (d'aprés Mackey, identitd
des partics borhées et faiblement borndes dans E ) , pour tout e'é€ B! (fi=:),
<?(C?), \T;‘ > restc borné lorsque (P parcourt un ensemble de 00 , borné pour
la topologie induitc par 5‘[ « Or on a

-—> £
< T((P) 9 e'> = Tev(QP)
w3
Comme Te' € ﬁ{: s la propridté est vérifide.
D'autre part T —> 0 dans i’c(ﬂ{ » E) , si T(Q) —> 0 dans E unifor-
mémgnt gquand “f percourt un compact de H et e' une partie équicontinue de
E' . Comme < T(¢) , e'> = Te,(ﬁP) » ceci cxprime que T , —> O dans '3((: )

uniformement si e‘ parcourt une partic équicontinuc de E' , c'est-a-dire gue
T >0 dons K’ (E)

b) Le deuxidmc isomorphisme est univorsel (transposition).

. Y 3 . ! . ) “
c) Le troisiéme isomorphisme est universel du moment que ‘}CC posséde 1la

(1)

.. . ? .
- ce qui implique que if{j soit cemplet.
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) ’ ‘ L.
propriété d'approximation c'est-a-direc si dans 'Sc(g{c R 3{0) , ltidentité cst

approchable par decs applications linéaires de rang fini.

Comme (0 s muni de la topologie induite par JC est bornologique; toute par-
tic compacte de S,C(f){,ﬁ'ﬁ) s équicontinue sur tout compact de J‘C d'apres
Ascoli, est égquicontinue sur 09 muni de la topologie induite par H, donc sur

Ap? = ) 1 3 ’ ’o ! °
AN . Alors _20(3{’0;}8:3) = ié (3{0;3{0) . Commc enfin -5,5 (f}(cyfkpc)&‘/ -Zo(fj{,
K ) parctransposition, la prop:iété d'approximation pour f}f’c est équivalente

- s, -~ o
4 la m@me propridété pour K .

) h . ' 3 3
4o THE,,OREB.'-HE“ IIe—~ Soit K un espace do distributions (ﬁf'c: 03, 1'injection

58‘_903’ éfar_xj_i'c_:gntinue) complet semi—Moy_tel(?) (non nécessairement dual d'un

espace 5 ) , ayent la propriété d'approximation ct tel qu'il existe des appli-~

. . 15 . 41!
cations continucs AGi de H’ dens des espaces 3(1 s prolongeablesen des

. ! )
applications coatinucs de A Qﬁg@, de telle sorte que

a./ K 2it ls topologie limite projective définie par les applications 9]._

(gl s s e P
b/ Les espaces in vérifient la condition (€ ) .
Alors on a les isomorphismes elgébrigues ot topologiques suivants s

%’(E)B <, (Eév , MY 35'&58 B

Exemples ¢ S'(I') (théorie de le transformation de Laplace) (les applications
ei sont les zpplications T —> e_g X1 de 5/(J") dans 5)) .

6/0 (les applications Bi sont les applications T — QT dc G}c
!’
dans @ s Q polynfmes)

. . ) ) .
Reppelonz que 5 (f') oh (50 sont nucléaircs, donc semi-Montel, et ont

la propriété d'approximetion.

Démonstration.

) . :
Soit Te D (B) . Définissons eiT«E @)(E) par ( BiT)e' = gi(Te‘) pour
tout e' € E' . Le 2° membre &tant continu par rapport & e'g Eé la formule
définit bien aiT comne <¢lément de 'ZE (Ec’ ,CD)) . Si Te jfi(E) on a alors

ei’l‘ € Ef\f;(E)

(1 s o
( )— C'est~d-dirc tcl que toute partie bornde formée soit compacte. L'espace est
un Montel si cn outrec il est tonnelé.
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NS
Montrons quc l'hypothése (& ) est vérifide par JC)(E) c'est-a-dire que
sl e' parcourt unc partic équicontinue de E! Te' reste borné. dens f{’.
Ceci résulte du f2it que pour tout i , 6i Te' = ( Gi T)e' reste bornée dans
ﬂ{'i(hypothésc (&) pour 'j{)i ) et de ce que la topologic de H'est limitc pro-

jective de ccllcs des 3{"1 .

L'application o' — Tc’ de E' dens X’ applique donc tout équicontinu
de E' dans un borné de K’ c'ost—a—dlre dans un rclativement compact et nous
devons montrer gu'cllc est continuc. Composons 1'applicnation e! -.—-'->Te, avec
1tidentité dens H'. sur tout compa ctv1 13{5_@;’ cette application identique step-
proche uniformement per une applice ationydc ra ng fini qu'on peut supposer &trc

la restriction 3 X' a'une application de rang fini dec ®' dans K (1). Par
suite l'application e! —y Te' est approchable uniformément sur tout équiconti-
nu de E' par lc produit de l'application e!-—> Te’ continuc de E'c dens
,@.: et d'unc application continue de rang fini de @’ dens K’ , c'est-a-dire
par unc application continue 'de 'E' drns H’'. Elle est donc adhérente a

‘zi (Eé ,"3'{') o Comme 'S’g (uc 9 3() est complet, cette application "ppﬂrtlent

3 S,E (B! , ') . On 2 donc bien ‘F{’,(E).\, £ ¢ (B! K'Yy .

Le deuxieme isomorphisme découle du fait que X' posséde la propriété d'ap-

proximation.

S5¢= Une application.

~o ‘ '
ona J'(E) = £ (3 ,E) . Unc distribution U & veleurs dens E est donc
tempérée si elle sc prolonge en une application linéaire continue de ,s dans
E , ou bien si pour tout e!' e E! s U & 5 Bn peut alors définir sa transfor-

mée de Fouricr J"J U) gui est une dlstrlbu‘clon temperdée, par

\

(1)801011: en effct deux espaces localement convo\}Ees%‘uI%e injection contlnuc de
G dans H . Unc application de rang fini u do G dans G définic par

2.<g 81 > & (gi€ G ’ gle G ') est approchable uniformément sur tout
compact par decs applicetions W de H dans G de rang fini de la forme
Uh =D e, hl>ag (hi € H') en approchant les g! par les h! uniformemecht
sur tout compasct de G . C'est possible parce que, G —» H é&tant injective,
sa transposée appligque H' -sur un sous—espace faiblement dense de G . Comme
&7, |

S
dans G’
c

. . » .
a2 pour dual G , un sous-espace faiblement dense de G~ est aussi dense



=B
F @ (¢) - 9(F)

ou bien par g(Ue;) = (EFU)e' pour tout o' € B! .,

Par exemple, soit U v une distribution & dcux variables. Si U_ _ €
’ , Xy nsformde 17 :
X(@' ) 3 scra dl‘t\, tumpc,rce en x 3 on peut définir sa tronsformse ge Fourier
J
< 5 ar rapport & ln veriable x.0n a 53 (CD'y) C a),'g (@;_):

’,?, (theoreme des noyoux BG’X Ux 5 est donc bien une distribution en
b

U\Auqﬁt&

y ¥ 5 ‘tempéréec en ¥

Remarquc.—- On pcut ceractériser les elements de S (G) ) dw la fagon sui-
vante ¢+ U ¢ ,S (CD ) dquivrut & U « W € D pour tou’c € avec 3
q ] ’

U‘(P=jUx,ny’(y ) &y

‘ _\- 3 ~ (3 -~ ° — 0 -~ 3 ~ "
| clest-a-dire ?:J.Sg:]). a : < Ux,y’ (P(y) N% (]—x) > esta croissance lente cn %
pour tous CP v et Ye GDX .
Supposons enfin Ux,y € S;c,y 5 alors Ux,ye 5’}{&) ,S; (1*inclusion
S’Jc,y C -g (S'X; 5;,) est evidente. La réciproque résulte de ce que 5 est un

Fréchet nuclédairc,:

£ (3 °5‘ ) est l'espace des formes bilindaires sur 5 X (5}, hypooon-
tinues relwtlvemen’c aux p?rtles bornpes, done contlnuos, 5 ot S étant des
Fréchets 35 c'est done le dual de 5 2 ,ij e S;y 5 nuclealre)

: )
5’ %,y ' © 'est donc ’\S/x,y ) , de sorto que Cf/X Ux,y est dans ,S/,g (,SI'y) 2

53'("5% 3 on peut alors celculer EF( )€ g’ ’D ,
, §

et l'on a

XY Xy Xy y XJY

parce guc ces 3 opéf: tions sont continucs sur 3;:@ S =,5)X et qu'elles
coincident sux S Q@ 5/ La trensformation de Fourier pe u‘b’donc se faire
par plusieurs tre aoformgtlons de¢ Fourier partlelles dans un ordre arbitrairc
On peut encore dire que 97 s considérée comme application linéaire continue

/ !
de 5 ® S S @SP , est le prodult tensoriel des applications
i

9‘/ (8 ——-—->/~5v§ ot F y-—>l3,




