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Exposé n° 14

GÉNÉRALITÉS SUR LES PROBLÈMES D’APPROXIMATION ET DE BIUNIVOCITÉ.

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire SCHWARTZ
Année 19~3/1954 3 mars 19 54

1.- Un théorème préliminaire. 
,~ Soient E y F deux espaces de Banach. Les espaces E@F/ (== F~)

et 4 sont en dualité (ceci est général) ~ en effet

Soit l’ensemble des tels que

[il est possible que J1 = {0} dans tous les cas ; noter que n’est

pas nécessairement L (F;E)1 . On a le ~

Théorème 1. - Le dual (E;F) (convergence uniforme sur les compacts
convexes de E ) est identique à E  F’/J1 .

Démonstration..

a) Soit u ~ E ~ F~ . Il faut montrer que u définit une forme linéaire conti-

nue sur ~ (E~F) . On va montrer plus~ à savoir ~

/ B ! ( u ~ E 0 F’ définit une forme linéaire continue sur Q. où

(2) Fc = espace F muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
. (~compacts convexes s de F~ fo.rt ..

~La topologie de F~ est moins fine que la topologie initiale de F"! .
/ 

c 

~
Or (Gf. exposé n° 5y théorème p. 3) u provient d’un élément de E 

A (resp. B ) disque compact de .E (resp. F’ ) .
Soit alors Y (A,B) le voisinage de zéro suivant dans c (E;Fc) s ensem-

ble des tels que .

(3) ~ 1 . 

On aura donc montré (2) si l’on montre s

(4) |v , u>| constante, pour 
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Or~na 3

En effe f v G L (£ ; Q ) défini t £ B (E , F ’ ) (pg,r v ( e , f t ) =  v ( e ) , f ’ > )En effet v ~ L (E;Fc) définit v £. B(EA ’ F B) (par v(e,ff) =  v(e) ,f’ >
- et la norme de  dans B (E , F ’ ) 1 , d ’ aprè s ( 3 ) - d ’ où ( 5 1’ et

donc (2) ..,

b) Reste à montrer ceci 1

(6) Tout élément de (L0(E;F))’ provint d’un élément de ( 6 ) To ut é 1 éme nt de ( Lc(E; F ) ) ’ provient d ’ an é 1 é ment àe E Ô F ’ / J , .

0n va montrer plus, à savoir s (6) est vrai pour é = Fréchet, F quel-

conque.

0n utilisera le i

-Lemme. - Soit P un espace vectoriel localement convexe complet, M un

espace topologique compact, f une application continue 1,i-pP , F (f(?à;)) =’

en velo pe convexe é uilibrée fermée àe f(Îiî) dans P , Alors F (f(Î,ài)) = ensem-

bie des centres de gravité y f(m) mesure de Radon sur ià ,

)j flLl( # 4 . 
, 

’

Ceci posé, soit donc X  (Lc(E;F)) 
f 

j il existe donc "1 = voisinage de .0

dans Lc (E j F) tel que 

c ’ 

.

Or W est du type suivant : il existe K compact de E 9 V voisinage

convexe cerclé fermé de 0 dans F tels que g 
.

Comparant avec (7) on en déduit ceci s

(8) X a&#x26; (K OB)oo = 0393 (K S>B) = enveloppe convexe équilibrée fermée :Le

dual algébrique de Lc(E;F) muni de sa topologie faible.

Appliquons le lemme avec s

M = K x B , topologie produit de la topologie de K et

de la topologie faible de B ~ est compact.

. La fonction f est l’application g



Conséquence : tout Y ~. ~ ~~T ~ B~ est a
n

Mais comme E = Fréchet (l’hypothèse " E Fréchet" intervient ici) il 

te une suite x. 2014~ 0 telle que .

(~0) K~.j (x.) = enveloppe convexe équilibrée fermée de la suite x. (Cf. ex-

posé n° 6, Cor. B, p. 4) .

- w

et denc tout Y  0393 (K ©B) peut être représenté pa.r une formule du t ype (9)

avec :  = mesure sur K0 x B = LJ ({xi} x B> , de norme   , donc:1 _ ;

donc

D’après (8) , X est du type (H) - et (6) . sera démontré si l’on montre
que la série (~) converge dans E 0 F’ - Or il y a plus:

(~) converge dans E 0F’ ~ A =~ (K~) . ’

et le théorème.

2.- Les propriétés d’approximation.

Théorème 2.- 
...

(I) E localement convexe sépare. Les propriétés suivantes,



portant sur E, sont équivalentes s

(A) ~ est adhèrent a E’ ~E dans = ~~(E) .
(A,) = j* (E) (adhérence de E’ @ E dans ~ (E))
(A ) Pour tout espace F localement convexe, E’~F = 

(A.) Pour F , = 

Pour tout F localement f(~= ~(F’~~E) = 

Quels que soient F localement convexe, ($ recouvrement filtrant crois-
. sant de F par des disques bornés, transforment toute partie de F

appartenant à @ en une partie relativement compacte de E , alors

(il) Si E est un espace, de Fréchet, les sont équivalen-

(A. bis) comme A. ? avec F Banach 
tes à :

(~ bis) comme ~- , avec F Banach et (~ = de F

5 - .) 
. 

/s

Remarque. Nous avons vu (exposé n~ 8~ prop. 5) que E 0~ F est un sous-

espace de L~(F’ ?E) si E et F sont complets ; A. exprime que c’est cet

espace lui-même.

Démonstration de (l) .

Trivialement

A4 entraîne Ã3. Appliquons en effet A à (F~) C F~
F muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts convexes de

F’ . Comme les parties équicontinues de F’ sont relativement compactes dans

F’ y F03B1 est plus fine que F , donc L (F . (F;E) . La topologie E est

. 

la typologie de la convergence uniforme sur les parties compactes convexes de F;

polaires des voisinages de 0 de A. implique que F’ ~ E soit dense

dans ~ donc a fortiori dans son sous-espace Q~(F~E) ~ ce qui est A~.
Il est évident que A5 implique en l’appliquant à F’c , @ étant 
ble des parties 

, 

équicontinues de F~ 
c 

j on sait en effet que u~ ~ (F’ c jE) ap-

plique toute partie équiccntinue de F’ sur une partie relativement compacte

de E.

Enfin on voit que A implique A~ . Soit en effet u ~ ~ Si les

v. sont des applications linéaires continues de rang fini de E dans E y



cenvergeant vers 1 sur tout compact de E (hyp. A) ~ les sont des

applications linéaires continues de rang fini de F dans E (donc ~ F’ @E )~

si alors l’image par u de toute partie de F appartenant à ~ est relative-

ment compacte, les V.oU convergent vers u. dans LS(F;E) , d’où A5 .

(A ) est resté en plan. Comme il implique (A) , il reste à montrer que

(A) implique (Aj . Or si ~(E~F) , et si les v; sont comme ci-dessus

les u o v. sont de rang fini et convergent vers u ce qui

achève la démonstration de (l) * 

. Démonstration de (II).

Il n’est pas mauvais dénoncer (A. bis) et (A~ bis) en 
. 

termes compréhen-

sibles de tout le monde : >

’ (A. bis) Toute application d’un F’ (F 3anach), dmis E , 

compacte, est limite our la norme) d’applications faiblement continues de rang

fini.

(A5 bis) Toute application compacte d’un Banach F dans E est limite (pour

la norme) d’applications continues de rang fini.

~) Les A impliquent bis et bis (E quelconque).

2°) A. bis implique bis (E quelconque).

Soit en effet u ~- compacte~ F Be.nach  Sa transposée u~ appli-

que F~ dans mais elle s’obtient en prolongeant u par continuité faible,

et comme l’image par u de la boule unité A de F est relativement compacte

dans E ~ l’image par u" de la boule unité A" de F" est contenue dans u(A)

et u" applique F" dans E . Appliquons alors (A~ bis) à u" s u" et a

fortiori u est limite uniforme sur li d’applications linéaires continues de.

rang fini, ce qui est (A~ bis). .

. 30) sous l’hypothèse E = Fréchet (ce qui achèver.l

démonstration du théorème).

On utilisera le

Lemme.- Si E = Fréchet, pour tout compact E , il existe un disque

compact K ~ K0 tel que K soit encore compact dans EK .
Démonstration du Lemme.

a) Il existe une suite x. -2014> 0 , avec 
1 ((x~)) .



b) Il existe une suite ~(. de nombres~ 0 ~ ~.2014~0 ~ ~-2014~ 0
_ 

~ 1 ~B~ ~

c) Soit K=.t (2014T2014x.) ~ y disque compact,::; t{x.~~ ~~-2014~ ~ ’i - 
~" ’ 

i K  1

Alors dans EK , l’enveloppe convexe équilibrée fermée de la suite (x.)
est un compact (donc compact de E ) contenu dans donc = K~ .

’ 

C.Q.F.D.

Démonstration du 3° *

Supposant (A5 bis), il faut montrer: pour tout compact E et V

voisinage de 0 dans E , il existe Et avec

(13) ~(x) - x &#x26;. V pour tout x~. K~ .
. Soit u Inapplication identique de EK (Ba.nach) dans E. L’image par u

de la boule unité de E~ est compacte~ donc, par (A- bia) .

(14) { il existe w , application linéaire continue de rang fini de E.r dans

) telle que W(x) - x 6 v pour x ~ K . 
’ 

’ 

,

Nous utiliserons alors le lemme :

Lemme.- Si w est une application linéaire continue de rang fini.de E~
dans F , K0 un compact dans K , W un voisinage de 0 donné dans F’ , il

. 

existe une application linéaire continue v de rang fini de E dans F véri-

fiant 2 . 

’ ’

Démonstration du Lemme :

Comme w est de rang fini, on a

. tel que 6 , i = 1 , 2 , .... i N . Si on trouve

vt~ ~ E’ telles que .

N ’

v v’ @f. la question.

Il reste donc à montrer que les restrictions à EK des fermes linéaires

continues sur E sont denses parmi les fermes linéaires continues sur peur



la topologie BP de la convergence uniforme sur les compacts de 

u étant l’injection de E~ dans E , cela veut dire que est dense

dans (EK)’ pour Lc comme Lc est compatible avec la dualité faible, il

suffit pour cela que soit faiblement dense dans (EK)’ , ce qui résulte

de ce que u est biunivoque. ,

. 
Comme ici F = E , prenons W = 2014 ~ alors (~4) et (~5) donnent (~!3) y

d’où (A) .
~ 

C.Q.F.D. .

3*- Les propriétés de biunivocité.

Théorème 3. - Soit E un espace de Les propriétés suivantes jpor-
tant sur E , sont équivalentes entre elles, et équivalentes aux (A) du

théorème 2 § , 
..

.. (B) pour tout u ~ Et tel que l’application nucléaire correspondante
’u (~L1 (E;E) , Cf. exposé n° 12) vérifie  = 0 , ou a s Tr u = 0 .

(B.) L’application naturelle de E’ OE dans L(E;E) est biunivoque.
/~

(B~) Pour tout espace de Banach F ~ l’application naturelle de F’ dans

L (F;E) esy biunivoque.

Pour tout espace de Banach F , l’application naturelle de F dans
ES)F est biunivoque.

Démonstration.

On applique en effet B à, Ft ; alors l’application natuxelle de F’  E
~ 3 ~.

dans F t. E est biunivoque, or F’  E est un sous-espace vectoriel de L F°E r
d’où B2 

.

/~ ~ ~ p / 

Soit d’image u dans F 0 E ~ ~ (F’ ~E) nulle. On veut en con-

clure (en s’aidant de (B) ) que u = 0 , soit que :

(17) ~u , X~=0 pour-tout 

Or X définit X &#x26;~(F:E~) . Si alors



Or définit et  =  t , donc v =0 (car
u =0 ) . Doncgr~ceà (B) ~ Trv = 0 , ce qui, avec (l8) ~ entraîne

(~7) ~
C.Q.F.D.

4°) (A)~-2014~-(B) (ce qui achèvera la démonstration du théorème).

(A) équivaut à ceci 1

(19) Toute forme linéaire continue sur Lc (E;E), nulle sur E’ @E est nulle

sur 1 .

Mais diaprés le théorème 1 y une forme linéaire continue pro-

vient d’un élément u de E3E’ ~ pour on a ; 
.

 u , v > = Tr l) . (u) . Dire que u est orthogonale à 1 revient donc à

dire : 
.

(20) Tru = 0 .

Par ailleurs si v = a’0 b , on a

° 

(21)  u , v> = (b) , e’> ,  étant l’élément de associe

à u , comme on le voit par continuité en partant de u = Dire que u

est orthogonal à Et  E , revient donc à dire que u = 0 .

, 
(19) ou (A) est bien équivalent à (B).

Définition.2014 On dit d’un espace E vérifiant toutes les propriétés équiva-
lentes précédentes qu’il &#x26; la propriété d’approximation. La plupart des espaces

connus ont cette propriété ; pour quelques uns d’entre eux, on ignore = ’ils 
ou non J on ne connaît pas d’espace qui ne l ’ait pas. 

’

Préposition.2014 Si E est un espace de Banach, pour que Et la. proprié-
té d’approximation, il faut et il suffit que l’on ait l’une quelconque des pro-

priétés suivantes :

(B’ ) Pour tout espace de Banach F , 1’application naturelle de E’ F dans
~(E~F) 

(A5 bis’) Toute application linéaire compacte de E dans un espace de Banach F

est limite (pour la norme) d’applications linéaires continues de rang fini.

1°) Compte tenu de ce que E’ 2)F est un sous-espace de L (E;F) , (B’2) rela-

tive à E n’est autre que (B~) relative à E’ .

2°) Montrons maintenant l’équivalence de (A5 bis ) et de la condition d’appro-
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ximation pour Supposons que l’on ait bis’), et soit u une 

tion compacte de F Banach dans E’. Alors u est compacte de E" dans 

donc a fortiori de E dans elle est alors en vertu de bis ) limite,

pour la norme, d’applicantions linéaires continues de rang fini de E dans F’ ;

donc u et par suite u est limite, pour la norme y d’applications continues

de rang fini de F dans E’ , et E’ vérifie bis) .

Réciproquement supposons que E~ = G vérifie la condition d’approximation
Soit u une application compacte de E dans un Banaoh P . u est alors com-

pacte de F’ dans G ~ d’autre part u applique (voir démonstration du théo-
rème 2 , II, 2~ ) = G~ dans F~ donc ~u est faiblement continue de F’

dans G ~ G vérifiant la propriété d’approximation, on peut appliquer (A, bis)
t t ~ ~ ~

à G et u y donc eu qui est bis’) .

Corollaire~-. Si E est un Banach et si E’ vérifie la condition d’appro-
ximation alors E aussi .

En effet (B~ ) y devient B .


