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Exposé n° 9

L’ESPACE C(K ; E)

Faculté des Sciences de Paris-:-:-:-

1953/1954
27 janvier 1954

L’ESPACE C(K; E) ’

C’est l’ espace des fonctions continues sur un compact K , à valeurs 
- , --

un cepaco vectoriel topologiquo E . Si 03C6 est une telle fonction vectoriel-

le, sa valeur en un point x de K o st un élément 03C6(x) de E .

On prend la topologie do la uniforme : alors, dire que

03C6 ~ 0 est équivalent à

(1) 03C6 (x) ~ 0 dans E uniformément lorsque x . parcourt K .

Si e’ est un élément de E’ , x~03C6(x) , c’ > définit une fonction

scalaire continue  03C6, c’> . Il existe donc, lorsque --; est fixée, une

application linéaire L -r-~ ~ 0’ -~- c’ ~ do E’ --~ C(K) .

Si H’ est une partie équicontinuo de E’ , on a une condition équi-

valente à (1) :

(2)  03C6(x) , c’>~0 uniformément pour et 0’ EH’ , ou encore

-~ ~-- é- 
’

(3) .~ ! dans C(K) uniformément pour 

ce qui ramène la topologie sur à topologie de 1; convergence

, 

uniforme dans un espace voctoriol sc-lairo C(K) .

Los applications linéaires L ~ ~ transforment toute partie équicontinue
de E’ . en partie bornée de C(k) (d’après les propriétés de L ~ ’ il est

équivalent de dire que ~ .~ (x) , ~’ > reste bornée lorsque x E.K et 
.

.H’ x ou que 03C6, e’> parcourt une partie bornée de C(K) lorsque
dl parcourt une partie équicontinue H’ de 

Si l’on désigne par (E’ , C(K)) l’espace des applications linéaires

de E’ dans C(K) transformant toute partie équicontinue de E’ en une

partie bornée de C(K~ ~ on lui mot la topologie de la convergence uniforme

sur les parties équicontinues de e t 9 ainsi topologisé on le notera

.A-~(E~ ~ ; C(K)) 
.

PROPOSITION 1 - C(K) @ E est u ’ sous-espace vectoriel topologique de C(K,E)
En effet on sait déjà (exposé n° 2) que C(K) @ E est un sous-espace
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de C(K; E) (à savoir le réunion des F de dimension finie dans E).

De plus la topologie ~ est précisément le topologie induite par

A c(E’ ~C(K)) . 
j

PROPOSITION 2 - Si E est complet c(K) ~ E = C(K,E).
On sait en effet (Cf. Bourkaki) :

1~) que est complet

2~) que C(K) (~ E est dense dans 
. 

~
PROPOSITION 3 - Si E est norme complet, les espaces C(K) ~ E 

sont des Banach qui ont la même norme.

COROLLAIRE 1 - Si x (resp. y) parcourt un compac-t H (resp. K) s
C  C  C car C == C (C ) == C (c ) .
x~y x y x~y x’ y’ y’ x

GÉNÉRAISATIONS

Il est 
, 

ici facile d’interpréter un élément de C ) comme forme

bilinéaire intégrale sur C x C e Un tel élément est en effet une mesure

d  (x~y) * Alors . 

x y 
’

l’intégrale étant prise sur le faiblement compact des points 03B4(a) ~ 03B4(b) de

H’ (~) K’ y pour la topologie de la convergence simple sur C(H) x C(K) .

(COROLLAIRE.2 - Si u (resp. y) est une application linéaire continue do C
âSËË. C (resp. E dans F complerts) , on peut la prolonger en une applica-
tion linéaire continue u ~ v de, C (E) C (F) , vérifiant u(03C6e) =

= u(~)v(~ . 
"" ~ " ’"" ~
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PROPOSITION 4 - = C(K)0E = ~ (E’ c;C(K)) . Autrement dit l’hypothèse
générale de Banach est réalisée ici. 

1ère Démonstration - Soit L une application linéaire continue de S~ dans
2014201420142014201420142014201420142014.20142014~ 

~ ~~ c

C(K) . Pour (L(e’)) est faiblement continue sur E’ ~
en prenant en particulier  = 03B4(x) , masse +1 en x , on voit qu’il existe

un élément 03C6(x) de E tel que 03C6(x), e’> = e’> =. 

BP est scalairement continue, il faut montrer Qu’elle est continue. Pour cela

il fa.ut voir que si x ~ x dans K , 03C6 (x) converge vers 03C6(x0) dans E

donc que ~y~)? ~~ converge vers ~(x )y uniformément pour 
équicontinue ; autrement dit que lorsque e’ parcourt H’ 

" 

, 03C6, o’> par-

court un ensemble équicontinu de fonctions numériques sur K . Or par hypo-
thèse L transforme H’ en une partie relativement compacte de C(K) , donc
équicontinue diaprés Ascoli.

2ième Démonstration - Soit L la transposée de L ; c’est une application
linéaire continue de (C’(K)) dans E. Elle est donc continue sur la boule

unité de C’(K) , pour la topologio faible de et topologie initiale
do E. Or x -2014~ c) / ~ plonge le compact K dans la boule unité jfaiM.e de
C’(K) ; donc L définit une fonction 03C6 continue de K à valeurs dans E .

2014~ ~~- 
’ ~2014 2014~ ~

Le retour à L montre e’~ = L(e’) ~ puisque ~~(x) y o~== .

L’image par do 1-. boule uni-té de C’(K) est un compact

de E ; si LL converge faiblement vers 0 C’(K) en restant bornée ,

U. (03C6) converge vers 0 E .


