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RETOURNEMENTS DE L’ESPACE, DU TEMPS ET DE L’UNIVERS

ET REPRÉSENTATIONS SPINORIELLES FONDAMENTALES

DU GROUPE DE LORENTZ GÉNÉRAL

par Mme J. WINOGRADZKI

Faculté des Sciences de Paris
-:-:-:-

Séminaire de THÉORIES PHYSIQUES
(Séminaire Louis de BROGLIE)

Année 1957/58
28 janvier 1958

L’application de l’algorithme spinoriel à l’étude d’un problème physique peut
être facilitée par l’adoption d’une représentation spinorielle particulière.
On sait le service que rendent certaines représentations devenues classiques. Dans
ce travail, nous étudions les représentations spinorielles du groupe de Lorentz

général qui sont les plus simples pour les retournements de l’espace, du temps 6t
de l’Univers.

Chapitre I. Les représentations normales.

1. Définition des représentations normales.

Considérons les trois groupes de deux éléments contenant, en dehors de la trans-

formation identique, l’un des trois retournements fondamentaux :

- le retournement de l’espace 
’

- le retournement du temps

- le retournement de l’Univers

(Les indices grecs prennent les valeurs 1 à 3, les indices latins 1 à 4 ;

x4 = ict. Les systèmes de référence sont orthonormaux). Ces trois groupes sont
des sous-groupes du groupe de Lorentz général. Nous appelons "normales" les

représentations spinorielles de groupe de Lorentz général, réduites, pour l’un
de ces trois sous-groupes, en représentations de dimension 1.

Il résulte de cette définition que trois types de représentations normales sont
à distinguer, suivant la nature du retournement figurant dans la définition



("retournement caractér-istiquen). Ils seront désignés par (E) , (T) et (U).

2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une représentation spinorielle
soit normale.

Comme il est bien connu, la matrice de transformation spinorielle s’écrit pour

le retournement de l’espace 

pour le retournement du temps (1.2)

et pour ~6 retournement de l’Univers (1.3)

Y ~ sont les matrices de Dirac, c’est-à-dire quatre matrices d’ordre quatre satis-

faisant à la condition

(1 est la matrice unité d’ordre quatre). ~ = 1 ou i, À = 1 ou i .
E T B

Leurs valeurs déterminent la flectovariance du spineur ~= ~ considérée] .
Ainsi, pour qu’une représentation spinorielle soit normale , il faut et il suffit

que l’une des trois matrices ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ soit diagonale.

Or

Si l’une des trois Y" ~ Y ~ ~ J~ est diagonale,
l’une des trois matrices ~ ~ Y" , Y ~ Y~ Y~ est donc égale,
à l’ordre des éléments près. à la matrice

~ B ’

1 étant la matrice unité d’ordre 2.

3. Forme des matrices de Dirac normales.

Les matrices diagonales ou antidiagonales par rapport aux sous-matrices joueront
un grand rôle dans ce qui suit.



Pour alléger le langage, nous appellerons "gonales" les matrices diagonales
ou antidiagonales, "quasi-gonales", "quasi-diagonales" ou "quasi-antidiagonales"
les matrices d’ordre 2n gonales, diagonales ou antidiagonales par rapport aux

sous-matrices d’ordre n.

Pour déterminer la forme des matrices de Dirac "normales" - matrices de Dirac

correspondant à une représentation normale - utilisons le fait qu’une matrice

commutant avec J est quasi-diagonale et qu’une matrice anticommutant avec J

est quasi-antidiagonale.

Chacune des matrices commute ou anticommute avec chacune des matrices

~ ~ ~ Ï )( ~ ~ ~ ~ ~ * Les matrices de Dirac normales sont donc
quasi-gonales.

La définition des trois matrices ~ ~ (~) ~ ~ ~ ~ (-~) ~ ~y~ ~ est

symétrique par rapport aux trois indices d’espace. Par conséquente chacune d’entre
elles ou bien commute avec les trois matrices ou bien anticommute avec ces

trois matrices. Les trois matrices ~~ appartenant à un même jeu de matrices
de Dirac normales, sont donc toutes du même genre : toutes quasi-diagonales ou

toutes quasi-antidiagonales.

Comme il n’existe pas de jeux de matrices de Dirac dont les quatre matrices

seraient quasi-diagonales, ( ) trois cas seulement peuvent se présenter :
. I. - 03B3k quasi-antidiagonales,

II. - quasi-antidia gonales , ) quasi-diagonale,

III . - 03B303B1 
" quasi-diagonales, 03B34 qu;,si-antidii;;gonale,.III. - j quasi-diagonales, )( quasi-antidiagonale.

Dans chacun de ces trois cas, une seule des trois matrices 03B34 , 03B3103B3203B33,
)( Ï Y Y est quasi-diagonale. La nature de cette matrice détermine donc le

type de la représentation. C’est )( ~ ~ ~ qui est quasi-diagonale dans le

cas (I), dans le cas (il) et Y ~ Y dans le cas (III)* Les représen-
tations (I) sont donc de type (U) ~ les représentations (II) de type (E) et les

représentations (III) de type (T).

Inversement~ des matrices de Dirac quasi-gonales, les trois matrices B étant
du même genre, forment un jeu de matrices de Dirac normales.

( ) Sinon il existerait quatre matrices du second ordre satisfaisant à la
condition 

,



En effet; dans ce cas, les trois matrices 03B303B103B303B2 et l’une des trois matrices

~ ~ ~~~~ ~~~~ sont quasi-diagonales. Les trois matrices 
anticommutent entre elles. Chacune des matrices 03B34 , 03B3103B3203B33 , 03B31 2 3 4
commute avec les trois matrices V~Y~ * Une matrice d’ordre deux commutant avec
trois matrices d’ordre deux non singulières anticommutant entre elles, est

proportionnelle à la matrice 1 . Les sous-matrices d’une matrice d’ordre

quatre quasi-diagonale, commutant avec trois matrices d’ordre quatre quasi-diagonales
non singulières anticommutant entre elles, sont donc également proportionnelles
à la matrice 1 . 

40 - Propriété principale des représentations normales.

Les représentations spinorielles normales du groupe de Lorentz général ont été
définies comme les représentations spinorielles, réduites, pour certains groupes

de deux éléments, en représentationsde dimension 1. Cherchons les sous-groupes
du groupe de Lorentz général pour lesquels les représentations normales sont
réduites en représentations de dimension 2.

Comme il est bien connu, la matrice de transformation spinorielle s’écrit pour
la rotation de l’angle e de X vers X

(L’angle 03B8 est réel ou imaginaire suivant la nature du plan X x ).
En U-représentation, les six matrices sont quasi-diagonales et, par

conséquente aussi S . En représentations de dimensioh 2, les U-représentations
km ~

sont donc réduites pour le groupe de Lorentz propre ( ).

En E-représentation et en T-représentation, les trois matrices 03B303B103B303B2 sont
quasi-diagonales et, par conséquent, aussi S . En représentations de dimension 2,

les E-représentations sont donc réduites pour le groupe des rotations et
retournements spatiaux, les T-représentations pour le groupe des rotations
spatiales et du retournement du temps.

. De ce qui précède, on déduit une nouvelle définition des représentations normalEs ~
représentations spinorielles du groupe de Lorentz générale réduites, en

( ) Sous-groupe du groupe de Lorentz général pour les transformations duquel



représentations de dimension 2, pour un groupe contenant les rotations spatiales
et l’un des trois retournements fondamentaux. ( )
En effet, dans de telles représentations, les trois matrices l’une des

trois matrices 03B34, 03B3103B3203B33, 03B3103B3203B3303B34 sont quasi-diagonales. Que des
matrices de Dirac satisfaisant à cette condition sont normales, a été démontré
au paragrpphe 3.

5. Représentations normales du groupe des retournements dE l’espace, du temps et
de l’Univers (4).

Il résulte de la forme des matrices de Dirac normales qu’en représentation normale
la matrice de transformation spinorielle est quasi-gonale pour chacun des trois
retournements fondamentaux. D’où l’intérêt d’écrire, en représentation normale,
les lois d6 transformation des spineurs pour les retournements de l’espace, du

temps et de l’Univers en mettant en évidence les semi-spineurs.

1° En représentation normale, pour le retournement caractéristique, la matrice
de transformation spinorielle s’écrit

le coefficient ~ étant égal, d’après (2.1), (2.2) et (2.3), à À , i ~
1 E . T

ou 03BB 03BB , suivant la nature du retournement caractéristique. Donc, en repré-
E T

sentation normale, pour le retournement caractéristique, chaque semi-spineur se
transforme en lui-même, au coefficient - 1 ou - i près; les deux semi-spineurs
étant de parités relatives opposées :

(03C6 et 03C8 désignent les semi-spineurs 03C81 , 03C82 et 03C83 , 03C84 d ’un spineur de .

Dirac ù ) .
2° En représentation normale, pour cha.cun des deux retournements fondamentaux

non caractéristiques, la matrice de transformation spin orie l le est quasi-antidiagomale

( ) La quasi-diagonalité des entraîne celle
des matrices ~~ ~ Les représentations spinorielles réduites pour le groupe
des rotations spatiales et du retournement de l’Univers et celles réduites pour
le groupe de Lorentz propre sont donc les mêmes $

( ) Groupe de quatre éléments contenant,en dehors de la transformation identique,
ces trois retournements~



ct, par conséquent, chaque semi-spineur se transforme en une fonction de l’autre a

Chapitre II. L6s six représentations fondamentales.

6. Condition supplémentaire imposée à la loi dE transformation d6s semi-spineurs aur
les retournements fondamentaux non caractéristiques.

En représentation normale quelconque, pour chacun des deux retournenents fon-
damentaux non caractéristiques, chaque semi-spineur se transforme en une fonction
de l’autre. Pour un de ces deux retournewents, imposons à ces fonctions une
forme aussi simple que possible, 6n posant :

avec ? ~ ~ ~ ~ * peut pas poser ~ = 1 . La valeur de ~ dépend
6n effet de la flectorariance du spineur considéré. Si 03BB = 1 pour certains

spineurs, ~~ ~ pour les autres).

La loi de transformation pour le dernier retournement fondamental se trouve

ainsi déterminées On obtient, en effectuant successivenent, dans un ordre quelconque~
les transformations (5~2) et (6.1) : .

03BB = 1 ou i . Les trois coefficients sont liés par relation
3 

7. Définition des représentations fondamentales.

Les matrices do transformation spinoriel16 correspondant aux lois de transformation

(6.1) et (6.1’) sont

B /

La matrice de transformation spinorielle pour le retournement de l’espace, du

temps ou de l’Univers est proportionnelle à ~ ~ ~ ÎÏ 
Celles des trois et ~~Ï~~ qui ne sont pas

égales à J , sont donc égales, compte tenu de (2.5), à



au signe près.

Les trois matrices J ~ K , L peuvent s ’écrire, en utilisant la multiplication
de Kronecker t )~

~’°~ étant les trois matrices de Pauli

Ainsi, la condition pour que les semi-spineurs obéissent, pour les trois r6-
tournements fondamentaux, aux lois de transformation (5.2), (6.1) et (6.1 t)
s’écrit (en fixant arbitrairement les deux premiers signes ) ~ .

deux quelconques de ces équations entraînant la troisième

Il reste à déterminer les trois matrices Y~ .
Comme les quatre matrices 03C34 = sont linéairement indépendantes,

toute matrice d’ordre quatre peut s’écrire a x ~r ( )y a étant quatre
matrices d’ordre deux. Quelles que soient les matrices 03B303B1 , on peut donc les
écrire

Compte tcnu de (7.5 ) et (7.6 ) ~

( ) a et b étant deux matrices du second ordre

Rappelons que (a x b)(c x d) = ac x bd.

( ) avec la condition de sommation habituelle.



Pour qu’une matrice a k x soit nulle, il faut que les quatres matrices

a soient nulles. Donc , diaprés (7.7)~

Puisque les natrices anticommutent avec 03C303BD et elles sont proportions
nelles à ~~ :

V

03B1ak étant des nombres ordinaires. L’équr’tion (7.6) s ’écrit donc
o

~ étant trois matrices quelconques.

Les trois matrices (7.13) forment avec 03B34 un jeu de matrices de Dirac, si
elles satisfont à la condition (2.4) aussi pour k ~ m ~ 4 ~ corme

diaprés (7.13)

si satisfont à la condition

Les équations ~’~~13~~ (705) et (7.14) déterminent 6 classes de représentations
spinorielles. Chaque classe est caractérisée par la valeur des indices et y .
D’après (7.5), les matrices S , S et S sont identiques pour toutes les re-

présentations d’une même classe. C’est pourquoi nous ne garderons qu’unc représenta-
tion par classe. On extrait une représentation de chaque classe, en choisissant un

jeu de matrices déterminé. Adoptons pour matrices 03B303B1 les natrices les plus
simples satisfaisant à la condition (7.14), c’est-à-dire les matrices de Pauli.

Les matrices de Dirac (7.5 ), (7.13) s’écrivent alors

Ou, explicitement,



Nous appellerons "fondamentales" les six représentations spinorielles correspon-

dantes.

Le type d’une représentation fondamentale dépend de la nature de ltindice égal
à 1 :

si M = l , la représentation est une T-représentation,

si  = 1 , la représentation est une E-représentation,

~~ ~ ~,~ ~ la représentation est une U-représentation.

Il y . a donc deux représentations fondamentales de chaque type.

REMARQUE. - Les deux représentations classiques (1) et (2) sent les représentations
fondamentales - 3 ~ ~ ~ 1 et ~=3~=2.
8. Relation entre les six jeux de matrices de Dirac fondamentales.

)( étant un jeu de motrices de Dirac quelconque, considérons les 16 matrices

linéairement indépendantes

De cet ensemble, on peut évidemment extraire des jeux de matrices de Dirac

autres Six d’entre eux seulement sont symétriques par rapport aux

indices d’espace : 
’ 

.



Si Y~ correspond à une représentation fondamentale, ces six jeux s’ écrivont :

(Le signe supérieur est valable, si sont égaux aux indices d’une composante

principale : z3~ 31 ou 12). A des signes près, les six jeux de matrices de Dirac

(8.2) correspondent aux six représentations fondamentales.

9. Représentation fondamentale du sous-groupe des rotationstri-dimentionnelles.

Une rotation spatiale quelconque peut être réalisée par une suite de rotations
dans les plans orthogonaux. On peut considérer ces plans comme plans de coordonnées

x x . D’après (4.1), la matrice de transformation spinorielle pour une rotation
dans le plan x x ne dépend des matrices de Dirac que par l’intermédiaire des

produits En représentation fondame ntale,

et les produits 03B303B103B303B2 sont indépendants de la valeur des indices  et 03BD . les
six représentations fondamentales du sous-groupe des rotations spatiales sont

donc identiques.

Les représentations fondamentales sont des représentations normales particulières.
Comme telles, elles sont réduites pour le sous-groupe des rotations spatial6s :

pour les transformations de ce sous-groupe les semi-spineurs q et Bb se transfor-
ment séparément, fournissant ainsi deux représentations d’ordr6 deux du sous-

groupe des rotations spatiales. Montrons que ces deux représentations sont iden-

tiques. ,

En représentation fondamentale, pour la rotation de l’angle 0 de x03B1 vers x03B2,
la matrice de transformation spinorielle s’écrit, d’après (4.1) et ~~.1 ~ ~



Oü pt ~ ~ ~ ~ formant une permutation paire,

Or, s’ et s" désignant d6s matrices d’ordre deux quelconques,

En représentation fondamentale, la matrice de transformation spinorielle est
donc bien de la forme 

, ,

pour toute rotation spatiale.

Les trois matrices cos ? î + i sin z 6 sont unitaires. La représentation ,

somi-spinorielle (s) du groupe des rotations spatiales est donc unitaire et les
formes henni tiennes Bp sont des invariants du groupe des

rotations spatiales. Pour le retournement caractéristique, 03C6 03C6 et 03C6 03C6 se

transforment en change de signe.

10. U-représentations fondamentales du sous-groupe des rotations quadri-dimen-
sionnelles.

Une rotation quadri-dimensionnelle quelconque peut être réalisée elle aussi

par une suite de rotations dans des plans orthogonaux. Comme précédemment, on
peut considérer ces plans comme plans de coordonnées. Nous connaissons déjà l’expres-
sion de la matrice de transformation spinorielle en représentation fondamentale 

"

quelconque, pour une rotation dans un plan de coordonnées perpendiculaire à
l’axe du temps. Il ne reste à calculer que la matrice, de transformation spinoriel-
le pour une rotation dans un plan de coordonnées passant par l’axe du temps.

En représentation fondamentale pour la rotation de l’angle e .

(imaginaire) de x~ ~ vers x4 la matrice de transformation spinorielle s’écrit
d’après (4.~ ~~

~ ~ ~ + 1 si form6nt une permutation paire, 
sont égaux aux indices d’une composante principal e) . Ainsi S ~8 ) on

~4 .



représentation fondamentale est égale à S (- e) en représentation
B 

~4fondamentale (03BD ) . Si l’une dos deux représentations fondamentales (  03BD) et

(03BD ) est une E-représentation, l’autre est une T-représentation ; mais si
l’une est une U-représentation, l’autre est également une U-représentation.

Si la représentation fondamentale est de type (t~~ ~ 1 et l’équa,tion
(10.2) s’écrit

Cette équation 6t l’équation (9.3) donnant l’expression des matrices S., en
représentation fondamentale quelconque peuvent être réunies en une équation
unique :

Les matrices s (e) sont unitaires, 03B8 étant réel ; les matrices S(03B8) sont

hermitiénnes, 9 étant imaginaire. Tous les s satisfont donc à la relation
km

et l’équation (10.5) peut s’écrire sans utiliser, :

Or, s’ t et s" désignant des matrices dtordrE deux quelconques,

En U-représentation fondamentale y la matrice de transformation spinorielle est
donc de la forme

pour toute rotation quadri-dimensionnelle, et la forme hermitienne 03C6 03C6 est un



invariant du groupe de Lorentz orthochrone propre. Pour le retournement de

l’Univers, 03C6+ 03C6 change de signe,

11. Représentations fondamentales du groupe des retournements de l’espace, du

temps et de l’Univers et choix de représentations fondamentales particulières.
Les lois de transformations des spineurs pour les trois retournements fonda-

mentaux, équations (5~2)~ (6~1) et (6~1’)~ contiennent des paramètres (~) w La
valeur de ces paramètres (1 ou i) dépend à la fois do la nature de la repré-
sentation fondamentale (c’est-à-dirG de la valeur des indices fx et 03BD) et de la

flectovarianc6 du spineur (c’6st-à-dire de la valeur des coefficients 7, et ~B)~
E T

. 

Il résulte de la relation (6 02 ) que le nombre des paramètres ~ égaux à 1 est
impair. Quatre cas seulement peuvent donc se présenter : 

~B

Les lois de transformation correspondantes sont :



Chacun des quatre systèmes ~A ) ~ ~B ~ ~ ~C ) ~ (D) résume six ensembles de lois

de transformation, puisque la nature du retournement fondanental pour lequel est
valable chacune des trois lois dE transformation n’est pas spécifiée. 

’

Il nous reste à déterminer dans quels cas les lois dE transformation sont de
la forme ~A)~ (B~~ (C) ou (D).

D’après ~z.1 ) ~ (~.~ ) ~ (2.3).et ~7.5 )’ on a en représentation fondamentale :

( ) ( ) correspond à (c) et (D) à (d) si 6=1 . Sl ~ _ .. 1 ~ i est
l’ invE~rsE.



Explicitons les matrices S ~ S, S pour chaque type spinoriel :
E T U

Deux cas sont donc à disitinguer.

I . - ’i (8)1

L’ensemble des trois matrices S , S ,S se composé des matrices
E T U

les lois de transformation sont donc de la forme (D).

Désignons par n l’un des trois avec la convention

suivante :

1

L’ensemble des trois matrices S ~ S , S se compose des matrices
E T U

(8) Sur le rôle particulier des spineurs .§j , cf. (3).



Les lois de transformation sont donc de la forme (C).

20 n=2.

L’ensemble des trois matrices S ~ S , S se compose des matrices
E T U

Les lois de transformation sont donc de la forme (B).

3’° n = 3 0

L’ensemble des trois matrices S ~ S , S se compose des matrices
E T U

Les lois de transformation sont donc de la forme (A).

A chaque valeur de l’un des trois indices  , 03BD ou 03C9 correspondent deux

valeurs du couple (  03BD) , c’est-à-dire deux représentations fondamentales.
A chaque valeur de n correspondent donc six cas.

Munissons l’ensemble des résultats précédents en indiquant explicitement le
domaine de validité des lois de transformation (A), (B), (C) ou (D)

T-représentations E-représentations U-représentations

(12) (13) (21) (31) (23) (32)

y C C B A B A
1

(11.7) i03A8 B A C C A B

i A B A B C C03A8i

-~ D D D D D D
i .

On a évidemment intérêt à utiliser une représentation où sont valables les lois
de transformation (A). D’après ce qui précède, ceci n’est pas possible pour îhes

spineurs 03A8 , ainsi que pour les spineurs 03A8 en T-représentation, pour les
i . 1

spineurs i en E-représentation et pour les spineurs i en U-représentation.

Par contre, les lois de transformation sont bien de la forme (A) pour les spineurs
03A8 en E-représentation et en U-représentation, pour les spineurs 03A8 en
1 i
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U-représentation et en T-représentation et pour les spineurs 03A8 en T-représen-

tation et en E-représentation, à condition que ces représentations soient conve-

nablement choisies..

Les représentations de même type, conduisant aux lois de transformation (A) dans
le cas de spineurs de flectovariances différentes, sont toujours distinctes. On a

donc intérêt à utiliser toutes les représentations fondamentales et non seulement

une de chaque type.
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