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-t
RETOURNEMENTS DE L'ESPACE, DU TEMPS ET DE L'UNIVERS
/
ET REPRESENTATIONS SPINORIELLES FONDAMENTALES
DU GROUPE DE LORENTZ GENERAL

par Mme J. WINOGRADZKI

L'application de l'algorithme spinoriel & 1l'étude d'un probléme physique peut
&tre facilitée par l'adoption d'une représentation spinorielle particuliére.
On sait le service que rendent certaines représentaiions devenues classiques. Dans
ce travail, nous étudions les représentations spinoriellés du groupe de Lorentz

général qui sont les plus simples pour les retournements de l'espace, du temps et
de 1'Univers.

Chapitre I. Les représentations normales.

1, Définition des représentations normales.

Considérons les trois groupes de deux éléments contenant, en dehors de la trans-

formation identioue, 1l'un des trois retournements fondamentaux
- le retournement de l'espace

(1.1) o = x? it
- le retournement du temps

(1.2) Xz, .

- le retournement de 1'Univers

(1.3) &£y E.

(Les indices grecs premnent les valeurs 1 & 3, les indices latins 1 & 4 ;

x4 = ict. Les systémes de référence sont orthonormaux). Ces trois groupes sont
des sous-groupes du groupe de Lorentz général. Nous appelons "normales" les
représentations spinorielles de ;roupe de Lorentz général, réduites, pour 1l'un

de ces trois sous-groupes, en représentations de dimension 1.

I1 résulte de cette définition que trois types de représentations normales sont
4 distinguer, suivant la nature du retournement figurant dans la définition
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("retournement caractéristique"). Ils seront désignés par (E) , (T) et (U) .

2, Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une représentation spinorielle

soit normale.

Comme 1l est bien connu, la matrice de transformation spinorielle s'éerit pour

le retournement de l'espace (1.1)

(2.1) s=2% Ay4
E E

pour le retournement du temps (1.2)

+
et pour s retournement de 1'Univers (1.3)

. S A Aylty?ydyd
@) =2 A AP YRy

U
XI; sont les matrices de Dirac, c¢'est-a-dire quatre matrices d'ordre quatre satis—

faisant a4 la condition

1,0i ko k iy _ cik
(2.4) Y Y+ =871
(I est la matrice unité d'ordre quatre). A=1loui, A=1oui.
E T N
: . T
Leurs valeurs déterminent la flectovariance du spineur ”:P = 7 considéré [4].
A
E

Ainsi, pour qu'une représentation spinorielle soit normale, il faut et il suffit
. . 12 1
que 1l'une des trois matrices 54 R 5 ¥ BB , X 82 53 X4 soit diagonale.

Or

" 2 1.2 2 1 2

(2.5) (X4) =-{yy 33) =(yy f\f'

(2.6) e (yh) = Tr(g X g3)—TrKg 3233x4)=o
Si l'une des trois matrices X Xl Xz 3 , é est diagonalse,
l'une des trois matrices , i Z y X X ¥ y X est donc égals,
4 l'ordre des éléuents pres, &4 la matrice

I
(2.7) J = R I

A

1 étant la matrice unité d'ordre 2.

3. Forme des matrices de Dirac normales.

Les matrices diagonales ou antidiagonalss per rapport aux sous-matrices jousront

un grand r6le dans ce qui suit.
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Pour alléger le langags, nous appellerons "gonales" les matrices diagonales
ou antidiagonales, "quasi=-gonales", "quasi-diagonales" ou "gquasi-antidiagonales™
les matrices d'ordre 2n onales, diagonales ou antidiagonales par rapport aux

sous-matrices d'ordre n .

Pour déterminer la forme des matrices de Dirac 'mormales" - matrices de Dirac
corrsspondant & une représentation normale - utilisons le fait qu'une matrice
commutant avee J cst quasi-diagonale et qu'une matrice anticommutant avec J
est quasi-antidiagonale.

. :k . .
Chacune des matrices. X conriute ou anticommute avec chacune des matrices

4 ’ Xl 52 XB ’ 51 _52 ){3 X4 o Les matrices dc Dirac normales sont donc

y

quasi-gonalcs.

La définition des trois matrices XA' , () 51 2{2 XB , }5’1 3233 \64 est
symétrique par rapport aux trois indices d'espace. Par conséquent, chacune d'entre
elles ou bien commute avec les trois metrices X(’\ ou bien anticommute avec ces
trois matrices. Les trois matrices X‘* , appartenant 3 un méme jeu de metrices
de Dirac normales, sont donc toutes du méme genre : toutes quadi-diagonales ou

toutes quasi-antidiagonales.

Comme il nlexliste pas de jeux de matrices de Dirac dont les quatre matrices

seraient quasi-diagonales, (l) trois cas seulement peuvent se présenter @
- I. - b’k quasi-antidiagonales,

II. - X'x quasi-antidiagonales, 54 quasi-dicgonale,

IIT. - X% quasi-diagonales, XA' quasi-antidiagonales

Dans chacun de ces trois cas, une seule des trois matrices ){4 ’ Xl 3/2 XB ’
Xl XZXB XA' est quasi-diagonals. La nature de cette matrice détermine donc le
type de la représentation. C'lest Xl X 2 ¥ 3 5’4 qui est quasi-diagonale dans le
cas (I), }{4 dans le cas (II) et Xl 5‘2 ){3 dens le cas (III). Les représen-
tations (I) sont donc de type (U) , les représentations (II) de type (E) et les

représentations (III) de type (T) .

. . . . . "
Inversement, des matrices de Dirac quesi-gonales, les trois matrices X etant

du méme genrs, formcnt un jeu de matrices de Dirac normales.

(1) Sinon il existerait quatre matrices du second ordre satisfaisant a la

condition - ,.
2PNy =8
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En effet, dans ce cas, les trois matrices szgﬁ et 1l'une des trois matrices
X4 , XIXZKB s Xl X2X3X4 sont quasi-diagonalcs. Les trois matrices Xa’{ﬁ
anticommutent entre elles. Chacune des matrices Xd’ ’ Xl Xz ¥ 3 R Xl Xz \63 X4
commute avec les trois matrices X““xﬁ. Une matrice d'ordrs deux, commutant avec
trois matrices d'ordre deux non singuliéres anticommutant entre elles, est
proportionnelle 2 la matrice 1 + Les sous-matrices d'une matrice d'ordre
quatre quasi-diagonale, commutant avec trois matrices d'ordre quatre quasi-diagonales
non singuliéres anticommutant entre elles, sont donc également proportionnelles

a4 la matrice 1 .

4. - Propriété principale des représentations normales.

Ies représentations spinorislles normales du groups de Lorentz général ont été
définies comme les représentations spinorielles, réduites, pour certains groupes
‘de deux é1léments, en représentationsde dimension 1. Cherchons les sous-groupes
du groupe de Lorentz général pour lesquels les représcntations normales sont

réduites en représentations de dimension 2.

Comme il est bien connu, la matrice de transformation spinorielle s'écrit pour
la rotation de l'angle © de xk vers x

(4.1) S=cosml-sing y¥y® .
km

(L'angle © est réel ou imaginaire suivant la nature du pdan = ),

En U-représentation, les six matrices szxm. sont quasi-diagonales et, par

conséquent, aussi S « En représentations de dimensioh 2, les U-représentations
km
sont done réduites pour le groupe de Lorentz propre (2).
En E-représentation et en T-rcprésentation, les trois matrices X”“Xpsont

quasi-diagonales et, par conséquent, aussi uii' En représentations de dimension 2,

les E-représentations sont donc réduites pour le groupe des rotetions et
retournements spatiaux, les T-représentations pour le groupe des rotations
spatiales et du retournement du temps.

De ce qui précéds, on déduit une nouvelle définition des représentations normales ?

représentations spinorielles du groupe de Lorentz gzénéral, réduites, en

(2) Sogs—groupe du groupe de Lorentz général pour les transformations duguel

det [ E)=+1,

S~/
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représentations de dimension 2, pour un groupe contenant les rotations spatiales
et l'un des trois retournements fondamentaux. (3)

En effet, dans de telles représentations, les trois matrices zaxﬁet 1'une des

trois matrices X4 ’ X1X2X3 ’ 51 X253 )5’4 sont quasi-diagonales. Que des

matrices de Dirac satisfaisant & cette condition sont normales, a été démontré

au paragraphe 3.

5. Représentations normales du gioupe des retournements de 1l'espace, du temps et
de 1'Univers (45:

I1 résulte de la forme des matrices de Dirac normales qu'en représentation normale
la matrice de transformation spinorielle est quasi-gonale pour chacun des trois
retournements fondomentaux. D'oh 1'intér&t dtécrire, en représentation normale,
les lois de transformation des spineurs pour les retournements de l'espace, du
temps et de 1!'Univers en mettant en évidence les semi-spinsurs.

1° En représentation normale, pour le setournement curactéristique, la matrice

de transformation spinorielle s'éerit

(5.1) s=27A 7,
1
le coefficient < &tant égal, d'aprés (2.1), (2.2) et (2.3), a A , 1 A
1 E . T
ou A A s suivant la nature du retournement caractéristiquee Done, en repré-
E T

sentation normale, pour le retournement caractéristique, chaque semi-spineur se
. s s + + . . .
 transforme en lui-méme, au coefficient =1 ou =i prés; les deux semi=-spineurs

étant de parités relatives opposées
(542) I A, b=F Ay .
= oY

(LF ot Y désignent les semi-spincurs ‘lJl , '\?2 st \I'B , @4 d'un spineur de
Dirac "{'k)o .

2° En représentation normele, pour checun des deux rctournements fondanentaux
non cardctéristiques, la matrice de transformetion spinorielle est quasi-~antidiagomsls

(3) La quasi-diagonalité des matrices X“&ﬁet Kl Kz KB 54 entreine celle
des matrices K“‘XZ o Les représentations spinorielles réduites pour le groupe
des rotations spatiales et du retourncment de 1'Univers et celles réduites pour
le groupe de Lorentz propre sont donc les mémes.

(4) Groupe de quatre éléments contenant,en dehors de la transformation identique,
ces treois retournements,
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ct, par conséquent, chaque semi-spineur se transforme en une fonction de l'autre,

Chapitre II. Les six représentations fondenentales.

6. Condition supplémentnirc imposéec a4 la loi de transformation des semi-spineurs pour

les retourncments fonda.ientaux non caractéristiques.

En représentation normale quelconque, pour chacun des deux retournenents fon-
damentaux non caractéristiques, chaque semi-spincur se transforme en une fonction

de 1l'autre. Pour un de ces deux retournements, imposons a ces fonctions une

forme aussi simplc que possibls, en posant @

(6.1) ‘(’—*:5\‘}’»4"‘":5?% (¢ =21)

avec za =1 ou i . (On ne peut pas poser %\ =1 , La valeur de g dépend
en effet de la flectovariance du spinecur condidéré. Si g = 1 pour certains
spineurs, é\= i pour les autres).

La loi de transformation pour le dernier retournement fondamental se trouve
ainsi dét:rminée. On obtient, en effectuant successivenent, dans un ordre quelconque,
lea transformations (5.2) et (6.1) ¢

(6411) t{—-)-,ié\*,\{)-—-)?&é«_‘?.

;3\ =1 ou 1 . Les trois cocfficicnts o;(\ sont 1iés par la mlation

(6.2) | .

7. Définition des représcntations fondamentales.

Les matrices de transformation spinoriclle cowrespondant aux lois de transformetion
(641) et (6411) sont ‘

(701) S=i;‘\ A s S:::‘I\ ’A
2\¢el 3\ - €1

La matrice de transformation spinorielie pour le retournement de l'sspece, du
temps ou de 1'Univers est proportionnelle a 4 ’ Kl )‘{2 XB ou 2{1 Xz 53‘(4 .

Celles des trcis matrices X4 s 1 ‘Xl XQXB et Xl XZXBX 4 qui ne sont pas

égales & J , sont donc égales, compte temu de (2.5), 2
1 : i1

(702) K= a , L= A ’
1 -11
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au signe pres.

Les trois matrices J , K, L peuvent s'écrire, en utilisant la multiplication
5
de Kronecker (7),

(7.3) J:o’lxl,K=6’2x1,L=c’3

o® étant les trois matrices de Paull

1 1 i
(744) 61 =( ) ’ 62'—‘( ) ’ 6’3 = )
-1 1 -3

Ainsi, la condition pour que les semi=-spincurs obéissent, pour les trois re-
tournencnts fondamentaux, aux lois de transformation (5.2), (6.1) et (6.11)
s'éerit (on fixant arbitrairement les deux premiers signes)

4 _» 2

(7.5) ¥ =g x1, 151?,(233:'6“"%9 X1X2X3x'4=i6wxl »;—Zr\?écu

- deux quelconques de ces équations entrainant la troisiénee.

I1 restc & déterminer les trois matrices X“ .

Comme les quatrs matrices 6% y O 4 = : sont-liniairzment lj;ndépcndantes,
),

toute matrice d'ordre quatrc peut s'éerire ak X 5 a étont quatre

matrices d'ordre deuxe Quellcs que soient les matrices X‘* s on peut donc les

éerire
(7.6) 5“: 2k o‘k .
Les trois motrices Xo\ anticommutent avec X 4 et X 1 52X3 ¥ 4 H

(77 O L =0y T =0

Compte tenu de (7.5) et (7.6),

(7.8) Y%y ), = [3, 0, x ",
, 1 2
(7'9) [ﬂ,a X X3x4l=ifék,6k{]+><6ko
(5) a et b étant deux matrices du second ordre
ai b aé b
axb= 5 5
a, b 8‘2 b

Rappelons que (a x b)(c x d) = ac x bd.

6
(") avec 1la condition de sommation habituelles
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Pour qu'une natricc ak x ¢fk soit nullc, il fout quc les quatres nctrices
ak soient nulles. Donc, d'aprés (7.7),

(7.10) (25, ¢¥] =[8%, 4%, =0.

’
. . *k
Puisquec les natrices

nelles & ol

anticonutent avee §* et 5%, elles sont proportions

(7.11) ok _xk g1
(e}

%k étant des nombres ordincircs. L'équetion (7.6) s'éerit done
0

(7.12) );“.—:"éko/f' x o'lt =5t xoéxk g k
(o] e}

ou

(7.13) ¥ = otk 2t

T étant trois matrices quelconques.
Les trois matrices (7.13) forment avec X4' un jeu de matrices de Dirac, si
clles satisfont & la condition (2.4) aussi pour k , m # 4 , c'est=a-dire, comme

dtaprés (7.13)

A B
XXXP=1 x/l\:w@'

si les T% satisfont & la condition
(7.14) ‘ %-( X /t/& + 'C/s?:“) = gdpl

Les équations (7.13), (7.5) et (7.14) déterminent 6 classes de représcntations
spinorielles. Chaque clnsse est caractérisée par la veoleur des indices H et v .

Dtaprés (7.5), les matrices S , 8 et S sont identiques pour toutes les re-
E T U
présentations d'une méne classes C'est pourquol nous nc garderons qu'une représenta~-

tion par classe. On extrait une représcntation de chaque classe, en choisissant un
jeu de mrtrices T ddtormind. Adoptons pour rmetrices ]f* les notrices les plus

sinples satisfaisant a la condition (7.14), c'est=a~dire les matrices de Pauli.

Les matrices de Dirac (7.5), (7.13) stécrivent alors

(7.15) | Xo\= sHx & ’ Y =6yx 1 | rl 74 v

Ou, explicitement,



{]
|

o=

t
i
N

((a) o

(b) N:l,)):BS Xo\z

(c)

..

. "
o] T («»\
.

ay

(e

=
il
N
@
¥
H
w
o>
>
1

(d) ’A:Z,)J:l

o
N
i

oo

() p=3, »=1

-

4

Y=

Il

k (£) t‘ =3, V=2 A
_ 1
Nous appellerons "fondamentales" les six représcntations spinorielles correspon-

dantes

Le type d'une représentation fondamentale dépend de la nature de l'indice égal
al:

si p= 1 , la représentation est une T-représentation,
si w =1, la représentation est une E-représentation,
si w=1 (co# ‘I\,,u) la représentation cst une U-représentation.

I1 y a donc deux représentations fondamentales de chaque typs.

REMARQUE, - Les deux représentations classiques (1) et (2) scut les représentations
fondamentales }».:3 sy ¥=1 et pP=3,2=2.

8. Relation entre lss six jeux de matrices de Dirac fondamentales.

‘k étant un jeu de m~trices de Dirac quelconque, considérons les 16 metrices

linéairement indépendantes

1 . R, 3 ‘ . Ry 3 2,3 .4
I ’ X ’ LN J , 1 X \6 ’ [ N ] ’ 1 X X X ’ ec 0 ’ X 3 X y *
De cet ensemble, on peut évidemment extraire des jeux de natrices de Dirac

autres que Xk . Six d'entrc eux sculement sont symétriques par rapport aux

indices d'espace §
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e X4; ™ LI
(8.1) 4 iyt 1?5 X 1y y*
LR z«szx”* TSR G

Si Klﬁ correspond & une rceprésentation fondamentale, ces six jeux s'écrivent 3

shxe®, g¥x1 3 gxg™,F6x1 3
(8e2) z O’UJXGU‘, (rxl H :o”“)xg‘*, F¥% 1 ’
6¥x 6%, WXL 5 %, sPxl o

(Le signe supéricur cst valable, si p¥ sont égaux aux indices d'une composante
principale : 23, 31 ou 12). A des signes prés, les six jeux de matrices de Dirac

(84R) correspondsnt aux six représentations fondamentales.

9. Représentation fondamentale du sous-—groupe des rotatiovnstri-dimentionnelles.

Une rotation spatiale quelconque peut &tre réalisée par une suite de rotations
darés les plans orthogonauxs On peut considérer ces plans comme plans de coordonnées
“ ) by . 3 . . '3
X X o Daprés (4.1), la matrice de transformation spinorielle pour une rotation

dans le plan (;c 3€ ne dépend des matrices de Dirac que par 1l'intermédiaire des

produits f( 5‘5. En représentation fondame male,

(9.1) X"‘Hﬁzl x6q5’e’

et les produits f‘xﬁ sont indépendants de la valeur des indices Net » . les
six représcntations fondamentales du sous=-groupe des rotations spatiales sont

donc identiques.

Lss représentations fondamentales sont des représentations normales particuliéres.
Comme telles, elles sont réduites pour le sous-groupe des rotations spatiales ¢
pour les transformations de ce sous-groupe les semi-spineurs L( et \}; se transfor-
ment séparément, fournissant ainsi deux représentations d'ordre deux du sous-—
groupe des rotations spatiales. Montrons que ces deux représentations sont iden-
tiquese

£

X

En représentation fondamentale, pour la rotation de lfangle © de x™ wvers x

la matilce de transformation spinoriellc s'écrit, d'aprés (4.1) et (9.1),

A A

(9.2) D(S;J (®) =1 x (cos gl - sin g- 9 .
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Ou x, IE Y formant une permutation paire,

(9.3) “SP(G) =; x (cos-g-I +3i sin g-‘.o") .

Or, s' et s" désignant des matrices d'ordre deux quelconques,
A A A
(1 x s*)(1 xs") =1 x st g",

En représentation fondamentale, la matrice de transformation spinorielle est

donc bien des la forme

A S
(9.4) S =1xs8 =( }
(3) s

pour toute rotation spatiale.

& €]
Ies trois matrices cos %-1 + 1 sin §-6x sont unitaires. La représentation

semi~-spinoriclle (s) du groupe des rotations spatiales est donc unitaire et les
formes hermitiennes iﬁ ¥y 4}\? et % Y sont des invariants du groupe des
rotations spatiales. Pour le retournement caractéristique,, %;xF et \;\y se

transforment en cux-mémes, \; y changs de signe.

10« U-représentations fondamentales du sous-groupe des rotations quadri-dimen-
sionnclles.

Une rotation quadri-dimengionnelle quelconque peut &tre réalisée clle aussi
par une sulte de rotations dans des plans orthogonaux. Coure précédemment, on
peut considérer ces plans comme plans de coordonnées. Nous connaissons déja 1l'expres-
sion de la matrice de transformation spinorielle en représentation fondamentale
quelcongue, pour une rotation dans un plan de coordonnées perpendiculaire &
1l'axe du temps. I1 nc reste & calculer que la matrice, de transformstion spinoriel-
le pour une rotation dans un plan de ceordonnées passant par l'axe du tewps.

En représentation fondementale (r4, v) , pour la rotation de 1l'angle ©
(imaginaire) de x% vers < , la matrice de transformation spinorielle s'écrit
d'aprés (4.1),

(10.1) S (8) = cos 29- I - sin -g-é'r{o‘yx o,}(
4
ou y
(10.2) §4(0) =cos-g-I +ia}w sin-g-o’“x ¥ (erp=11)
avec ' '
(10.3) £ = -

pr= T By
(g¥‘y =+1 gi By Yy forment une permutation paire, c'est-a-dire si }L y VY

sont égaux aux indices d'une composante principale). Ainsi S (0) en

¥4
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représentation fondementals (‘x ») est égele & S (=.8) on représentation
4
fondamentale (» N) o Si 1l'unc des deux représentations fondamentales (P w) et
(v \{) est unc E-représentation,l'cutre est une T-rcprésentation j mais si

l'une est une U-représentation,l'autre est également une U-représentation.

Si la représentation fondamentale est de type (U) , «o=1 et 1l'équation
(10.2) s'éerit
‘ 97 _ A

cos 51 + ie', » 8in 56
' b/4 cosz-l'-’iz‘-‘;,singdt

Cette équation st 1'équation (9.3) donnant 1'expression des matrices D(S’[5 en
représentation fondamentale quelconque peuvent 8tre réunies en une équation
unique ¢

' *

v ! avec 0z =
km Sy ? 0

Les matrices S5 (@) sont unitaires, © é&tant réel ; les metrices s4(8) sont

hermitiennes, 9 étent imaginaire. Tous les s satisfont donc & la rzlation,
km

(10.6) g = s 17
km  km

et 1'équation (10.5) peut s'éerire sans utiliser 7 :

S
_ kn
(10.7)

=

S
km g-—];f

km

Or, s' et s" désignant des matrices d'ordre deux quelconques,

+ +
s'-l Sn"'l =[ (s sll)+]_1

En U-représentation fondamentale, la matrice de transformation spinorielle est
donc de la forme

(10.8) S =

pour toute rotation quadri-dimensionnelle, et la forme hermitienne \% \{J est un
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invariant du groupe de Lorcntz orthochrone propre. Pour le retournement de

1'Univers, \F %) change de signe.

11, Représentations fondamentales du groupe des retournements de l'esvace, du
temps et de 1'Univers et choix de représentations fondamentales particuliéres.

Les lois de transformations des spincurs pour les trois retourhements fonda~
menteux, 3quations (5.2), (6¢1) et (6.1'), contiennent des paramdtres (Ei) . La
valeur de ces paramétres (1 ou i) dépend & la fois do la nature de la repré=-
-sentation fondamentale (c'est-a-direc de la valeur des indices N‘et V) et de la
flectovariance du spinsur (c'est-a-dire de la valeur des coefficients 3; et 2?)0

" I1 résultc de la relrtion (6.2) que le nombre des paramétrés'zi(égaux a1l est
impaire Quatre cas ssulement peuvent donc se présenter

((a) '{\=1 , é:l , A3=1 ;

(11.1) < B Do Tt g
' (c) LR
k(d) 1%=1 , §=i , §=1 .

Les lois de transformation correspondantes sont @



(4)

()
(11.2)

7
(C)( )

7
@)

10-~14

p—zy ,

+
-\l
-y

1+ +1
-€

i
Ll
o

({)-——yi [¥e)
i

ke-—e : i\f ’

%>—+>i i\?

-£
{
¥

—<

! 4
.\\‘)__’__1?

=7ty

-

¢ =71y

“F-afli~y sy V¥

=y

\f-a;i:itp

vz 1y

-

y ==y

-

\P—):igy

-

y-—a»i iy

Y=y o, Y7y

Chacun des quatre systémes (4), (B), (C), (D) résume six ensembles de lois

de transformation, puisque la nature du retournement fondanental pour lequel est

valable chacune des trois lois de transformetion n'est pas spéeifide.

I1 nous reste & déterminer dans quels cas les lois de transformation sont de
la forme (4), (B), (C) ou (D).

Dtaprds (2.1), (2.2), (2.3).ct

(11,3)
(11.4)

(11.5)

S
E

——
—

(7.5), on a en représentation fondanmentele ¢

+

1+

1+

RS

;\o’vx 1,

E

i Achx1,
T

>\6wx I
T

(7) (C) correspond & (c) et (D) 2 (d) si &=1 .81 g£=-1

1ltinversce

s 1 est
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Explicitons les matrices S, S , S pour chague type spinorisl :
T U

E

S S S

T E U
\%f ii’é"‘xl io”’xl :wal
1
: + g & + » + »
3] ototer Ligwl Egexd
i

(11.6)

.g‘, i6r\xl :o’yxl iiéwxl
1
%, 261 ri6s1 Yigex 1
i

Deux cas sont donc & disitinguer.

I. - Spinours }1 (8)
i

L'ensemble des trois matrices S , S 4 S se compose des matrices
E T U
faclt ti R tae3

y =10 5, =

I:ss lois de transformation sont donc de la forme (D).

. 1 i
II. - Spineurs ﬂ% ’ \% ’ \f- .

Désignons par 1 1l%un des trois indices by >, w avee la convention

suivante
1
m= B pour les spineurs v ,
1
= v pour les spineurs @ N
i
N=w pour les spineurs \%r .
1
1° n=1 .
Ltensemble des trois matrices S , S , S se compose des matrices
T
+ 1 + 2 +
-1 , =0 y - O‘3

1
(8) Sur le r8le particulier des spineurs g , cf. (3).
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Les lois de transformation sont donc de la forme (C).

2°ﬂ=2.

L'ensemble des trois matrices S , , S se compose des natrices
E

S
T
, fi6® , tg? .

ot
Les lois de transformation sont donec de la forme (B).
3° =3,
L'ensemble des trois matrices g 5 3 » % se conpose des matrices
i619i52,i153 .
Les lois de transformotion sont donc de la forme (A).

A chaque valsur de 1l'un des trois indices pos P ouco correspondeht deux
valeurs du couple (V_Jﬂ y Clest-a-dire deux représentations fondamentales.

A chaque valsur de [1 correspondent donc six cas.

fdunissons 1l'ensemble des résultats précédents en indiquant explicitement le
domaine de validité des lois de transformation (4), (B), (C) ou (D).

T-représentations | E-représentations | U-représentations
(12) (13) (k1)  (31) (23) (32)
¥ c c B A B A
1
| §? B A c c A B
(11.7) . )
é% A B A B C C
1
v D D D D D D
i

On a évidemment intéré€t a utiliser une représentagion ol sont valables les lois
de transformation (A)e D'aprés ce qui précéde, ceci n'est pas possible pour des

1 s . , .
spineurs ¥ , ainsi que pour les spineurs -é— en T-représentation, pour les
i -1

spineurs §T en E-représentation ¢t pour les spinsurs f% en U-représentation.
1

Par contrs, les lois de transformation sont bien de la forme (A) pour les spineurs

1 » 3 ’ 3
¥ en E-représentation et en U-représentation, pour les spinsurs {& en
1
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U-représentation et en T=-représentation ot pour les spineurs 1$- en T-représen—
1

tation et en E-représentation, & condition que ces représentations soient conve—

nabl:ment choisies.

Les représentations de néme type, conduisant aux lois de transformotion (4) dans
le cas de spineurs de flectovariances différentes, sont toujours distinctes. On a

donc intérét a utiliser toutes lcs représentations fondanentales et non seulenent

une dec chaque typee

(1]
2]
(3]
(4]

(5]

L6]

(7]
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