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SUR LA STRUCTURE DE L’ELECTRON

par G. JAKOBI et N.N. KOLESNIKOV
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(Séminaire Louis de BROGLIE)

Année 1957/58 
,

14 janvier 1958

INTRODUCTION. - Les expériences récentes de diffusion des électrons rapides sur les

protons ont montré un écart par rapport à la formule habituelle de 

formule valable pour deux particules ponctuelles interagissant d’après la loi

de Coulomb. Le caractère de ces écarts indique qu’une loi d’interaction pure-
ment coulombienne, aux petites distances, n’est pas possible.

HOFSTADER et d’autres (cf. [ ~~ i [6] , ~ 3 ~ i [23] ~ [24] ) ont montré que pour
expliquer ces écarts, il suffit d’admettre que le proton n’est pas une particule

ponc tuelle et que sa charge et son moment magnétique sont répartis suivant une
certaine loi.

La théorie actuelle n’a pas assez d’arguments pour prédire un électron étendu,
toutefois il semble prématuré d’exclure cette possibilité, avant qu’aient été
effectuées des expériences, où des effets dûs à la structure de l’électron

auraient pu se révéler. Dans la théorie de l’électron étendu, on évite les diffi-

cultés liées à la masse infinie, et le "rayon classique" de l’électron a un

sens physique C 19~ , De plus on pourrait expliquer les expériences de diffusion 
’

des électrons rapides sur les protons par le fait qu’aux petites distances

apparaissent des effets non linéaires du champ électromagnétique.

Examinons ces deux possibilités en essayant de déterminer quelles expériences
pourraient révéler la véritable interaction aux faibles distances.

Commençons par l’ exa men de la théorie linéaire des particules étendues.

1. Interaction de l’électron avec le proton et les autres particules.

a. Interaction Electron-Proton. - Nous examinerons dans ce qui suit le seul
cas de l’interaction des charges électriques. Car dans les conditions des expé-
riences de Hofstader, dont nous chercherons avant tout à donner une interpré-
tation, l’interaction des moments magnétiques donne un effet moins important
pour presque tous les angles. Nous supposerons de plus que les répartitions de



charge de proton P de l’électron 03C1o (r2) sont à symétrie sphérique
et r sont respectivement les distances au centre du proton et de l’élec-

tron). L’énergie d’interaction d’un proton étendu avec un électron étendu dont
les centres sont à la distance r peut alors être mise sous la forme

En effectuant l’intégration par rapport aux angles dans (1) on obtient

Dans le cas de la diffusion des électrons rapides sur les protons l’approxima-
tion de Born dans le cas relativiste [8] , [13 ] [24 ]

donne des résultats peu différents de la valeur exacte de la section efficace.

La proportionnalité au carré du coefficient du facteur de forme se

conserve aussi dans la formule exacte pour des pas trop élevées.

détermine la manière dont la section efficace dépend des particularités des

interactions entre les diverses particules, autrement dit de leur structure.

En portant (2) dans (3) et en intégrant par parties les intégrales contenant
les deux premiers termes du second membre de (2) on obtient :



Supposons alors que grâce à la rapide décroissance de 03C1p et seul le

domaine kr ~~ 1 joue un rôle essentiel c’ est..à..dire que les impulsions de recul

p = ~k ne sont pas très grandes ce qui est en tout cas réalise pour des énergies

pas trop élevées (c’est-à-dire dans les expériences de HOFSTADER).

Alors ~ 1 - k2 r2 6 . En portant dans le premier terme du second membre

de (4) les deux termes de ce développement et en se limitant pour le second

terme de (4) au seul premier terme du développement on obtient

En effectuant une série d’intégrations par parties et en tenant compte des

conditions de normalisation, on obtient finalement

De sorte que si l’on admet que l’électron n’est pas ponctuel, les valeurs 
obtenues par HOFSTADER pour le rayon quadratique moyen du proton ~0~ 8 _ 0~ 10.10 cm)

devraient représenter la racine carrée de la somme des carrée .

des rayons quadratiques mcyens de l’électron et du proton.

De façon analogue la structure de l’électron apparaitrait dans le déplacement

des niveaux d’énergie de l’ atome d’hydrogène [ 17] . Le déplacement des niveaux

d’énergie dûs à la structure du proton et de l’électron, en première apprcxi-

mation, sans tenir compte des effets de distorsion des fonctions d’ondes 
élec-

troniques et des corrections relativistes qui sont peu importantes dans ce 
cas



~ 15 ~ est à

dans mesure où V + e2  décroît très vite à des distances beaucoup plusr

petite s que le ray on de l’orbite de Bohr, pour l’état ns de l’électron on

peut alors sortir .. |2 de l’intégrale en la su pp osant é g ale à savaleur àe

l’origine. En portant de plus pour V la valeur (2) on obtient :

En intégrant par parties, on obtient q ue le premier terme est égal à tandis
, ~, , , ~ . 

p 
.

que le second terme, d’après (7) et (8), est à r2e>; finalement en exprimant
0394E en cm-1 nous aurons

b. Interactions des autres particules. - L’interaction d’un électron avec un

neutron est purement électrique et ne dépend que de la structure de ce dernier
ce quô l’on peut montrer à l’aide d’un calcul analogue à celui effectué ci-

dessus, on a alors

L’ interaction du positron avec le neutron et le proton est analogue et l’inter-
action de l’électron avec ces particules. Avec cette différence toutefois qu’il

rem r2 ‘ ar le ra yon quadratiq ue = 
’faudrait remplacer r2e> par le rayon quadratique moyen du positron dans la

formule ~9~ si les répartitions de charge de l’électron et du positron s’avéraient
différentes.

c. Interaction élcctron-deutéron. - On a :



qui dépend en particulier de ~ r~ d~ qui caractérise la répartition de la charge dans
le deutéron qui détermine la fonction d’onde du proton.

De (13) et (il) il résulte que la partie du déplacement de Lamb (Lambshift)
[22J due au volume est égale à la différence des énergies données par (13), et
(11) ne dépend pas des dimensions de l’électron et du proton

La différence des sections efficaces de la diffusion élastique, ne dépend aussi

qu’approximativement de la différence r2d> - r2n> .
Si les répartitions de charge de l’électron et du positron sont les mêmes,

les effets dûs au volume dans les interactions e- e- , e- e+ , e+ e+ doivent

être rigoureusement égaux et ne dépendre que de 4rf y .

2. Self-énergie de l’électron.

L’énergie électrostatique W de l’électron ayant une répartition de charge
P peut être mise sous la f orme

Mais d’après le théorème de Gauss

d’où en portant l’expression de E dans (15) et en intégrant par parties on
. obtient

et comme W = m 
o 

où mo est la masse de l’ulectron au repos et rn le

rapport de la masse électromagnétique de l’électron à sa masse expérimentale ;



3. Théorie non linéaire.

Supposons alors que l’électron est une particule ponctuelle mais que le

champ est non linéiare, cette non linéarité n’est toutefois sensible qu’aux

petites distances ( [2] , [3] , [4] , C9~ , [lo~ , [il] , [~g~ , [~~~ ~. Nous
allons rechercher les conditions générales que doivent satisfaire le Lagrangien
d’un champ non linéaire.

Pour que le Lagrangien soit invariant, il doit être une fonction des invariants

du champ électromagnétique formés à partir des dérivées des potentiels du champ

électromagnétique. L’invariant formé à partir des composantes du potentiel I~~,
ne doit figurer dans le Lagrangien car alors on n’obtiendrait pas des équations
du type de Maxwell [4] , [9] , [ ~ 0 ~ , [il] , [19] .

Pour cette mime raison nous ne devons considérer ~ que comme une fonction de
l’invariant’ 3 formé à partir des composantes du tenseur antisymétrique

à savoir ~ = Formons alors l’intégrale - ~ (~) dx (inté-

grale quadridimensionnelle) et utilisons un principe variationnel de la manière habi-

tuelle, en prenant A ~ pour variables. En annulant la variation, on obtient

l’équation d’Euler [4 ~ , [ 9~~ , [ 10~ , [ 11 ~

Par ailleurs en tenant compte de 

~ 

ce que f ~ ~. - peut écrire

d’où en tenant compte de (17) et de (18) nous avons

de cette formule il résulte que



c’ est pourquoi

Montrons que la propriété d’invariance du Lagrangien peut être utilisée pour
le mettre sous une forme plus simple, pour cela effectuons une transformation

infinitésimale des coordonnées [1] ~ [4] ~ [9] ~ [10] ~ [il] ~ x~== x~+~~,~
pour laquelle le potentiel A ~ et ses dérivées deviennent

Le Jacobien de la transformation est égal à :

De l’invariance du Lagrangien pour la transformation :

en annulant les coefficients de et en tenant compte de ce que

p03C3  A . ~  03BE03BD = 0 étant donnée l’ antisymétrie de il vient :

De plus le tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique peut ~tre

mis sous la forme

~ P pourquoi en tenant compte de la formule (24)

on peut écrire ;



et en particulier l’hamiltonien H44 sera

On peut montrer que dans le cas de l’électrodynamique non linéaire on a
les marnes conditions de conservation que dans le cas linéaire. Et de plus le

théorème de Von Laue est vérifié ~~ ~ ~ ~ 9~ ~ ~ l0~ ~ ~ 11~~ ! ~ ~9~ .
Passons maintenant aux notations vectorielles habituelles de l’électromagné-

tisme. Les vecteurs intensités E et H des champs électriques et magnétiques
ainsi que les inductions correspondantes D et B seront définies de la manière

suivante :

Les équations d’Euler (18) et les conditions d’intégration

(résultant du choix particulier de la fonction f ~’ ~ donnent les équations de
Maxwell sous leurs formes habituelles.

Toutefois alors qu’en électromagnétisme linéaire dans le cas du vide on a
B = H , D=E en théorie non linéaire ces relations ne sont pas conservées.

En effet comme

où ce qui revient au même

Nous trouvons de plus



Passons maintenant à l ’ étude . Ju cas statique, Soit une charge ponetuelle e ,

il résulte alors de 0 que ~-- . De plus si nous avons
la forme explicite du Lagrangien, en utilisant la formule (29) nous pouvons toujours
calculer E .

Comparons alors au champ non linéaire E donné le champ linéaire Ehn qui
se confond avec lui. Il est évident que la source de ce dernier peut être une

certaine répartition équivalente ? de la charge e ~ 18 ~ , D’après le
théorème de Gauss :

tandis que

dans le cas statique et

dans le cas général avec J. = 1 (D2 - H2) .
Ces dernières formules montrent que l’on peut se donner aussi le Lagrangien

à l’aide de la fonction de répartition de charge équivalente ; une telle notation
sera plus commode pour ce qui suit.

Exprimons, en tenant compte de (31) l’énergie totale du champ



En posant M = m.~) la masse électromagnétique de l’électron, l’expression

précédente peut ~tre mise s ous la forme :

Montrons alors que pour tout p (r) toujours positif, on a : 2Re == r2>  -1Re .
Pour cela mettons r2> sous la forme 

’

et montrons que le coefficient de 20142014=20142014~. est supérieur ou égal à 1 ou encore,

)y>r
ce qui revient au même, que

Pour cela après avoir posé ~ = P e (r)r ? mettons F sous forme de limite d’une

eoimne :

mais comme

on a aussi F~-0 .

De (32) et (33) il résulte que l’on doit avoir la relation



Dans le cas non linéaire il est raisonnable de supposer que toute la masse

a une origine électromagnétique c’est-à-dire que n = 1 . Mais alors l’inégalité
(35) n’est pas vérifiée même dans le cas particulier où le proton

serait ponctuel. Car d’après les expériences de Hofstader le rayon quadratique
total est plus petit que la moitié du rayon classique de l’électron. De sorte

que la répartition de charge équivalente doit changer de signe.

Dans le cas de la théorie linéaire de l’électron étendu on doit avoir une

relation analogue à (35). Avant tout on peut montrer que pour une valeur donnée

de la masse électromagnétique, le rayon quadratique est minimum pour une réparti-

tion de charge uniforme dans le volume [14D (1) . Mais dans le cas où ce domaine
est une sphère de rayon R l’énergie ôlectrostatique est égale à -~~2014 ce qui°’ 

o 
’ 

o

Cherchons l’extremum de la fonction coulomb e2 = -r-rT2014 dans le cas où  r2> = Cte .

Pour cela formons la fonction



Toutefois on ne peut pas faire à partir de là les mêmes conclusions que dans la

théorie non linéaire)ne serait-ce que parce que dans la théorie linéaire on ne

peut pas supposer que toute la masse a une origine électromagnétique, car un tel

électron ne serait pas stable. Pour expliquer la stabilité et la non déforma-

bilité de l’électron en présence de champs électriques intenses, il faudrait

supposer l’existence d’une tension complémentaire de très grande intensité entre

les diverses parties de l’électron. Mais alors la masse électromagnétique
do l’électron devrait beaucoup plus grande que la nasse 

’

expérimentale . En théorio non linéaire noue ne renoontron8 pas de telles

difficultés.

Le problème de l’ interaction des particules en théorie non linéaire n’est pas

très simple. A cause de la non linéarité du champ on ne peut pas séparer, en

général, le Lagrangien an Lagrangien du champ libre et Lagrangien

d’interaction, bien que cela soit toujours possible en théorie linéaire. Toute-

fois si l’on se donne le Lagrangien du champ on peut toujours calculer l’énergie

d’interaction. Etant donnée l’importance de cette question, examinons l’interaction

d’un proton étendu avec un électron, en se limitant comme ci-dessus aux interactions

électrostatiques. Nous utiliserons le fait qu’en théorie non linéaire les vecteurs

inductions s’ajoutent comme en théorie linéaire tandis que cela ne se produit

pas pour les champs. Soit

le vecteur induction crée par le proton étendu ;

le vecteur induction créé par l’électron ponctuel



De plus d’après les formules (30) et (31)

En déduisant de là l’énergie du champ libre (champ des particules sans inter-

actions)

on obtient simplement l’énergie d’interaction



On voit aisément qu’en passant à l’électromagnétisme habituel, il vient

Sans tenir compte de la forme compliquée des expressions Wz~ , W ~ ~ on

peut quand même les évaluer au moins dans le cas où le rayon du proton est plus

grand que le rayon d’action de la non linéarité ; supposons que la non 

n’agit que dans un petit domaine r° de sorte que op p dv ~ 1 pour tout

r > r r° . Traçons du point où se trouve la première particule (centre du proton)
et de celui où se trouve la deuxième particule (électron) deux sphères de rayon
r° . Alors suivant la distance des deux particules, on peut avoir les deux cas

suivants :

i. les sphères se coupent .

ii. les sphères ne se coupent pas.

Examinons d’ abord le premier cas, c t est-à-dire lorsque ro  R 2 . Dans la
région ou r2  r ,

car r2 > r’1, > étant donné que d’après (41) r’ ne peut pas être plus petit

que le rayon r 
P 

du proton qui est lui-même plus grand que r~ . Dans le do-

maine où r? ;> r ~ r’ n’est pas plus petit qui est toujours
7~ ?2 p

plus grand que r et comme r’2 est aussi plus c’rand que ro on peut sans

changer la valeur de l’intégrale j!o ’ 03C1 dv’ remplacer la borne supérieure par

~2 -
De façon analogue on peut examiner le deuxième cas, on peut alors démontrer que

l’on peut remplacer r’ par r2 . De sorte que nous pouvons noter 
’

-~ -~
En remplaçant D. et D2 par leur valeur il vient :



Mais ceci est l’interaction d’un proton de répartition de charge p et

d’un électron de répartition de charge Autrement dit l’interaction de ces

deux particules peut être mise sous la forme ~1~ et c’est pourquoi on peut en
théorie non linéaire utiliser les mêmes raisonnements que ci-dessus pour l’inter-

action d’un proton et d’un électron étendu.

L’évaluation montre que le terme correctif à W~ ? représente une erreur 
,

En examinant l’interaction de deux électrons les termes et W12 deviennent

très sensibles aux distances de l’ordre des dimensions des particules. Un détail

important de la théorie non linéaire est la différence de la diffusion e~ e~

(ou e é+) et e~ e car dans le cas de l’interaction de particules de mêmes

charges, W~~ a le même signe que W ~ et W22 . Alors que dans le cas de

particules de charges de signes différents est négatif tandis que W 21
et WzZ sont positifs. 

.

Un effet analogue, bien que beaucoup plus faible, devrait se produire lors
de la diffusion des positrons sur les protons comparées à celle des électrons
sur les protons. En théorie linéaire les diffusions e- e- et e- e doivent

être identiques marnes en tenant compte des dimensions de ces particules.

Par ailleurs les théories linéaires et non linéaires doivent conduire à des

répartitions angulaires un peu différentes (en particulier dans les expériences
e- e~~ car dans les théories non linéaires de répartition de charge doit changer
de signe, tandis que ceci n’est pas obligatoire en théorie linéaire.

Les corrections possibles peuvent être introduites en tenant compte des effets

radiatifs purement quantique [7] aussi bien dans le cas de la théorie non
linéaire de l’électron ponctuel que dans la théorie linéaire de l’électron

étendu. Toutefois il est douteux qu’elles soient assez importantes pour modifier

les résultats obtenus.

4. Paradoxe apparent des théories non linéaires.

Pour obtenir, sous leurs formes habituelles, les équations de Maxwell, le

Lagrangien des théories non linéaires doit être mis sous forme de somme des



Lagrangiens du champ et de l’interaction, où le Lagrangien d’interaction est égal
A~ . Toutefois la formule de Lorentz habituelle n’est pas valable en théorie

non linéaire.

Examinons, par exemple, le cas statique de l’interaction de deux particules

changées. Essayons d’évaluer la force créé par la première particule et agissant
sur la deuxième. La particule agissante étant supposée ponctuelle. La force sera

donnée par l’intégrale e 
p d v où E est le champ total qui est égal à

Supposons de plus que n’est pas nul uniquement dans une sphère de

rayon très petit 
~ r o ~ 

0 . on peut - écrire dans ce que D # D2 . Mais on
voit alors que F = 0 .

+

De sorte que bien que le champ existe (E ~ 0~ la force d’interaction est

nulle. Ce résultat inattendu est une conséquence de l’existence en théorie non

linéaire d’un champ maximum . Au voisinage d’une particulela composante princi-
pale du champ total est donnée par le champ créé par cette particule elle-même

(E ~ E ) . Ce résultat erroné est me conséquence de la non validité de la
formule de Lorentz dont la forme doit changer en théorie non linéaire.
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