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SUR QUELQUES TYPES D'EQUATIONS D'ONDES NON LINEAIRES
ET LEURS SOLUTIONS

par Gérord PETIAU

Je me propose d'exposer ici quelques résultats que j'ai obtenus dans 1'ltudu
de certains types d'équations d'ondes non linéaires susceptibles d'étre introduites

en mécanique ondulatoire.

Certaines de ces équations ont déja été rencontrées notamment par SCHIFF, IVANENKO,
FINKEISTEIN et HEISENBERG. Mon point de départ est trés différent de celui de ces
auteurs et je pense que ma méthode pourrait compléter et éclaircir certains de
leurs résultats.

Je commencerai par des considérations sur les hypothéses permettant de guider
dans la recherche des éguations d'ondes non linéaires susceptibles de généraliser

les équations de la mécanique ondulatoire ordipaire,

1, Ies types de solutions de l1l'équation de Klein-Gordon.

Je vais commencer par examiner les solutions de 1'équation de Klein-Gordon 3
p q

moc

2.
(1) D«y(x’Y)z;t)"'\‘O‘y:O’ V’O:T
représentant en mécanique ondulatoire ordinaire les corpuscules sans spin.

Suivant les problémes étudiés, on considere différents types d'ondes L4 , solu-

tions de cette équation.

Ce sont les solutions appelées s

ondes planes,

ondes invariantes,

ondes sphériques,

ondes champs propres,

ondes guidées.

I°Lles solutions ondes planes s'obtiennent & partir de 1'équation (1) en Supposant

que les fonctions @?Kx_, ¥y, %, t) ne dépendent que d'une geule variable [ ’
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combinaison linéaire d¢ x, y, 2 , t de la forme

2) fr=;§-[m- &N
d'ou
(3) T(x,y,z,t =YX

les parametres W ,'E sont liés par la relation

La fonction‘Qf(Z) est déterminée par une équation différentielle

2{1;«
d -(L) +<{TT =
5z =0

(4)

Ia solution générale est alors une combinaison linéaire de deux types de solutions,

paires et impaires s

(5) ¥ =k cos T, ¥, =4 sin T,

Les différentes waleurs des fonctions qi(t) peuvent &tre considérées comme déduites
de la solution du systeme propre
= V(t)
~ 21 2 , .
(alors T = %S my © t = VO ¢ t) au moyen d'une transformation de Lorentz.
Nous pouvons déja remarquer que les solutions (5) sont des solutions de (1)

dépendant d'une seule variable, périodiques, uniformes et d'amplitude finie.

20 Ies solutions dites invariantes s'obtiennent & partir de (1) en considérant

des fonctions ¥(x, y, 2, t) qui ne dépendent d¢ x , y, z , t que par
1'intermédiaire d'une seule variable auxiliaire, celle-ci étant un invariant

relativiste.

On prend généralement

On voit facilement que



L'équation (1) s'éerit alors

2

@ 3d . 29Ty
L=+ 5m"* o ¥ () =0

C'est & nouveau une équation différentielle dont la solution générale s'exprime

au moyen des fonctions de Bessel @

¥ (u)

1

Slw gl

Ty (P w) + %"' Ny o w)
B!
H1(1)('\*0 u) + o H1(2)(Vo u)

Ces fonctions ne possédent éventuellement qu'un point critique : le point u =20

correspondant au céne de lumiére,

30 Pour 1lt'introduction des ondes sphériques et des ondes guidées, nous allons
supposer qu'il existe attaché au corpuseule un repére privilégié Ry dans lequel
les fonctions d'ondes Y (x , y, z , t) s'expriment sous la forme d'un produit

d'une fonction de t , soit 'i’l (t) et d'une fonction des variables d'espace

'%(nys z) Ouirz(ryey‘?)
Vix,y,z,t) =‘I’r1(t) *?z(x , ¥ s 2) =“1‘1(t)@’2(r , 8, 8)
alors on aura

s
¥

2 2

1 —\.“xf 21\" VT__
- ‘{1’"“2"% v, =0 .

Introduisant deux constantes de couplage -)‘-1 , 7\2 , telles que

R
N-h=ig
¥ (1) et 14 (t) satisferont aux deux dquations
1 2 q

2 -
a~+

—-—-21- + {fi(t) =0,
dt

&':\:':z(x s ¥ 5 B) +)\2 “?2(x , ¥, 2)=0

Nous supposerons )\1 et }\.2 réelles O"l sera >0 , ceci afin d'éviter que
les solutions ‘}’1 (t) ne soient de type évanescent ; ces solutions seraient &
considérer dans une étude plus générale que je ne fais pas ici). Alors

- iV,'t -1\t
c, e 'osc,e 1 =cpcos VAt +Chsin VAT H .



Pour les. fonc¥ions \1"2 , deux cas sont & considérer.

En effet on a 7\ .)\ \’LO , d'ou

2

N

a. N> g s N>o o
L¥,+ N, Y, =0, N, >0,

admet pour solution générale

"‘l’z(r, ,\?)_-——[AJ /'rz’r)+BN 1(\/X‘r)]YQl(G,L?)

b b
2
b. Mg, Ay <o
AT DI =
AN ?2 l)\2$ ¥, =0
admet pour solution bornce quand r —> o0
- A
Tyle s 0, 9= (VIR e,y
2
(12 solution en I , diverge pour r =% ®) .« Si nous nous bornons au cas
*z
)
‘k’z(r , 0,9 :“lfz(r)

alors on a dans les cas

sin \\g cos VXZ‘I‘

Qe %Z(r) = A! ——-——'r-——_ + B! T
. -VIN] r
b, Y(r) =L e & :

Les solutions dites ondes sphériques sont obtenues & partir de ces expressions,
en posant

2 2 -5
} W K? - P _ 2
ﬁ’:i 0’5 % *7 lKl ’
>\1 ’XZ Tté.101->\>\»2
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¥ sph =4§’1_(t)*¥2 (r)

— -
= (C} cos Kot + G} sin Ket) (A" iirillf_‘_ﬁ + AN EES_ILI.{_’._E)
- >
- cn 2in(Ket % || r) cu cos(Ket ¥ k| r)
-1 T SRR T

]

Ces ondes sont les ondes sphériques (du cas X = 0) de la mécanique ondulatoire
ordimaire.,

Celle-ci considere en outre le cas particulier, dit du champ propre de la particule,

Ces ondes correspondent au cas ol

A, =0 alors ¥(x , ¥, 2, t)= ‘Qé (r) = @?Kr) .

&
i

0 entrafne |Az] = Pg ,
CO —y.or

.‘y(r) = "r_ € .
Cette solution en fixant la valeur de la constante CO est considérde comme
champ ?P' créé par une source Cy localisée au point r = O dans le systéme

propre de la source,

On passe de ces solutions ondes sphériques générales aux solutions ondes guidées

en considérant les solutions (a) et (b) compldtes et en effectuant sur le repére

R, une transformation de Lorentz générale,

Soit
ct

ch ¥ ct' = sh ¥ 2' , x=x'

2z

sh Yet' -=chyz' , y=y'
\ o)
r -—;x’z + y'2 + ch‘}([z‘ - th Y c‘o']2
Ve
Viy t = V] [eh Yet' - sh Ya'] .

Posent \/X; = Vl ’

.—?
K =gy oh Y, IK]= b osh Y, thX:vl

sy -
v)\it'"‘yKl Ct"‘!Kl\ z!
K.\2
2 2 2 1 2 2
r - x4y o+ z' - v, t! = p'
’ (\!‘i! ( 1 * =

<J- 3 Y . )
Y(x,y, 2, t)=[Ccos \/}\1’0+C'1'31n V‘Et]x
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> >
= [C] cos(k, ct' - \K | ') +cn sin(K1 ct! - 1K1| 21)] x
‘ sin \/g? cos \/S p'
x [4? —— B!
] Vr
De méme lo solution champ ¥ ,'Y (r) = CO

culiére

donne la solution guidée parti-

-“O \/x'2+y'24ch2 X(z‘—th}jct')z
C.e
0

{k(x! y yl , 7! , t!) - , : -
"\/x'ﬂy'ﬂchz Y (z'-th ¥ ct')”

correspondant au champ de Yukawa d'une source en nmouvenent rectiligne et uniforme.

Alors que les solutions du type ondes invariantes étaient des solutions de (1)

3 points eritiques fixes, les ondes guidées sont des solutions & points critiques

mobilag (c'est-a-dire dependant des constantes d'intégration).

2. Ies ondes planes associées aux fonctions elliptiques de Jacobi,

Dans une extension de la mécanique ondulatoire, nous devons généraliser soit
1'ensemble de ces types de solutions (équivalentes dans un schéma lindaire lorsque
1'on se borne aux solutions réguliéres), soit seulement certaines d'entre elles
que des raisons physiques nous conduisent a considérer comme rattachées plus

directement 3 la représentation de la matiére.

g1 pous considérons les solutions du type ondes planes, nous avons vu qu'elles

peuvent &tre considérées comme résultant de 1'application des transformations

du groupe de Lorentz aux solutions particuliéres du systeme propre

2T, o2t o s
)Asm'ﬁ'-ﬂsmh my © t..ns:LnZTH)Ot
\

—
==

9

| M. 2
\éXCOST—ACOSH—mOC 1,

Cette forme de sclution met en ¢vidence un caractdre fondamental de la repré=-

sentztion des corpuscules en mécanique ondulatoire :

Dans le systéme propre du corpuscule, la fonction d'ondes associe & celui-ci
une "horloge" c'est-a-dire une fonction périodique du temps propre de période

m. c
, _ "o
27 et de fréquence VO =

Si nous voulons généraliser cette conception tout en essayant d'enriihir la

notion de corpuscule en introduisant non plus la seule constante intrinséque
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my c

Vy = —p— mais deux ou plusieurs constantes, la généralisation la plus immé-

diate consiste & prendre comme fonction d'ondes représentant le corpuscule dans

son systéme propre, au lieu des fonctions circulaires cos T ou sin T certaines
des fonctions elliptiques de Jacobi possédant une période réelle et une période
imaginaire définies au moyen d'un nombre k compris entre 0 et 1, 0gkgl

par les intégrales '

T

K(k) = (? a0 , K= K(&')
J0 \/1 -kz sinze
2

avec k'2=1-k s, O<gk' <1

Pour k¥ -—> O ces fonctions tendront vers sin T et cos T .

Lo théorie des fonctions elliptiques de Jacobi définit trois fonctions fondamen-

tales

sn(u , k) de périodes 4K et 4ik!
cn(u , k) de périodes 4K et 4iK!
dn(u , k) de périodes 2K et 2iK!
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A partir de celles-ci, on construit un systéme de 12 fonctions fondamentales

en adjoignant aux trois fonctions principales leurs inverses et leurs quotients.
Nous avons notamment les relations ¢

sn(u+K,k):cd(u,k)=.°£.%.

snfu, 0) =sinu , cd(u, O) = cos u

snfon, 1) =thu cdfu, 1) =1

en{fu + K, k) = - k' sd(u,k):-k‘-(si-:l-l—-}—li‘
en(u , 0) = cos u sd{u, 0) = sin u
en(u , l)z?llz_ﬁ
dn(u+K,k)=-k'nd(u,k):—d];'u
dn(u , 0) = 1 an(u, 1) = 5=

Nous sommes donc conduits & poser ici ¢+ u=71, d'od

IIIO 02 mo sz
4K (k) D, t = 4K (k) —¢ = t= Yoot

4K est iei 1'analogue du facteur 27T du cas trigonométrique.

h & h

fro= p L

A1) remplace T
n 02

(remorquons que <t) .

l"'O sera défini par oy

Dans le systeme propre nous serons condults & considérer trois systémes possibles.
10 Asn(T, k) et A' cd(r, k)
20 Aen(T, k) et A'sd(T, k) .

Ces deux types de fonctions soit paires soit impaires se réduisent pour k.= 0
aux fonctions sinT et cosT .

30 Adan(T, k) , &' nd(t, k)

Ces fonctions paires se reduisent pour k = O & des constantes (dn(0) = 1) .
On sait que les fonctions snu, cnu, dn u, satisfont aux équations diffé-
rentielles suivantes

10 y'2+(1-2k2) y2+k2y4-k'2=0
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o pour solutions avec  y(0)

H

[y
-
&<

i

cnu

I
o

avec  y(0) =k'sdu.

-
e
I

Par suite
y" o+ (1 - 2k2)y . 2% y3 =0
a pour solutions

y=cnu si y0)=1 y'(0) = 0

y = k'sdu si y(0) =0 y'(0) = k' .
2° 3'2 + (1 + kz)y2 - ¥ 77 ~1=0
a pour solution bornée

avec y(0) =0 y=snu
avec y(0) =1 y=cdu.
Par suite
v o+ (1 0+ kz)y - 2° y3 =0
a pour solution

y=snu pour y(0)=0 y'(0) =1

y=cdu pour y(0) =1 y'{0)=0

30 y'2 - (1 + k‘z)y2 + y4 + k'2 =0
a pour solutions
aﬁec y(0)=1 y=dnu
avec y(0) = k' y=k'ndu .
Par suite
Y - 1+ )y 422 =0

a pour solutions
y=dnu pour y(0)=1, y'(0) =0 ;
y = k'ndu pour y(0) =k, y'(0)=0 .

Revenant des équetions différentielles satisfaites par les fonctions ¥ (T)
aux équations aux dérivés partielles satisfaites par les fonctions Vi(x , 3y, z, t) ,

on voit que
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10 T, =hen g7 (it - )]
¥, =Hictod [ (it - )]

sont solutions particulieres ondes planes de

2 2
- 2k -
Ov+ (@ - ZkQ)Vg’§’+ -TXF;EQ‘Qfa =0

20 £ %n[%(Wt-m)] ,

Aed [-%-} Wt - px)] ,

"

“c
sont solutions particuliéres de
. 2k2!k2
- 2y R 0%3 _
DY+(1+k)PO’Y_T‘§’; =0 .,
. 1
30 ¥ =Ndn [7.'&7 (Wt - px)]

{};ld = N\ k'nd [% Wt - px)] ,

sont solutions particulieres de
> 2
0¥ - (1 + kg T -{VQ“YB =0

3. Les solutions ondes planes des équations d'ondes 3 termes non linéaires en'{YB .

Réciproquement, nous pourrons utiliser ces résultats pour caractériser les
solutions ondes planes des quatre types d'équations d'ondes suivants

) D*P+}§“Y+§L§‘1’3=O,
P 0¥+ @2 ¥ - L ¥ =0,
§) | o - ﬁ’i’q@ P-o,
5 D‘(-p‘i“‘i’- 95\113=o .

Plus précisément nous allons chercher 3 déterminer lorsqu'elles existent sous

des conditions & préciser les solutions ondes planes d'amplitudes bornées de ces

équations.-
&) L'équation (&) écrite
: 2 2 33
0%+ h{ﬁ-w”}:’

]
o
-
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a pour solutions ondes planes
I - 1
Y =hen [? (Wt - px) + &, k],

en déterminant ¥ et k par

2 2
(1 - 23W2 = 2 Lty 2
o=t » —S=— =t
m02
_ 0
(P’O" 2?’ )'
On en déduit
2 12
2 12 ¥

2 2 )
Po=Pi *pe X 5 K ==y

2(*""1"’"(’2 —)\)
On vérifie que 1'on a toujours ici O é:szi % . L'onde plane " ntest done jomais
apériodique. La masse dynamique o est toujours supérieure a By -

Si réciproquement on se fixe FO :>V1 s, N. et k deviennent fixés : on a alors
2 2 2
2 _ Yo~ H 2 Mo-H
\. = ——Tn 9 k - .
Ha 2;0
. ag a 2 s
Seul A. dépend de FQ , k ne dépend que de ’LO et Pi « Les solutions ci-dessus

sont les seules solutions ondes planes de 1'équation (X) sans restriction sur

les conditions initiales.,

ﬁ) L'équation ()
2 2
D'?+ h&'-h-@a:o
admet pour solutions périodiques bornées les fonctions

F=hon (g Gt -px) + 5, 0]

On a ici
22 232
2 _ 2 [ x 2ot
o=t -—— E 2
17PN
%D est <M e 2
s
0¢ ¥ €1 entrafne 1a condition A< -



3=12

Ceci correspond & des restrictions sur les conditions initlales ¥(0) , F'(0)

nécessaires pour que les solutions de (D) soient d'amplitudes bornées.

En effet 1'étude générale des solutions de

", +oky - [Yl Y =0
X

montre que suivant les valeurs des conditions initiales Yo et yc') ces équations
admettent les solutions suilvantes

2
10 ¥ =Asn [ofx - xo) +EO] si Osygg—ﬁlﬂ_(m- \/2|le6) et y(,)Zé '2’0']:'@’

20 Y = Ascd [c.)(x-xo) +EO].

S \/2lx|xfo} <y Y%g e ‘r*———?é'lxl n

0

30 Y - }f ns [W(x = x,) + &1

40 Y =Ane [wix - xo) + §O]

si ‘I%l'[o‘ + VR + 2glry] gxg .

Seule la solution Y = A sn [w(x - xo) + §O] est d'amplitude bornée. L'équation
(f) n'aura donc de solutions périodiques de type acceptable que si les fonctions
initisles satisfont aux conditions

2
. o
B (0) P —s

2(15
[V (0P« %E W - Vedal .

Réciproquement la donnee de {4 £ K détermine A° et k'2 :

. ﬂ
e 25 W) ¥
F2 Fo
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Ici encore seul }\, dépend de B s k ne dépend que de tldo et B e La solution

¥ =Asn[ ] devient apériodique pour P %
P2
d'ou
H

F= - th [% (Wt - px) ]

2
y) les équations ())/) soit

D':i"- ?Lf{;+tb§ ‘113 =0

admettent selon les conditions initiales des solutions soit du type A enT,

soit AdnT

ae ‘i’z‘/\dn[%- (Wt = px) + éo,k

est solution de (Y), si 1'on a

2

42 2 2 2
pa X 2(p; XX~ )
2. 2ot 1
0~ ’ - 2 A2
2 s X
2
(,x
sous la condition L <‘>\2 —-P‘é- *
4 o
Pour |} = ?12 , k=0, -¥ se réduit & une constante.
2 V2
Pour k =1 ou [A| = %—— , ¥ devient apériodique.
1
'[dn(u’ l):m] 2
!
. 17 1

2 cn [-lﬁ(Wt - px) + &)

Réciproquement, si By est fixé, alors
2@ 25 - K
f”‘ Fo

| fL1
Fo étant <P“l et tel que 5 < HO< Pll .

2

2
2.

’

sn(u ,

1)

:thu,
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Ici encore seul ). fait intervenir la constante b, . k ne dépend que de

fo ©t 4 °

-
be {r:ch[%— (Wt-px)+§0,k],avec %—ékzél,
satisfait & 1'équation (K’) si
2 2
2_ 202 _ 2 2o S
Fo=fa A =t o RPTECINNS
Po A= B4
2 2
sous la condition X2 —7 .
ve
Y2
Réc t s1 P2 est donnd la condition P2y p&
éciproquement si tLO onné avec condition |qy> h :
2 2 2 2
')hz_!“o““ﬁ - Iy
-T2 ’ -2
M2 o
Ici encore k est déterminé par VO et ty s VQ n'intervient que dans la
détermination de )\ . ’ 2
' 2
\
Cette forme de solution devient apériodique pour k =1, \2 = —% , alors
b2

;n(u , 1) = a;f-ﬁ (ou encore Vo = h)
_ W V2 1

5 (it = px) + Z]

-{-/;

\}.r

b2 en [

§) L'équation
23 2 I3
DV - ¥- ¥ =0

n'admet jamais de solutions périodiques ondes planes d'amplitudes bornées. Selon

les conditions initiales on a des solutions de 1l'une des formes
AtnT, Needl , Anel

Nous avons donc dans les trois cas (x) , (p) , (¥) obtenus des ondes planes

fonctions périodiques bornées réelles. Ces solutions ont donc le caractere d'ondes

stationnaires,
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Mais la mécanique ondulatoire considére dans nombrede prohlémes des ondes planes

"progressives" de la forme

ii Wi
. f‘( px)

’"'1/ = A
correspondant aux solutions
+2
Yt=4e 21t de 1'équation différentielle

On peut se demander: Existe-t-il ici des solutions progressives pour les équations

non linéaires considérées ?

Si 1'on considére y"2 + (u% c:2 y = 0 , celle-ci donne par intégration

2: 2 2 2
Vg thCe T

;’(O constante arbitraire >0 .

Si Xq # 0 on est conduit aux solutions ondes stationnaires

y = - sin Wy ct
¥o Ho

ou
U)(o i
y = s cos PO ct
' *ipet
tandis que les solutions progressives y = A e correspondent a ’('O =0

d'oh y! =iiH0 Cy .

Si on considére l'équation

2 2 .3
y%2+p/1y+‘\l.2y =0
1'intégration directe donne
2
2 2 M2 4y

2 2
!
y.b+}bly +-;-y o °

X(’) # 0 conduit aux solutions stationnaires réelles en A cn T déja considérées.

%O = 0 conduit & un nouveau type de solutions nécessairement complexes.
Pour obtenir facilement celles-ci, il suffit de remarquer que si l'on pose
¥y = 1 on aura immédiatement & partir de

zZ
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2 2 t‘z 4
W7 vy =0
}Lé
Z'2+P§22 %:O o

On voit facilement que 1l'on a alors

1
vy = T - )
T 1w T
C, e Y1 -G, e h
1 2
5
Cl’ C, étant deux constantes lides par C1 C,=—5 .
B
Posant 1\ 1 =—)\2 on écrit encore cetite solution
C‘; 1 . E’E‘ K . s

N
9T Ko, T hY fhyp T
2

2
e HZ 1 e - g
8}-‘5 8?1

ou alternativement

y‘:

- >\’1
v ‘.A? in, T 2
(1*—72)":12)6(1 —--—}\ cosHt
ity 4u

y = H& -lh,(\' t*-;
(1 +——-§-2)e ---,,‘:)‘2 cosf»
m: A 2t

On voit que les ondes planes correspondant a ces solutions ne sont jamais purement
progressives meis comportent & cO6té d'un terme progressif un terme stationnaire

dépendant du facteur de non linéarité e

De méme pour les équations (}5) et (¥) on trouve les solutions progressives

. N
) ¥(w) = —— 7
1 [ j .
e t (1 - -5%)\.?) + -Hi-z-l- cos u,lT
814 4y
;‘\"2
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. N
(X ) ¥(T) = w T <N ENE
I P2y, 2 pox
e (1 =—g=) ¥ = chypy
8y1 4V1
_ A
- o T ?)\’2 _2}\‘2.
s (l_f‘22+1‘2 2chh,t

< P
8h 4‘1.1

Les équations considérées jusqu'ici ne sont pas linéaires et la somme de deux
solutions n'est pas une solution.

Néanmoins et c'est 13 un point fondamental sur lequel je veux insister maintenant,
11 existe pour les ondes planés considérées jusqu'ici un théoréme d'addition ou

si 1'on préfére un théoréme de composition des fonctions d'ondes.

Par une composition convenable on peut, a partir de deux solutions en construire

une troisieme.

Ce théoréme d'addition va résulter ici du théoréme d'addition des fonctions
elliptiques.
Je rappellerai d'abord les relations
en(u + K) = = k'sdu
sd(u + K) = 11?,. cnu

sn(u + K) = cdu

On peut montrer que les théorémes d'addition classiques des fonctions elliptiques

s'écrivent également sous la forme modifiée suivante plus adaptée i notre probléme

cnucnv?k'zsdusdv

enf(u t v) = 2 y
l+*k"ecnusducnvesdv

+
Sd(u:v)___sduczznv..sdvcnu. .

1%¥k"sdusdvenuecenv
Si nous considérons deux états correspondants & des valeurs tl et 752 carac=

térisés par les fonctions d'ondes

‘@.’él) = Men T, ¥V = Ak'sa T

1]

B = hent, , VB 2dxsa,
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la fonction d'état (1) + (2) ou ¥ (‘L’l +’52) sera caractérisde par les fonctions
A0+ R) _
P =hen(t, + T, , k)
~;‘(1)+(2) _~ ™~
I,S _>~.k'sd(-v1 + Ty, k) .

Ie théoreme d'addition nous donne alors

7\3({[)‘(1) “(2) \-g'(l) -1 (2))

(1) () _
W, K \;(1)4[(9) H03@
L'
@) _ 33(“’(1)*?'(2’ s
s

_K K0 ) D) 32)
k'
La possibilité de construire des fonctions d'états a 2 ou plusieurs corpuscules

4 partir des fonctions d'état & un corpuscule rend possible une seconde quanti-

fication de 1a théorie,

4, les équations d'ondes non lindaires plus générales.

La généralisation des fonctions d'ondes considérée jusqu'ici partait des solutions

du type ondes planes,

Je vais maintenant examiner la possibilité de généraliser les ondes du type
invariantes. Il semble en effet vraisemblable que les équations d'ondes non liné-

aires a considérer doivent présenter l'invariance relativiste de la mécanique

ondulatoire linéaire.

» L
Nous avons vu qu'aprés introduction de la variable u = \/c2 t'2 ~ (x2 +y +3)
1'équation [JV¥ + }Lg\.k = 0 déterminait des solutions invariantes ¥(u) par
1'équation différentielle ('_?' $2 4. VO) Tu) = 0 dont j'ai indiqué les
u du

solutions.,

Un des caracteres de cette équation est de ne présenter de point critique pour

ses solutions qu'au point u= 0 c'est-a-dire sur le cbne de lumiére.

I1 semble que 1'on puisse demander aux fonctions d'ondes, solutions d'équations
plus générales, de conserver cette propriété ou tout au moins de ne posséder que

des solutions & pointscritiques fixes (c'est-a~dire indépendant des valeurs des

constantes d'intégration).
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Si nous cherchons une équation aux dérivées partielles du second ordre invariante

relativiste, la forme la plus générale de celles=ci s'éerit

(®) 0¥+ 72302 -2@H?, e o &, ul=o0,

Les solutions invariantes seront des fonctions d¢ u seul satisfaisant & 1'équa-

tion différentielle,

27 7, T -
a4 av av.2 dy
542 r @R, w I, w Twl=o.
du u du du du

Si 1'équation (E) doit admettre également des solutions ondes planes, il faudra

que, en posant

-
myeT=[Wt- (@],

1'équation (E) conduise & une équation différentielle ne dépendant que de T .
Or

I T
0¥ — 9-(;%2 , G @y o & ¥y?
s OV a

R—-‘Xr —-}m CTa—f

par suite (E) donnera une équation différenticlle en T si u n'entre pas dans

1'équation.
Si cette condition est réalisée
®) 0T HESER-X N2, X ¥ -

donnera naissance aux deux équations différentielles

¥, 39t @y

(£,) . , v, Twi=o
du u du du du
E,) ﬁz F[(dY ,"{:9_'.‘;: , v()l=o0
3 av aT

La généralisation des propriétés des fonctions d'ondes planes et invariantes

de la mécanique ondulatoire ordinaire nous conduit & postuler.

o) Les solutions de E_, doivent &tre & points critiques fixes,

2
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p) Les solutions de By devront &tre des fonctions continues, uniformes et

bornées (ou d'amplitudes finies).

Or on peut obtenir toutes les eéquations différentielles du second ordre de la

forme

y" =Ry, y") ou y'=RE,y,7v") ,

R é&tant rationnel en y' et algébrique en x et y , dont les intégrales sont
soit uniformes, soit & points critiques fixes, au moyen des résultats d'un mémoire
de P. PAINIEVE [2], complété par B, GAMBIER [1] . Ces mémoires donnent toutes
les formes admissibles dans le cadre des hypoth&ses ci-dessus. Les équations

y" + Ay +‘5y3 =0

sont les équations (4) du tableau (9) de Painlevé.

Parmi les équations d'ondes non lindaires remarquables que 1'on peut déduire

des tableaux de Painlevé, je signalerai seulement 1'équation

©) 0¥ - G- DG - T @D+ T=o

n étant entier,

On trouve facilement toutes les solutions de cette équation.

En effet, soit ¢x , y, z, t) tel que

(Cl) DW-’-V‘T?:O ’
et soit iﬁ& = [?(x sy Y s %y t):P , 1'équation (Cl) entrafne

0¥, - - HIGR-T ™l enpf ¥ =0

On posera donc

pa=nl o ket VR

Par suite 1'équation (C) admet toutes les solutions de C1 (ondes planes,

ondes invariantes, ondes guidées, etc.) avec

Yvx,y,2, t; yh) = (px,y,2,t; }/EQ)
L

pour un corpuscule de masse by = -—— avec V= qn .
T
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Par suite, si on considere 1l'équation
- T2 {2 1
0¥ 23 G207 - = @4« #¥=o0

I1 suffit d'imposer a cette équation d'admettre des solutions ondes planes

. . . 1 . .
fonctions uniformes de ¥ pour 1mposer‘);= 1~ Ty avec n entier et il en

I d - Ld L - Y . - - -«
résulte les détats de masse B, = il « On voit ici comment une condition d'uni~-
‘ .
/0

formité imposée aux fonctions d'ondes peut conduire & une quantificatior. de la

masse.

Je vais maintenant signaler un autre point de vue peut~8tre plus riche de

prolongements possibles.,

La seconde quantification a été jusqu'ici considérée comme un attribut du

1iné aire,

Je pense que ceci n'est pas nécessaire et il me semble que ‘a seconde quanti-
fication est essentiellement attachée a la possibilité de construire des états

& 2 particules, n particules & partir des états & 1 particulc,

Pour cela, il suffira que dans la théorie considérée, il existe un théoréme

d'addition ou de composition des états, c'est-a-dire qu'd partir des fonctions

d'ondes représentant un état & n particules et un état & une particule on
puisse construire la fonction d'ondes représentant un état & n+1 ou n =1

particules,

les fonctions d'ondes acceptables seront celles admettant un théoreme d'addition
ou de composition. Cette condition semble tres large. Néanmoins ce probléme posseéde

une solution partielle..

En effet, WEIERSTRASS a démontré un théoréme remarquable relatif & notre pro-

bléme .

WEIERSTRASS appelle théoréme d'addition algébrique une relation algébrique liant

les fonctions & (u) R &j(v) R @(u + Vv) et voici son théoréme 3

Toute fonction pour laquelle il existe un théoréme d'addition algébrique est

une fonction elliptique ou 1l'une de ses dégénérescences.,

Ceci nous raméne donc aux équations non lindaires que nous avons considérées.

Toutefois les hypotheses mathématiques introduites ne sont pas justifides du
point de vue physique, Rien ne nous conduit & admettre que la nature obéisse &

des regles traduites par des lois algébriques.
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Je vais d'ailleurs terminer en considérant un exemple simple ou je retrouverai

tous les caractéres admissibles pour une équation d'ondes non linéaires sans

1'hypothése de liaison algébrique ou d'addition algébrique.

Pour cela je considdre 1l'équation non lindaire
(D) 04 (x s Y s %, t) 4 pg sin XY= 0
1

(35 . . 1 - - v . ; .
En premiére approximation (?) , /A Ir petit, cette dquation s'écrit
ou

En seconde approximation,

BN
D‘@'ﬁ- ‘L(z) }\‘qj"‘ )06 %3 =0 ’
233
_ \,Loj\_
et avec V«z = --—6-—- ,

¥y =15 Y=o

C'est une équation du type non linéaire considéré précédemment.,

Si 1'on pose P Y , nous sommes remencs a

2 .
(Dl) D\?-*-Hl SlnL()_O
dépendant d'un seul paramétre oo

Si 1'on cherche les solutions ondes planes de cette équation, on est ramené
& 1'équation
2
TG L, 2 e _
__ﬁ'.z.-, +H/lsln \{J(T,)__O .

at
Cette équation est bien connue en physique : clest 1l'équation du pendule.

Alors que 1'équation de Klein~Gordon associait au corpuscule dans son systeme
propre l'oscillateur le plus simple, nous lui associons ici un mouvement pendu-
laire.
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Ies solutions de (D) ou (Dl) ne sont définies qu'a un multiple de 2W

pres

® I satisfont a

Ve R ) -
DL?"“I cos ¢/ =0 .
les solutions de (Dl) donnent simultanément les solutions de
vz 2 sin g = 0
¥y sing=0,
Owx 2 cos ¢ = O
YIpycosy=0..
Nous allons maintenant déterminer des solutions ondes planes de

Ltéquation \f" + ld% sinL‘) = 0 donne

\?,2 - 2@ cosy =Co, Co=Cte

- 2
Co_ifo-.?h cos \fO ’
d'oh le condition
2 2 2 2
- 2 g <o <2 4G

‘H

Horz = (Co + Zttf)(l -— sin2 g-) .
Co + Zrll

Soit alors
2
g 2
A) — =k <1,
Co + 2’1,1
ce qui exige Co > 2!["12 , d'ol

2(Ji"€Co$2,€ Hf% .

I1 vient
4%@ 2
2
(?) = —? (1 - k 8in \%) H
2
4y M gt

Vl-kzsir?fz- k

© () = \?O(’c) + 2" , De méme si on pose %' :\(*i' n’-‘g- , les fonctions

®,) .
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On reconnait au premier membre 1'intégrale de Legendre
F ()( k) = F(% , k)
or si F(Y, k) =u , réciproquement ‘?: am u telle que

sin(Q:snu , cos'.f:cnu.

On a done
(W
4 1
$=emm v+ 5
2
4
¢
B) Soit g - K >1 alors |k, sin —E‘ L1,
2 1 ’ 1 2
Co + Zh
Soit k, =-}-1(- , on utilisera la relation F(4 , kl) =k F(L{l , k) avec
1 '

I o cin W
%1 = arc uln(kl in ‘%)
ou la formule dite du module réciproque
sn(k u, kl) =k sn(u, k)
donnant ici
sin%:k sn(rt1 T+ ?1 y, k)
La détermination des solutions ondes planes est donc compléte.

Nous allons montrer que les fonctions ondes planes correspondantes possedent

un théoréme d'addition.

Soit L?(ul + u2) = Zeun(u1 + u2) or

am(u1 z uz) = arc tg(tn u, dn uZ) * arc tg(tn u, dn ul) =
¥y ¢

. . . 2
slin . '\,? t sin A §
= arc tg( :';: \/l - 1 sin® 23-) X arc tg :é \/1 - ¥° sin® -Z;l.) .

cos - cos -
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I1 n'est pas nécessaire de souligner le caractere non algébrique de ce théoréme
d'addition ! Toutefols nous voyons qu'il est possible de construire a partir de
modéles physiques relativement simples des équations d'ondes non lindaires pos-
sédant des solutions dont les caractéres généralisent ceux des fonctions d'ondes

de la mécanique ondulatoire usuelle,
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