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Exposé n° 10
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Séninaire de THEORIES PHYSIQUES
(Séninairce Louis de BROGLIE)
innée 1956/57

SUR LES PROCESSUS NON ST4TIONNAIRES
IQUE ONDULATOIRE

, EN MECAN
(Bxposé de P. ROUSSOFOULOS, le 19 février 1957)

1.~ L'équation qui définit la variation du vecteur d'état en représentation

et

4

(état initial) ,

1

Ty

i

d‘interaction [ 1] s'écrit, pour t » O
\‘ .
t
09(8) _ 5(t)§ () , avee P(0) =

(1) ih 5~

(2) H(t) = exp (% Hot)H exp (= % Hyt)

Soient g, » EA s les fonctions et valeurs provres de HO (Hamiltonien

. . pd O O s £ . N .
libre) ; HAIB = < HgBIgA > 5 les éléments de matrice de H (Hamiltonien
est diagonal.

d'interaction) dans la représentation ou H
Posons b (t) = < G (®)la> , N, =(Pla> .

(1) est alors équivalente, pour t > O , au systéme d'équations intégrales

b (£) = A, + —}5% HA!B/ exp (1w, pt")bg(t)at?
0

(3)

1
o c T - — = ( Ld Q_) e
avee W ,p (E. EB) W, B

Considérons alors les fonctions b,(t) (soluticns retardées), définies
Fey

ES

(pour t positif ou négatif) par

- %
P 1 i t ! !
(4) b (t) = A, m(t) + :Y:ZB—‘- HA]B/_/CO oxp (1w, pb*)by(t")at

avec (V(t) épal &2 1 pour t >0 et a zéropour t 0.
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I1 est facile de voir que bA(+O) b (~0) = X dtautre part

b, (~00) =0 , Donc, corme (4) conserve la norme Z b (t)[ aussi bien
A
pour % < 0 que pour t >0, il résulte b (t) 0 pour t <0 ,

bA(t) = bA(t) pour t L0

« 42 . & .
Considérons alors les fonctions & (T) de la variable complexe

~

C=2+ im , que nous supposerons holomorphes sur le demi-plan supérieur

=

In(€) >0 , privé dc 1'axe réel, et telles que lﬁh(g )|—>0 au moins
cormme l{; !"1 pour If]——*,co .

Nous chercherons la solution de (4) sous la forme @

1 (® .\ Tt
(5) b (t) 5T ij(%) e ae
r
I étant le chemin d'intégration indiqué ci-dessous (’yo > 0) @
im
—oo+ir»70 )[‘ oo+iff)o

€

2

17‘“0[ - efv)t

Pour t <O , le” 0 lorsque ]‘C’l——)oo avec Im(*’ >O s donc

J < ("‘ )@ 5t de =0 . (5) satisfait donc automatiquement au systéme (4)

pour t L0, Pour t >0, (4) s'écrit, en tenant conpte de (5) @
t

(6) / (R (’;‘) ~1¢t d"’=2nl)u (Y] t)-!- Z IB g ( )dt';/exp i( "‘?;)t'd‘t' = e

/
r E 0
exp i (

o 1 ‘ 1 ag
cee = ZWIXAN?("J)*“ i IBJUB( ) 1( ) N _‘:) - lh Z HM’BJL (f: 1<L\3AB @ >
r

i

La seconde intégrale du second membre de (6) est nulle, cela découle des
N L. b
hypothéses admises sur les © (%) .
_ STt
D'autre part @(t) = 1g

-1 fag
Rl g

« I1 en résulte que (6) peut

s'écrire ¢
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d'olu 1l'on tire :

(7) NG =10, - % 5 o+, )

1
Nous constatons que ces équations ne contredisent pas les hypothéses ad-

mises sur les fonctions (2)
y

. EO - . .
Posons maintenant é)A(?:H‘)OA) =6 h(;‘;) (hgo = 71- » By dnergic de
1'état initial & ).
-1 1
()  -5,(8) = (rug) G, - LSE o (¢))
hF AP
Soit & (r) = gA*’o‘ () 1le vecteur d'état défini par les O'A(zf) .

i

(8) nous donne

(9) -5 () = (cew, - {zg (x, z L 15° B(g))}

= (T +wy i "155 -H5(7°} , avec

hH

]
as

0 o’

(9) peut aussi s'écrire

- a () :%

solt, en posant ~Ts(¥) =« (§°) :

b, - (% +wy - B) s ()

- 7 y-le

(10) o (2) =+ (prwy - B) ™t (¢)

(10) est une équation définissant un processus de diffusion. Le vecteur d'état

( fonction d'onde ) & (€) est fonction d'un paramétre complexe ¥ = T+ im
L'inverse (¢ Wy - ﬁo)"l existe toujours pour In(r) #0 , H, étant

hermitien, En tenant compte de ros définitions :

(1) G (estiy) =€ (2) , ~Ta(¢) =« (¢) , (5) nous dome 1
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D) = sir [ & (zaw e E0)® ag

O ()

i
1
M
— H
i
’J\
ﬂ%

Soit encore, en tenant compte de la définition des b‘[.(t) s et pour

t >0

(12) ® (¢) :%//%‘_’_ T - O)tok(?d
r

I1 est facile de voir que (12) vérific pour t— + 0 la condition
initiale P(+0) = @30 .
En effet, elle s'écrit aussi @

1LL) t [ e s
DY = - [ SR () )

1

L RIS

avec &:%— et m :% + i”)ot 5 "OOS_‘Q‘ \<co

. I3 ] . - EN ) - « 2y 2
Nous pouvons intégrer sur | = T+Himg d'apres les rropriétes des
=), cc qui donne
A(u; ’

it .
1) o % By =gk [ S e )

Or, (10) domne pour |[€]|— o0 , In(x) > 0 J X(‘g’)—?@o 5

(13) permet dene d'éerire jour t—=+0 (£ —S+00) ¢

lim elLO CO®IE D=~ 2?:1 dw;f D ole )= <(ﬁ OIA>

t—>+O r

(13), qui est générale, nous permettra d'ailleurs dec chercher ( é:(t) |A>
pour t—+o0o , lorsque cette limite aura un sens. Nouswrrons par la suite
que, avec certaines hypothéses de convergence, nous pouvons retrouver les
résultats de Lipmmann et Schwinger [2], Heitler-Ma [ 3], Arnous-Ziennau (4],
Arnous-Bleuler [ 5], Arnous-Heitler [6], et justifier ainsi leur réussite
selon la nature du rrobléme (théoric des collisions en mécanique ondulatoire
non relativiste, pour Lippmann~Schwinger, électro-dynamique quantique pour

Arnous-Heitler),
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Ces hypothéses seraicnt d'ailleurs inutlles si 1'on pouvait discuter

directement 1'équation (10).

2+~ Lo formalisme de Schwinger-Lipymann,

Supposons maintenant que Elimoo( (€%) existe lorsque Im(z) > 0, et
' S+

soit 4 cette limite :

(14) lim of (£¢) =/
&5 +0

L'éguation (10) nous donne, par application formelle du théoréme des

limites

(15) B=by-2xids (-8 Bp , aveo

(16) lin (E‘Q’+cu ~H)1..-27t1<5+(w -H)
£->+0

(15) est 1'équation intdégrale de Lippmann-Schwinger [2], [7], qui se
réduit d'ailleurs dans les cas simples de la théorie des collisions & 1'équa-
tion intégrale de Born.

D'autre part, (13) donne pour t—+c0 (£E—+ 0) s

[P P = | -k [ ¢ x(en) o> P = [<p s>

t-+00
¢ —+0

(La contribution de 1l'intégrale pour des grandes valeurs de If[ est petite
& cause de la présence du facteur ¥ =1 sous le signe ,// )

En tenant compte de (15), nous avons (4 # 0) r

</3 A) == 27il + (UJOA)< 2] IL>
et en prenant |S+ (W) |2 = 2xt§(uoﬂ)

nous trouvons (A # 0)

(1) S 1< @)y P= 2xb (wy ~w ) [CEAIY 2

t—+00
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C'est bien le résultat de Schwinger et Liprmann. Nous pouvons donc
conclure que ce formalisme n'est valable que tant que la solution de 1'équa-
tion correcte (10) vérifie (14).

Ceci dérend éviderment de la neture du probléme (c'est-d-dire des pro-
priétés analytiques de H et HO). Nous pouvons d'ailleurs remplacer (14)
par d'autres conditions dc¢ convergence, plus larges.

Nous r etrouverons ainsi les résultats de [ 4], [5], (3], regroupés
d'ailleurs et perfectionnés dans le travail d'irnous-Heitler [6], et qui
permettent de rendre conpte de 1'épaisseur des raies spectrales et des phé-

nomeénes d! "affaiblisscnent!,

3e- Les formalismes du type Arncus-Heitler.

L'équation (10) nous donne, par multiplication & gauche par (C+ Wo g )--'1z
0
(18) (zjnuo-Ho—H)u.(g) =7;<§0

(équation de Schridinger non homogéne ;3 le vecteur d'état est fonction du

paranétre complexe T o La non homogénéité de cette équation traduit le fait
que nous avons affeire & un probléme essentiellement non stationnaire). Comme
1'inverse (€~ ﬁo - ﬁ)"1 existe toujours pour Im(¢) # O, nous tirons de

(18), en posant L(y) = (¥~ ﬁO - ﬁ)“l , et en tenant compte de (12) :

-i(T +w -H )t -
(19) d(t) = - '23%6':1 ac e O Lgrw)P,
y

Décomposons maintenant L en parties diagonale ot non diagonale (dans

la représentation ol Hy est diagonale) &
(00  L(2) =1, (%) 1, (¢)

Supposons que la partie diagonale Ld(lj) posséde un inverse Lal (cette
hypothése sera par la suitc sans inmportance). Posons alors par définition @

(1) I L, Ly =RCE)

Par sa définition méme, R(T) ne posséde pas d'éléments diagonaux :

R =Rnd
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(20) peut donc s'éerire :

(22) L =L, + Ly RL

(décomposition symétrique de Bleuler [6] . En posant ¢

‘ R -l .
(23) Ly R(7) = (£ - HO) R(z2) L, ((z- HO) existe toujours
pour Im(¥) # 0) , (22) peut s'Scrirc aussi @

(24) L=1,+ (- B)™ () I, €51, 6]

I1 est facile d'établir une ¢quation intégrale vérifiée par R : mul-
tiplions (24) & gauche par (- ﬁo ~ H), & droite rar Lal

(25) 13t =e-T- 8+ R(E) - K- BT A(Y)

En égalent dens (25) les parties diagonales et les parties non diago-

nales nous tirons ¢
(26) 1tz - H, + 200
a - 0" 27+ 'S

avec

(27) Rie) =[H+ 8 (- B)™ RB(g) ],

(27) est une équation du type de Heitler ; 1'opérateur non diagonal R
est fonction du paramétre complexe ¥ . ’

Ly étant défini par son inversc (formule (26)) nous n'avons pas & nous
préoccuper de 1'existence de Lal qui nous a permis d'écrire (20). Naturel-
lement, il faudra prendre soin de vérifier que L, me posséde pas de pdles
sur le demi-plan supérieur Im(€) > 0 privé de l'axe réel (propriétés des
& A(T_‘,’) ! ) . D'arrés la formule (26) il suffit de vérifier que la partie
hermitienne de [’ (¢?) cst définie positive. Ceci a été démontré par Arnous-
Ziemmeu [ 5] dans le cas particulier o € =i¢ avoc -3+ 0 . Il suffit

de reprendre leur démonstraticn rour ¥ quelcongue A0
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Posons donc ¢ (28) A(¥) =H + (T - ﬁ0)~1 R(¥)

(26) et (27) nous cdonnent @

(29) [(e) =21[A(2) ]
(30) A(e) =LA ()],

I1 on résulte ¢

2R 0(2) =21 [A () - A (£) ]

(ReA : partie hermitienne de 4 ) ot, d'nprés (28) 3

R D(¢) =3 (8 (5™ f(e) - Bg) (x* - B B ]
or, - iE'(e) (2" - TMA (D) + 14M(E) (T- )TN R(E) = e
veo = = 4RN(T) (€F - B TH B+ 18 (€= B) TR(E)

done + R_['(r) =1[A¥(e) (¢- H) () - B (¢) (- ﬁo)"lﬂ(z:)]d
et comme les parties diagonales de 45‘(zﬁj) donnent zéro, il vient ¢

R (%) =1 (B (2) [(g-Hy) ™~ (x™ B R(E) ],

soit

(1) R I(T)

]

(% -H,)

%n"(rj) . R(t’)} ;
X  =Hp) T+ m d

avec T =?€-+in7 .

Si done Im(g) >0 (v >0) , ~ ost aéfini positif,

(E"" 0

ce qui prouve que Re[”Cf) 1'est aussi.

+m

44~ Les formalismes du type isrnous-Heitler (suite)

Pour retrouver maintenant les résultats d'irnous-Heitler [ 6], il suffit
(1a condition est d*ailleurs nécessaire) de supposer que lim ﬁ(&‘c + E)
£— +0

avec E rdel et Im(r) > 0 existe quel que soit E

(32) lim R(g e + E) = U(E)
£€—-+0
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Nous trouvons alors, & partir de (27), par passage & la limite et en
posont lim (£ € + E - ﬁo)"l =~27if +(E - ﬁo) , 1'équation suivante pour
£ +0
U(E)
(33) U(E) =[F -~ 2wiH9%(E - H)UE) ],

c'est 1'équation de Heitler,

Nous aurons de méme les définitions suivantcs

(34) 2 [(B) =[F - 27188+ (& - HO)U(E) ],
]
(35) N(E)-lmL( T+ B)-i}:-—ﬂ +—1L—‘(E)—}
£-+0

D'autre part, nous tircns de (19) et (24)

(36) & (¢) A L, 15
""'é’f('}_ e e f+w) + (‘(f-i-(,)—H) RO +wp)
i P
Ld(nguno)} 8,

(formule indépendante de (32)), soit encore (A £0) ¢

(37) ( @(t) lA} - 2; l/ﬁ ‘:3 = o1(% *“bA)t< R(T +u)Ly (T +90) @ olk

1 <] 3 -
=—§'~/EE§. l@t<R(T:+wA)Ld(\‘; WA@O Iy;
ro.
1 d‘f’, - =, -
o mj T T T MEg L (E € )Rl
I:l
1
(€ =%)

I1 résulte donc, si l'on tient compte de (3R) que pour t -5 +o0 (&£ —+0) 2

CIOIERE -gi BRI CRECINEEN IS
¥

1

I}

¢ Ul I(w A)fl) Olﬁ)

ce qui nous donne, en définitive ¢
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. U.« ( -
(38) CIOINE ajo )

1,
S 'Z-lP.OIO(wA)

Clest le résultat dlirnous—Ziennau[5], [6].
Nous pouvons recmarquer que (32) suffit pour arriver au résultat (38) .
[Dans [5]et [6], les auteurs utilisent constarment la formule

+00

(t —+00) / dx o TS L (x} F(x) = F(0) , vraic probablement si F(x)
/i ch)

est réguliére. ]

Dans [ 6], les auteurs considdrent aussi la décomposition symétrique (22)

ou intervient 1l'opérateur R(Y)
Nous pouvons retrpuver leur résultat en supposant (& la place de (32))
que 3
(39) lin R(E€ + E) = U°(E)
£>+0
existe pour Im(¥)> 0 et E réel.

(37) nous aurait donné alors (4 # O)

Y 4
CHWa) =~ o [ “gas s Ry ol € +9y)
x /= T 5R1 : ) o T
el w(88 +y) 4 ot €S+ 3 0g|olE S +ey)

(& =—,16-) , ce qui donne pour t-—s+o00 ({4 0)

L) ]ad>=0 , sauf si 4L =TF tel
t— 400

que PF]F(u F) =0 (&tat fondanental) y et alors

\ )(w )
(40) <) = gt :
't,_.;.'.oo (S\} "'UUO'F - l.\. O'O(U} )
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