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IES ETATS STATIONN..IRES ET LA THEORIE DE Li DOUBLE SOLUTION

(Exposé de M. ROT, le 20.11,1956)

Ie but de cet exposé est de montrer, en suivant une méthode proposée par
Mr Louis de Broglie, comment on peut construire une onde singuliére u. repré-
sentant un corpuscule immobile dans une enceinte, dans le cas ou l'équation
de Schridinger est résoluble par séparation des variables, Cette méthode permet
en outre d'écarter une difficulté résultant d'une formule de Rayleigh et de

justifier la décomposition de 1l'onde u en:'sa partie singuliére u, et en

0

sa partie réguliére v proportionnelle & l'onde de probabilité [11.
D'aprés la Mécanique ondulatoire les états stationnaires sont représen-

tés par une fonction d'onde « solution de 1l'équation de Schrodinger qui,

dans un systdme de coordonnées curvilignes orthogonales pour lequel 1'élément

d'arc est 3
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s'écrit
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Si on cherche la solution sous la forme y = Xl(xl)XZ(X2)X3(X3) on

aura [ 2]
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Pour que cette équation soit séparable il faut que 53.3 fi(xi)gi(xj,xk)

i
, j#1i) . Posons k = k(l); comme une solution de (1) doit contenir outre
k deux constantes de séparation k( ) et k(B) , (1) doit étre une identite
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¢>ll et g; ne dépendent pas de Xy -gl doit &tre une constante que
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nous pouvons toujours prendre égale & 1 ., Si on pose alors Sji(xi) = _qll%_eéy
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on aura avec des notations évidentes
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Pour voir que ces conditions sont aussi suffisantes reportons les dans (1)

!
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qui peut s'interpréter en disant que le vecteur de composante [—T—K—— + k Sli]
. A |
i1
est orthogonal au vecteur de composantes = donc est une combinaison
linéaire des deux vecteurs de composantes 8,; et SBi :
dx. 3 .
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Telles sont les équations vérifices par Xi(xi) « Les conditions aux
limites seront elles-aussi séparables si les limites de l'enceinte coIncident
avec une ou plusieurs surfaces ou portions de surfaces de coordonnées.
Eisenhart [ 3] a montré que seuls onze systémes de coordonnées satisfont aux
conditions (2), les surfaces de coordonnées étant des quadriques dégénérées

Oou Nnon.

En utilisant soit les conditions aux limites relatives a X, et X3

soit le fait que X2 et X3 doivent étre finies et uniformes, on trouve

que k(z) et k(B) ne peuvent prendre qu'une suite de valeurs discretes

kézi et k£3; (pouvant dépendre de k ) auxquelles correspondent les
’ )

fonctions Xégin) et Xém’n) qui, comme on peut s'en assurer vérifient la
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relation d'orthogonalité :

i @,n) 4 (mn) (pa) y(pq) 11
(4) ); K, xS P PR 8T g, £y axg ax

Il reste alors & résoudre 1l'équation

1 d aXx
(5) = o O x5

+ (k S +k(2)S
1 1 1 mn

(3) o
11 ki 531) X=0

21
Désignons par Xfm,n) et Y(m n) deux solutions lindairement indépendantes

de cette équation. Deux evcntualités peuvent se présenter

a) L'une de ces solutions, soit Y est singuliere pour X, =b 3 1'ine-

1
téricur de 1l'enceinte, ce qui correspond & fl(b) = 0 . Alors le probléme ne
comporte gqu'une seule condition aux limites que nous pouvons écrire

xfm’n)(k,a) =0.

b) Les deux solutions sont réguliéres & l'intérieur de l'enceinte. Le pro-

bleme doit comporter deux conditions aux limites pour X, = a et X = b .

Mais nous pouvons choisir l'une des deux solutions pour que l'une des
conditions soit toujours vérifide, par exemple X(m’n)(k b) = 0, de sorte
qu'ici encore il reste la seule équation

X1(m,n) (k,8) =

pour de¢terminer k o Soit k fﬁ n les racines de cette équation. On peut

vérifier que dans les deux cas
(6) {& X(m’n)(k j X )X(m’n)(k x,)S dx, =9
1 Vomnr*10% m,n¥1051151%%1 =94,

4 b

Finalement on a pour l'onde de probabilité :

T,J(-@,m,n) _ X(m,n)(k

3 )X(m,n)( X(m,n)(X )

Vym,n? X

avec la condition

(1,m,n) (par) _ s Lpymg cnr
’ y e dxldxzdx3 = yma g

Jenceinte
D'aprés la Théorie de la double solution la réalité physique est repré-
sentée par une onde u obéissant & une équation non linéaire. Cependent les
termes non linéaires ne se font sentir que dans une trés petite région représen-

tant le corpuscule au sens strict ou u prend des valeurs trés élevées. Ep
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premidre approximation on peut admettre la validité de 1'équation de Schrodinger
et remplacer la région "singulidre" par un point singulier ou u devient in-
finie, Si on suppose que la structure interne du corpuscule posséde la symé-
trie sphérique, u vérifiera cette approximation

0 N Oy o 0
és(xl—xl) = (Xz"‘ 2) o (XB-XB)

) su + ku= -

. . . "y . 0
le second membre traduisant lfexistence de la singularité au point X; .

Nous en cherchons une solution sous la forme

u(k,xi,x?) =3 X(m’n)(k,xl,x?)Z(m’n)(xS,x?)Xém’n)(xg)Xém’n)(xB)
) I, n

En reportant dans (7) et en tenant compte de (2) , (3) et (4) il vient

7 (,0) (0,55) = 1 {B0) (:0) XB(m’n)(xO)

3
0
1 4 ax (2) (3) _ g5bxy)
8) ??';'a‘x“l‘(fl )+ WSy kg Sy Ky Sy = T

Soit 1Y 1e wronskien des solutions X§m,n) et Yfm,n) de 1'équation (5) .

Une solution particuliére de (8) sera donnée par

G(xl)Xl(m’n) + D(x,) Yl(m’n)

avec (méthode de la variation des constantes)

m,n 0 ! 0
c E'Yl( ’ )S(xl‘xl) D1 ; Xl(m’n) S (e -x7)
dont nous pouvons prendre comme primitive :
e ylmm) (k?x?)

C:--'.“I~ 5 D=0 si X1$X§)
LY(m’n) (k xo)

: 1 1 . 0

C=0 D= si x; > x4

w2 0
Wo £10)

}?)O étant la valeur du wronskien au point x? .
Finalement la solution générale de (7) n'admettant quune seule singu-

larité dans le cas a) et s'annulant pour x = b dans le cas b) est



2=05

{wm
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) nf c 2"+ B 1 X7 (key %, )X kx2>x3 ’ (x3)
iy

N 0 mynl
sv? ’ M
Po £164)
0 si x, £ xo
u(k,x, ,%;) o) - 1571
- m,n 0
O XY (k,x)) :
l 1 '/ (m,n), (m,n)
» E___if ——— ¢ k5 *
m,n 2 il(xl)
(m,n) { o (m,n) . (m,n)
“m,nkl ’ (k’xl)ﬁ X2 (XZ) k3 (X3)
s 0
Sl Xl /;Xl

les B dtant des constantes qui resteraient arbitraires si 1'équation de
Schrodinger était exacte, mals qui sont bien déterminees par la forme de 1'onde
u si on admet que (7) n'est qu'une approximation de la véritable équation

d'onde ncn linéaire.

Si nous posons alors
xl(m’“) (k,%0) 7 (m,m)

9) B = A
m,n m,n o 0
nous n'avons plus a satisfaire que 1l'unique condition aux limites
£ g0
k,a
(10) L .
(m,n) Am n
Yl (k,2) o
ol 3 y T e -~ !
qui fournit les valeurs propre k f?ﬂn,n .

Comme la région singuliére doit &tre extrémement petite & est lui-méme
tres petit donc ces nouvelles valeurs propres différent trés peu des ancien-

nes., Les fonctions d'ondes singuliéres quantifiées sont alors
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. 7z myn) Y(m ,n) k 0,
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"(m n) (x si x 0

u(l mn)(xiyxi)
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(‘,n) !
Z £ g\ i X]?mgn) (k'{}mnlx?) {’ Y:fm,n) (kfmn’xl) -

m, B W of )
V(m n)
(m n) (kg

. 0
si % 2> x4

On voit aisément que cette expression, considérée comme fonction de kZ)

n'admet que les seuls poles simples [4 ] k?,mn de sorte que

, (pr‘yn) 0 (x sy ) (m,n)
N4 »,0)_ L€ v m (x5) Dy, 1 (x,) ¥, (km, a)
b,m, i X} k W g 9 ax§' )(kf a)
{on T Cpmn 0" 1Y1 {mn?

d - .

i hlm x '=s
d'ol, en tenant compte de (6) et du choix de Xy dans les deux cas a)
ainsi que le relation

d_X(m,n)
W £, = Cte = W/a'fl (@) = (mn) (k}mn,a) -—-a-—--- (k{/mn’a) £, (a) :
(m,n) ,
1 Gy g ‘
(11) 1 (mn) m a = =]
bk

f(x)“_gk_—"(k@ n’)

et b)
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On retrouve donc llexpression bien connue de Rayleigh et Sommerfald

P W(Zrm) (XS) ¥

‘ ! -
P,m,n k {mn kpmn

(pmn) (xl )

Pour mettre en évidence la décomposition u =2 uy + v isolons le terme

correspondant & p = £ . Comme
X(nn)

) )5 1 -y ) e g

Yum) k’{ y<—~) fl(mn) (k.gmnya)

il vient en tenant compte de (9), (10) et (11)

S (priri)
X) y—ﬁ (x) " (x,) 4 V(im)(x:)
i’ p¢ {ym,n k! mn - kpmn mn il

(12) wlEm g,

ce qui constitue le résultat annoncé.

APPLICATION,

Corpuscule situé en (XO » Yo ZO) dans une bofte rectangulaire
définie par

0 <x £ a H o £y <b ; 0 $2 £¢C

On a immédiatement

1 -1 -1
S = : = = =
0 1 0 ;o fy=f,=1f =1
C ¢] 1
i I
Les conditions aux limites sur y et 2z donnent
L) _ (ﬂ”n)2 0 x® o Y2 g AT,
n ‘e ? 3 T 74T SH o
2 —
) _ (mTmn . m) _ /2 . nT
k> = (——-—-—-b -) 3 X370 = V¢ sin 4 ¥
X1 étant déterminé par 1'équation
2 m2 n‘2
" - X = ) =
X"+ (k Km,n) X 0 ou km,n B (7 + 7)
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Nous sormes dans le cas b) de la théorie genérale de sorte que, pour

n'avoir qu'une condition aux limites, nous utiliserons Xl = sin
Les valeurs propres sont données par
2 2 2
. . Rk m- . n
sin k-km,na_o soient k{mn_‘ﬂ’(7—+—,-+7)
a b c
et les fonctions d'onde sont
W( {f,m,n) = V£ sin ATy sin Zy sin B 5
! abe a b c
quant & 1l'onde singuliere elle est de la forme
4 ©%° ‘ k'mkm,n ‘0o . nmT . nm
> [-,b- sin y. sin —— 2z + B ]
7 C V—E—:‘r“‘ b 0 c 0 n,n
’ m,n
. ' . mT .. nfr .
sin k'km,n X 8in —p—y sin —— 2 si x ¢ Xq
. sin ¥ k-=k X
- 4& m,n "0 _. mT .. niT T
u= 4 )y [ R sin — yos1n--6—u0cos\/k—km’nx+

Y R .. mm .. nmr .
+ B sin i/ k~=k X sin sin —— 2z si x2x
m,n 4 m, N ] 5 Y c ~ 70

E et Bm n étant des constantes bien détermindes les nouvelles valeurs
4

propres k’fmn sont données par

sin Vk- k_ _ a ¢

m,n _
- A
cos |/ k-k a m,n
m,n
ol on a posé
sin } k- X
4 B 4 -.ckm,n O ;. mT .. nT
B n="5c-:Amn . Sin —— 7y, 8in —— 1z, .
m’ iy g’/""k'——k"' C
m’

Un calcul élémentaire fournit alors la décomposition (12) .
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