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SUR L4 DOUBLE COVARIANCE
(quantique et rclativiste)
DANS LA SECONDE QUANTIFICATION

(Exposé de R. POTIER, les 6 et 13.11.1956)

INTRODUCTION,

Basées sur le développement d'une analogie formelle avec la Mécanique Analy-
tique classique, les présentations couramment admises de la seconde quantifica-
tion ont une caractéristique cormune : 1'extréme impfécision de la définition des
8tres mathématiques employés. C'est ainsi qu'd défaut d'un mode de construction
concret des vecteurs d'état et des opérateurs impliqués dans cette théorie, on est
en droit de douter de leur existence, Cette situation serait sans doute supportée
sans scrupules excessifs par de nombreﬁx physiciens, si elle n'avait pas une con~
séquence fAcheuse : l'absence totale de rigueur 4 la base fait que les calculs ne
donnent que peu de prise & la critique., Par 1& s'évanouit 1l'espoir de serrer de

prés les causes des contradictions internes de la théorie quantique des champs.

A lo suite des travaux de M. O, Costa de Beauregard [2], qui, dans le cadre
de la Mécanique Ondulatoire non superquantifiée,donnaient cxplicitement dx fomalisme
quantique une expression covariantc relativiste, nous nous sommes proposé [ 9]

d'étendre leurs résultats & le seconde quantification.

Ainsi que nous l'avons montré, une voie simple pour le faire est.de tout
baser sur une nouvelle notion de covariance, que nous appellerons la covariance
quantique, et dont les effets se superposent & ceux de la covariance relativiste.
Le groupe de transformations par rapport auquel se définit la covariance quantique
n'est pas le groupe de Lorentz, mais le groupe lindaire des changements de base

dans 1l'espace de Hilbert des fonctions d'ondes non superquantifides,

L'introduction de la covariance quantique permet de construire de maniére
précise le vecteur d'état d'un systéme et les opérateurs intervenant dans les
fonctions d'onde superquantifiées, Elle conduit & déterminer la forme de 1'équa-

tion d'évolution. Le présent article a pour but de tracer dans cet esprit un cadre
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général pour la théoric quantique des champs. Signalons que, postérieurement a
nos notes déja citées [9], M. Danicl Kastler [ 6] et M. Jauch [ 4 ] ont publié des

travaux effectués dans la m8me direction.

Mouvenent d'une particule s

1.~ ispect cinématique et aspect dynamique.

a) En mécanique classique le rapport existant entre une particule P et l'es-
pace-tenps de Minkowski est donné par un instant-point. Cet instant-point est 1'ex—
trémité d'un quadrivecteur X dont 1'origine est celle des axes de coordonnées.

Le groupe définissant la géométric dans 1'espace de Minkowski est le groupe de
Lorents agissant sur les quadrivecteurs tels que X ., Le mouvement de P est
donné por une famille de quadrivecteurs & un paramétre X(7 ) o Tel est 1'aspect

cinématique classique du probléme de la particule matérielle,

L'espect dynamique apparait quand on tente de déterminer X(g ) , on suppose
alors que X(z ) satisfait & une certaine équation différentielle, dont la forme

doit 8&tre insensible aux transformations de Lorentz. C'est la Covariance Rela=-

tiviste.,

b) En mécanique ondulatoire, le rapport existant entre une particule P et
l'espace~tenps de Minkowski est donné par la fonction d'onde de M. Louis de
Broglie (ou, s'il y a spin, par un ensemble de fonctions d'ondes). Le vecteur TP
représentant la particule n'appartient plus & l'espace de Minkowski, mais & 1'es-
pace fonctionnel des solutions de 1l'équation des ondes, qui est un espace de

Hilbert (H). Dans (H) , on peut prendre un systéme infini de fonctions de base
Vl’ yz,,n,wn, et poser

1 R n
(1) ﬂ)=qy W1* @ w2+.,.+@f Yoot oeeees

1 2 !
Z%f ’ I{F 90y IP‘ y «.. sont les composantes contrevariantes de Ty‘ .

Quand le systéme de base %)i est changé selon

rx X . ,
(2) g)i = 8, %)k (si matrice bornée ayant une inverse bornde et
une seule)

Les composantes se transforment Atapres ¢
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(3) Y o=s ()

La géonétric est définic dans (H) par le groupe G des transformations liné-

dres conservant les produits scalaires et les normes des fonctions.

Sous l'action de causes extérieures la particule P peut effectuer des
transitions, Elle n'est pas, alors, représentée par une fonction, mais par une
famille de vecteurs 1{7(,8) (c'est-a-dirc une famille & un paramétre de vec-
teurs de l'espace de Hilbert)., 7 est un paramétre d'évolution, qui peut &tre

le paranétre d'une famille d'hypersurfaces du genre espaces

On voit que l'aspect cinématique du probleéme de la particule P est, en
nécanique quantique trés analogue & ce qu'il est en mécanique classique, & ceci
. prés que les vecteurs TP‘(C ) appartiennent & (H) , et non plus & 1l'espace de
Minkowski.

Pour passer au point de vue dynamique, on astreindra la famille T}r (2 )

4 satisfaire & une équation d'évolution dont la forme devra &tre insensible mux

changements de base définis par 1'équation (2). C'est ce que nous appellerons la

covariance quantique,

La Covariance Quantique est compatible avec la Covariance Relativiste. En
effet, de la définition (1) il résulte que les composantes 1?'1 sont des in-
variants relativistes, quelle que soit la nature tensorielle (ou spinorielle) de
; de la formule (2)

sont aussi des invariants relativistes. D'autre part, il a été prouvé ((2,[ 7))

la fonction Qf » De méme pour une raison analogue les s

que la métrique dans l'espace (H) peut 8tre, par un choix convenable du pro-

duit scalaire de deux fonctions d'ordre, rendue invariante relativiste. Le vec—
k
i
lativistes, les opérateurs agissant sur 7 devront, dans 1'équation d'évolution,

teur d'état 1¥~ et son opérateur dec transformation s, é&tant des invariants re-
8tre combinés de fagon & former des invariants relativistes. Il s'ensuit que le
groupe G est insensible aux transformations de Lorentz agissant sur les repéres

de 1l'espace de Minkowski,

On peut interpréter les changements de base dans (H) comme des changements

de représentation. En effet, il est d'usage de choisir une collection de grandeurs

(par exemple @ énergie, moment angulaire total, moment angulaire en projection)
dont chaque ensemble possible de valeurs quantifides (définies & 1'aide des nom-

bres quantiques correspondants) est associé & une certaine fonction d'onde ﬂ/i .
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Les W)i forment un systéme de base dans (H) qui n'est pas toujours complet,
mais qu'on peut compléter. Imposer la covariance quantique de la théorie revient
4 dire que la forme de l'équation d'évolution ne doit pas ddpendre de la repré-—

sentation, (c'est-d-dire de la collection de grandeurs choisie),

2.~ Les Vecteurs dc 1l'espace (H)

Si nous posons

. \ V,:[/'f \ —_—

(4) B %y, = < \Jk ’ L*)h Vs = }/l v ( ¥ 0 W h) dﬁ—)\
2/
-2

vx (d>, ¢ ) étant le quadrivecteur courant de divergence nulle construit sur
les fonctions d'once éB et Y . ¢ étant une hypersurface du genre esp?ce
(de 1'espace de Minkowski) nous pouvons former, & partir du vecteur ‘Q? de

l'espace (H) , une autre quantité & un indice

I - V)
(5) \ffl* :21_{_ 85 #k &)

On montre que si les fonctions de base QJi subissent la transformation (2)
les quantités .q?i* sont transformées selon

(6) Yo = 59 F

Nous pouvons appeler qf_* vectour covariant conjugué, De méme, les quantités
i

. %

T%;l dont la loi de transformation serait :
T i*

(7) P =) (F )

constitueraient un vecteur contrcvariant conjugué, et en posant
*
k

(8) q)l=g*qj

k"1 ¢

On formerait un vecteur covariant, dont la loi de transformation

|

- k ™
(©) kFizsi qjk

serait analogue au changement de base (2).
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Dans des conditions assez étendues, il est possible d'inverser les formules
(5) et (8) selon :

i *, , L #
(10) ¥ =:gk 1 ﬁP’ . (la matrice g Y
; ' k étant 1'invcrse de
i . ¥ .
Vo Akqg g .

Dans le cas ou les vecteurs de base sont orthonormaux, on a 3

I1 s'ensuit que (5) et (8) devicnnent

_ i o
(12) ¥ =Y
14

CE N

Dans une base orthonormale, il n'y a plus que deux sortes de vecteurs le passage
au conjugué équivaut au passage du covariant au contrevariant, ou vice versa.

Le produit scalaire de deux vecteurs s'écrit

) o o
(10) S AETEE N

*

k

En coordonndes orthonormales (14) devient @
v, P 5ol
(15) F1E =(Ppe,

En géndral, le carré scalaire n'est pas défini positif, si bien qu'on ne peut pas

toujours normaliser & + 1 ; si 1'on pose : & K= *1l g ; =t

%5 i’ 1ij

on peut en déduire |
e (TP e (TP,

formule applicable aux métriques indéfinies.
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3.- Vecteurs normés. Vecteurs non normés.

Sans entrer dans le détail de la discussion des conditions de convergence

des formules que nous venons d'écrire, nous pouvoms considérer la formule @

an (Y Y=YE T,

. ’ . . I d r . , . I . . . L]
qui definit le carré de la norme de %P « Si la métrique est définie positive,

et la base orthonormale, on a
) < VY= (V)Y

Si (18) converge, on dit que QT appartient & 1'espace (H) , ou bien qu'il est
nornmé. Pour de tels vectecurs, il est bien connu que toutes les formules que nous
avons écrites ont un sens (les séries qu'elles comportent convergent). On peut
étendre cette notion de vecteurs normés aux métriques indéfinies. On distingue
en effet, parmi les £, de la formule (16) ceux qui sont égaux & + 1 , cor-
respondant & des indices 1 , et ceux qui sont égaux & ~ 1 , correspondant & des

indices ( , et on écrit s,

19 <V -

N

“f@fw

*
Vi P 22 {- S
jg‘ sera normé¢ si les deux séries q% 5 et TP‘ Nyki convergent séparé-

nment., On sait d'ailleurs, que cctte condition doit 8tre posée, si l'on veut que
le carré de la norme de -i@.soit indépendant de 1'ordre dans lequel on écrit les
termes de la série qui le définit. Les résultats établis quant & la convergence
des séries dans le cas des vecteurs normds de la métrique définie positive s'é-

tendent aux vecteurs normés des nétriques indéfinies.

I1 peut présenter un certain intér8t de considérer des vecteurs non normés.

Soit; en effet l'ensemblc infini de composantes : 4)i (xo) constitué par les
valeurs que prennent les fonctions de base %)i en un méme point de l'espace .
Plagons nous, pour fixer les idées, dens le cas oi ¥ (x) est une fonction de

1'espace & 3 dimensions et ol le produit scalaire de V et de Y est donné

par 3 “
,ﬂ/\%’ \.‘,' dx dy dz
Les

*}i (XO) se transforment dans un changement de base par les formules : (1)

(1) Ces formules sont valables presque partout au sens de Lebesgue. Cf. [ 5]
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Vilxg) =85 W (x)
qui convergent, ce qui ¢tablit leur caractére vectoriel covariant., Cependant,

le carré scalaire de ‘Pi(xo) est ¢ qu(XO) \Pk(xo) = ?j; (XO) W‘k(xo)

Le produit scelaire de %ﬁk(xo) et de q)k(xl) est donné par
(20) YR (ko) Wy (5) = © (xy - x,)
Py Yo/ Yi V% 07"

Le carré scalaire de lpi(xo) ¢cst donc égal & 5(0) = oo , le vecteur
non normé QJi(XO) a cependant, avec tout vecteur normé y Gl produit sca-
laire fini (presque partout au sens de Leobesgue).

O 2 . s '..
En effet, si z__(Xi) est finiec, la série : X, qii(xo) a pour somme une

i
fonetion F(xo) de carré sormable. Donc le produit scalaire de X; etde

qii(xo) est fini,

Dans le cas général ol lss fonctions Wy ont unc variance tensorielle ou
spinorielle quelconque, dans l'espace de Minkowski, soient les composantes d'in-
dice  de ces fonctions ( w)i(xo)Lx . Ces composantcs ont par rapport aux
changements de base de l'espace (H) , la variance d'un vecteur covariant non
normé. Si ( q)i(xl)ZQ est formé de maniére similaire & partir d'un indice /3

et d'un instant-point x. , lc produit scalaire

1
(1) Sy (s x) = (W), (P (x)),

i 1

est indépendant de la base choisic dans (H) . C'est une fonction singuliére de
x5 et x; qui généralise la fonction & de Dirac. La formule (21) s'applique
dans tous les cas (y compris les métriques indéfinies, et quelle que soit la

définition du produit scalaire).
4.— Tenseurs de (H).

Unc particule P est représentée par un vectcur 'in de (H) . Un systéme
de n particules P , dec nature identique, sera représenté par un tenseur & n

indices ’ﬂfl , de (H). Un tel tenscur aura pour loi de transforma—

PR P |
17 "22°*
tion dans un changement de basc celle d'un produit général de n vecteurs

, .k ok K
(22) (xéi)) (xéz))' B T T

n 11 2 ln k1
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' SR * i
(23) . . . = S, S, ces 3 k 9 k ece k

- 1, ge0ey 1 i, "i i 17 727 T

10 tp 2o iy 1 n

Les formules (22) ot (23) définissent des tenseurs & n indices covariants. En
remplagant dans (22) certains des vecteurs covariants par des vecteurs contre—
variants, ou par des vecteurs conjugués de covariants ou do contrevariants, on

définit des tenscurs plus généraux. Par exenple @

¥
N J '
. Jy ¥ B3 iy )
(24) s (1))t LU s
- o ¥
Dans (24) le signe 1 signifie : "se transforme comme", ‘“f J i* comporte
i

un indice covariant i ,'un indice covariant conjugué k¥ et un indice
contrevariant conjugué j . La contraction d'un couple d'indicesest justifiée
formellcnent par 1l'expression (14) du produit scalaire de deux vecteurs., D'a-
prés les deux formes de cette expression, il est manifestc qu'on ne peut con-
tracter quiun indice covariant avec le m@me indice en position contrevariante
conjuguée, ou un indice covariant conjugué avec le méme indice en position

contrevariante conjugude.

T k ‘'nm om
Done W¥—k,'9* a la variance Xy
{ o*
_\Hk* i, '
et Y k i a la variance Wy' vi*

Encore faut il que la série qui exprime le tenseur contracté soit convergente.
Et pour qu'aucune ambiguité ne subsiste, il est nécessaire qu'elle soit absolu~

ment convergente.

On peut définir 1lopération d'abaissement ou d'élévation d'un indice par les

formules '
. # . '
Jr Jd RS < B
A : en i k*
(25) Wt i = ¥,
h™i
i ®
' h™i «
(26) v =g Y
j* X \ n* Jaae k*

Nous voyons, d'aprés (25) et (26) (qui découlent elles mémes des régles de
contraction des tenseurs) que le fait d'abaisser ou d'élever un indice le trans—
forme cn indice conjugué. Clest poumuci wun tenseur ayant tous ses indices de
néne nature (covarients, par exemple) n'a pas de tenscurs contractés (si on

éléve un des indices il devient contrevariant conjugué),
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Le carré de la norme d'un tenseur W’ . . est 1l'invariant :
ll 912, e o .’ln

(o) WF!Q _ _q{il,iz,.,.,in -

1,51 500051
L1729 "n

Si la base est orthonormale (cas de la métrique définie positive), on a
2 i r
(28) V=Y, Vo
i ot no tdysioyeee,l
Si la métrique est indéfinie, et les vecteurs de base orthogonaux et normés &
71 ,onaz

r %

2
| = £ . . . s . . .
(29) 'ILD] Z il 3129'°"ln 1 11’12’...’11’1 W’llgiz’ooogln

@vec € =-1).

on peut user du méme artifice de calcul que dans le cas des vecteurs et poser :

(30) Y= ¥ V-V Y,

o et ﬁ étant certains groupes de n indices 1i.

‘\P’ sera dit normé si 1{&* W o et ‘Wj V/} convergent séparément.

J* .
Le prcduit général de deux tenseurs ﬂfi . et @)ﬁ* est le tenseur
m

On peut montrer, par une voie trés analogue & cellg*qu’on suit dans le cas &
nombre fini de dimensiens, qulune quantité “}’ 1 ! k ? telle que

) o B '
ol * K Yr J . . . R .
X (~Yj) A 5 soit un invariant quantique quels que soient les

1,)5k k

vecteurs arbitraires X, Y et Z , est un tenseur. La variance quantique est

définie par la place que nous avons assignée aux indices.
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5.~ Problémes de convergence.

Pour que la théorie des tenseurs de 1'espace (H) , que nous venons d'es-
quisser, ait un sens, il convient que toutes les séries figurant dans les for-

mules que nous avons écrites convergent.

Le tenseur fondamentale g ; constitue une matrice bornée ayant une in-
173
verse bornée, En effet, si s? est la matrice qui permet de passer d'une base

orthonormale & la base utilisée, on a

: k k
(31) g, =8
1% g
La proposition découle immédiatement de ce que g * apparait comme le produit
i%j
de deux matrices bornées et ayant des inverses bornées.

LEMME s L'action de matrices bornées sur les indices d'un tenseufgnanduit

autre tenseur normé.

Montrons le sur un tenseur & deux indices

Posons :
b h , h

(32) ¥y 3= ay bj 'Ef Kh
si v, =aF v on a!

ih~ % Y xn ’ '

2 2 — M 12 X

(33) ; lvihl £ A ; l U{ kh‘l (A ¢ norme de 8 )
Mais v,y {4 i constant ) peut 8tre considéré comme un vecteur de (H) ,

de norme M, . L'inéquation (33) signifiz que :

M 2 5 2
e oce . ”n o6 é ‘-
R <\\Af--’wkh

K,h
Cependant, le fait que bjh est normé donne :

ENEED S N P i

3 1
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I1 en résulte que :

RS N = T, P2

(35) démontre notre lerme.

On voit immédiatement que notre raisonnement peut s'étendre & des quantités &

un nombre quelconque d'indices.,

Le résultat que nous venons d'obtenir assure la convergence de la série de la
formule (23). Un changement de base transforme tout tenseur normé de fagon gque
la somme des carrés des modules dc ses éomposantes reste finie.

En outre si on part, par exemple d'un tenseur covariant dont la somme des carrés
des modules des composantes est finie, les formules permettant d'obtenir le ten~
seur contrevariant (formule du type (26)) convergent, et donnent un tenseur dont
la somme des carrés des modules des composantes est finie. I1 s'ensuit que la

norme, au sens de la formule

- ri i eoc e i -
(27) R S S
11’12,.’., n

est elle méme finie.
THEOREME 1.- Le produit général de deux tenseurs normés est normé et la norme du
produit sst égale au produit des normes des facteurs. En effet, si

V. A

L od,d,ks0 = iy kyd,

on a

IS s | e = I A il WY

T,3.k, 2 k5

o

Les formules de transformation de dans un changement de base

, 1535k 0
convergent, par conséquent,

4 \
THEOREME 2.- Si, dans le produit général de deux tenseurs normés on contracte
un indice du premier avec un indice du second, le résultat est encore un tenseur
normé.

Soient par exemple aiJ et bk h les tenseurs en question ¢
s

formons Cih = ai bkh
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on vertu de 1'inégalité de Schwartz ((5), p. 3) on a @
2 {12 2
lvih' < ZJ: !ala! % lbkhl

d'oll il résulte que

(37) Y loylt g 3 e b

i,h i,d K, h
La norme du contracté Gy est an plus égale & la norme du produit général de
3 _
a L]
i % Py

Le résultat s'étend de lui méme au cas d'un nombre quelconque d'indices.

! : ’ - . . v »
THEOREME 3°- L'opération de contraction sur deux indices d'un méme tenseur norme
ne donne pas toujours un résultat fini.

En effet, soit, par cxemple : av, = S,

i 12
La norme g laJk! ='Z:—1é est finie.
Jrk k ¥k

. o0
1'expression du contracté ajJ = est divergente.
J=1

Caof b

Les résultats que nous venons d'établir justifient le calcul tensoriel dans l'es—
pace (H) , sous la condition que les tcnscurs soient tous normés. Le dernier de
nos théorémes montre quc si nous voulons contracter deux indices d'un méme ten-
seur, une étude spéciale est das chaque cas, indispensable, Cependant la con-
traction est autorisde s'il existe un produit de vecteurs de méme variance, dont

les composantes majorent, en module, celles du tenseur.

REMARQUE. Dans ce qui précéde, nous avons utilisé le mot "norme" tantdt dans le
sens de la formule (27), tantdt dans celui de somme des carrés des modules des
composantes. Il est bicn évident que seule, la premiere de ces deux normes est
invariente dans les changements de base définis par (). Les deux définitions
sont identiques quand la base est orthonormale. Za vertu de notre lemme, nous
1l'avons vu, l'existence de la norme au second sens entraine celle de la norme
au sens de (27). Cette existence est maintenue dans tout changement de base au
type (2), donc elle prend un caractére invariant quantique. Comme les raisonne-
ments sont plus simples avec cette seconde définition de la norme, nous 1'emplo-

yons de préférence pour traiter les questions de convergencee
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6.~ Systémes de particules de mfme nature : Tenseurs symétriques ou antisy-

» .
metriques.

Pour satisfaire au principe d'indicernabilité des particules de méme nature,
nous représentons un systéme de n de ces particules P par un tenseur de

(H) & n indices covariants TV. complétement symétrique en tous

11,12,...,1n
ses indices, ou bien completement antisymétrique. Nous supposons ce tenseur nor-
né, afin d'&tre certain de la 1égitimité des opérations ol il sera susceptible
d'entrer. En outre, la norme dc ce tenseur au sens (27) doit jouer un réte im-
portant dans 1l'interprétation probabiliste de la théorie.

La création d'une particule P fait passer d'un systdme de n particules & un
systeme de n+l particules, donc d'un tenseur & n indices covariants 2 un
tenseur & n+l indices covariants. Le moyen le plus simple d'effectuer un tel
passage d'une maniére covariante quantique est de faire le produit général d'un
vecteur covariant Xk par W@i

-

. .« Etant donnée une composante
11,12, oo.,ln

. . du tenscur & n+l indices, il y a n maniéres possibles
l ’1 ,000,1
2 n+l
d'y contribuer, ce qui revient & dire que n produits généraux peuvent &tre
envisagés.
Soit ¢ X, . s . . .
1y 11’12’°°"lk~1 R LRLET =y ].5;1(5;n+1
Si notre systéme est représenté par des tenseurs symétriques (cas des bosons)

nous avons nécessairement @

(38) d5 “b S X wy
k

'_i ’i ,a:o,i - . . . .
1 2 n n+1 ik 11,.o.’lk"l’lk'l'l’..',ln"l'l

Si nous employons, au contraire, des tenseurs antisymétriques (cas des fermions),

nous devons poser

(59) ¢ b T ok, ¥

ic,i ’.’.,i - .
= K k  Lpreeesly gy Dpggoeeesiny

n+l1 =T

Les constantes multiplicatives bn+1 et "btn+1 sont jusqu'ici arbitraires.

L'annihilation d'une particule P fait passer d'un systéme de n particules &

un systéme de n-1 particules, donc d'un tenseur & n indices covariants & un

tenseur & n-1 indices covariants. La maniere la plus simple d'y parvenir de
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fagon covariante quantique est de contracter lc temseur avec un vecteur contre-
variant , selon

X
(40) 331{ =an21; ! Wk,k

2’...’kn z,uen,kn

La constente a étant a priori arbitraire.

En raison de la symétric, ou dc 1l'antisymétrie du tenseur ‘@f la formule
(40) est absolument générale.

Les formules (38), (39) ot (40) peuvent s'écrire, de manidre condensée @

@ n+l X+‘an

(41) - .
1 =¥ Wy n

(P

X" est 1l'opdrateur de création associé au vecteur covariant X -

Y  est 1l'opérateur d'annihilation associé au vecteur contrevariant Y .
Un systéme de particules P en nombre indéterminé est représenté par une suite
infinie de tenseurs & indices covariants :

Vo, Y E .
0 i Iisdpsecesece  Iyy doyeeey 1, etc «oe

Ce qui constitue le vecteur d'état R du systeme
Les opérateurs X' et Y agissant sur tous les tenseurs de la suite, les coef-
ficients a ot b~ des formules (38), (39) et (40), jusqu'ici indéterminés
jouent un rdle essentiel.

Les relations de commutation contribuent & les fixer.

Si on calcule, en effot, les quantités [Y~ X ] _
+

ol + correspond au cas antisymétrique (anticommutateur) et - au cas symé-
trique (commutateur), on obtient en général, une expression compliquée; faisant
intervenir le produit général des vecteurs Y et X .

Si b =a_ b =1,cette expressi implifi
241 Pnet n Pp=Llsce expression se simplifie beaucoup, et on a

- oq ¥ k i
(42) [¥ X+]: = (¥ xk)\f

Nous ne diminuons aucunement la généralité en fixant & 1 1la valeur supposée

commune des a_ b .
n n
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(42) condense une partic des relations de cormutation courarment admises dans
la théorie de la secomde quantification.

Les autres relations s'écrivent ¢

xFvk=o0
(45) ? T
Lx Y‘J;

1l

I
o

Elles sont indépendantes de la condition a b =1,

La condition de conjugaison hermitienne de X' et X~ achdve de fixer a_ et

-

b« On peut définir le produit scalaire de deux vecteurs d'état U et ® par :
N B |
IT N SN ‘\I[ 1°72 n
(44) <’¥(l@/ =2 135000yl
n, il,iz,.tn’in) 1, 2,. °? n
(44) donne naissance & un invariant quantique. Quand TE’: dE y on obtient le
Tr
carré de la norme de Y

(45) LI

1,12, L) .,ln

Iy 1912,ooo,l ) 11,12"..,111

(La parenthése (il,iz,...,i ) signifie qu'on ne compte qu'une fois une méme com—

binaison de ces indices). ‘

La formule (44) doit comporter corme premicr terme WP_ (i) et la formule (45)
~ % ‘

doit comporter WV Xg O et é@ étant deux 1nvar1ants a4 la fois guan-

tiques et relativistes (simples nombres complexes) supposés représen%er le vide

des particules P ,

A partir du vecteur X , on forme, & 1l'aide de Bes composantes covariantes
+ . . . -
ltopérateur X' , et & 1'aide de ses composantes contrevariantes, 1'opérateur X

Dire que X" et X~ sont hermitiens conjugués revient & écrire la formule
(46) CSHRIEERG T %)

La comparaison de (38), (39), (40), (44) et (46), conduit &

5] "
it
]

ce qui tenant compte de &, bn =1, donne 3
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Y _ 1
(47) an =Vn bn = '-—--\/_;l_

L'hypothése (47) sur les coefficients a et Db correspond 4 la théorie
classique de la seconde quantification. On voit qu'elle ne s'impose pas du
strict point de vue de la covariance quantique.

a,

n est liée & 1'hermiticité de l'opérateur d'interaction, elle méme néces-
b

n
saire & la conservation de la probabilité totale au cours du temps. Clest une
hypothése plus utile nhysiquement que a, bn =1, qui garantissant la simplici-
té des relations de commutation, assure 1'élégancc des conditions d'intégrabili-
té de 1'équation d'évolution. On peut donc - sous réserve d'établir autrement ces
derniéres conditions - tenter d'édifier une infinité de théories de la seconde
quantification, basées chacune sur un certain choix arbitraire des ) . Nous
nous bornerons, pour l'instant, aux valeurs a et bn données par (47).

Examinons les questions de norme.
Un raisonnement dérivé de celul que nous avons fait pour démontrer les théo-

rémes 1 et 2, paragraphe 5, conduit & @

- 2
- r 2 2 '
(48) R N
et (1) YL <R e |V [
< L n+ 0
Si X est un vecteur normé, et si tous les Nyn sont normés, tous les

Y Ve
- + ’ . »
tenseurs obtenus par X Y et X Y sont normése. Mais.la somme des carres

de leurs normes n'est pas obligatoirement finie d&s que z: I@Tnlz 1'est ;
n
cormme le montrent les inégalités (48) et (49) ol interviennent, dans les termes

dgs séries du second nembre, des coefficients n et n+l . Si au lieu de (47),

o 1 . .
nous écrivions, par exenple a, = 1 bn = = , nous serions certains que
ﬁy 2 R N .
> n* finie entrafnerait que
n

I 55]2 ot le ﬁg'z sont finies,

Autrement dit si Y appartenait & 1l'espace de Fock [3], X et xt

appartiendrait automatiquement & 1'espacc de Fock. Cependant, les formules (48)

et (49) montrent que, dans des cas trés étendus, si ['ﬁfnl décroit assez vite
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quand n—yoo (par exemple plus vite que avec > 2 ) , les quantités

1
- N 12 + 3 1R n

IX \{4 et ]X 1{| sont bien finies . Tout se passe alors dans 1l'espace
de Fock.

Le fait que Z: n |W¥‘n|2 { oo signifie que la valeur moyenne du nombre
n
de particules P est finie. On peut donc énoncer le théoréme exprimé par (47)

et (48)

Si la valeur moyenne du nombre de particules est finie, et si le vecteur
X est nomé, 1l'action des opérateurs de création ou d'annihilation ¥ ou X
sur le vecteur d'état donne un nouveau vecteur d'état qui appartient encore 2

1l'espace de Fock,

Développement doe X' et X .

On peut développer X'~ et X selon s

x* :-% Xk %(k)

X = % ¥ @, (x)

(50)

Les (M (k) sont des matrices qui font passer des jy'n aux ‘¥'n+1 .
Les seuls é1éments non nuls de ces matrices sont @
(51) @ (), . 1

1’.."1{1"‘1,1{‘]’_ ,.oo,k

ven ke kK. Lseeeyk L3
’ ’ b4 ’ H 2 - —
1 i-1U77141 n+1 1 1 = b 1=

n+l
dans le cas symétrique.
Dans le cas antisymétrique, le second membre de (51) doit 8tre multiplié

par (—1)(1*1) « Quant aux (L (k) , leurs seuls éléments non nuls sont @

2 (L (x =a = Vn
(5 ) Ai'( )klyooo,kn;k kl,...?kn ” an /n

Et les relations de commutation (42) et (43) se transforment en ¢

i

[Gw, Bml= 6,

(53) [G@w, OmI

li

0

11
o

[, O mI



1-18

7.— Fonctions d'onde superquentifides.

Pour former les équations d'évolution d'un systéme de particules, il con-
vient de construire des opérateurs a signification tensorielle quantique qui,
appliqués aux ”@fn donnent de nouveaux tenseurs quantiques. Les équations d'é-
volution doivent &tre écrites entre composantes de mlme indice de tenseurs de
méme variance. Le: seuls tenseurs dont nous disposions, au départ est le vec—
teur covariant non normé q/i(x) forné par les valeurs de 1'ensemble des fonc—

tions de base, I1 donne 1l'opératcur de création 3

(54) v =2_; Yy (®) 1 (k)
L'opérateur d'annihilation corrcspondant s'derit 3
— L, k “
(55) Yo v (x) (k)
k

(54) ne définit pas, en général wn invariant relativiste. La variance relativiste
de %/+ » qui 2 un certain nombre de composantes d'espace temps ( §/+)M' ,
est celle de la fonction d'énde non superquantifiée Y . Quand & (55), elle

pourrait s'éerire :-
- 'k *
(56) LD SN N CHe
k,

La formule (56) est correcte du point de vue de la variance quantique, Mais, on
sait que, dans la grande majorité des cas, ( %’h(x))* n'a pas la variance re-
*
lativiste de %’h(x) + On réarrange les composantes de ( W’h(x)) » & 1'aide
d'une matrice constante convenable, pour obtenir le spineur (ou tenseur) conju-
gué qjh(x) » qui a la méme variance relativiste que w)h(x) o La significa-
tion véritable de la.formule (55) n'est pas donnée par (56), mais par @
3%
- h"k -
(57) y =2 g v, G .
Kh

Les opératours $)+ et ¢ ne sont plus toujours comme 1'étaient X
et X , hermitiecns conjugués. Pour que 1'opératour d'interaction % soit quand
nméme hermitien, il faut faire intervenir §'+ et '~ dans cet opérateur
d'une fagon particuliére,

On peut par exemple, supposer que 3
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1°) Seule la somne §)+ + Y7 apparalt dans -%? .
v
20) d{? étant déduit d'un invariant relativiste ;f s lui méme établi & partir

N

des fonctions d'onde non superquantifides %} s la transformation W— VY
*
change gﬁ en ip .
S'il en est ainsi, on peut appeler "Fonction d'onde superguantifide" 1'opéra-

teur

—

(58) (W)g, = ¥+ W

(Y )op a la varience relativiste de (¥ , Si les équations d'onde sont auto-
conjuguées (ce qui signifie que Wy satisfait aux mmes équations d'onde que

), ( W))Op les vérifie.,

8.- Particules et antiparticules : Relations de Commutation,

Au paragraphe 1, nous avons introduit 1l'espace de Hilbert dont les vecteurs
représentent les états possibles de la particule P . Si P est libre, on peut
séparer sans ambiguité, et de fagon invariante relativiste, ses états d'énergie
positive de ses états d'énergie négative.

Si P n'admet pas d'antiparticules, les seconds n'ont pas d'interprétation

physique, en dehors de l'absorption d'une particule P . On doit donc restrein-
dre (H) aux seules solutions & dénergie spécifiquement positive de 1'équation
d'onde, cela revient & nc considérer comme appartement & (H) que les seules
fonctions obtenues par superposition d'ondes planes toutes & énergie positive
(cf.[1]). 88 P est 1lide, lc probléme est plus complexe, et doit 8tre exami-
né dans chaque cas particulier. Si, par exemple, P est attirée par un centre
fixe 0, le systéme d'axes ayant son origine en 0 est privilégié, et il en
résulte une décomposition en solutions & énergie positive et & énergie négative
qui a un caractére intrinséquc.

Quoi qu'il en soit, nous supposons que (H) a pu &tre défini, et nous
prenons pour ( )Op 1'expression (58), Nous écrivons désormais Y au lieu de
(y )Op + Sauf mention contraire, il s'agira de la fonction d'onde superquanti-
fide.

Formons le commutateur @

—

(59 LvE), L (P 1= ), (v,
DY) Cy e,
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dont la valeur résulte des équations (53), (54), (57) et (58), et oh les indices
X et /3 sont des indices tensoriels ou spinoriels relativistes. Appelons

Sy 3 (x,x') la fonction singulidre du second membre, trés analogue & celle de
la formule (R1). Sx¢ /3 (x,x') est, coome il résulte de son équation méme, un
invariant quantique (elle ne dépend pas de la base choisie dans (H) . (59)

devient :

(60) [ W), (V@) L =5, ")

[

Si, maintenant, une antiparticule P?' cst associée &4 P , l'ensemble de n par—

ticules P et de n? particules P' est décrit par un tenseur

ﬁ¥' X k sk = ol ki’kz""’kn sont des indices covariants de (H) :
19""? n? 1?“".’? nY

espace fonctionnel des états d'‘nergie spéeifiquenent positive de P, et
kis K3se00sk!y les indices covariants de (H') : espace fonctionnel des états
&4 énergic spécifiquenment positive de P'.
- N k' h!k_,__. 1 . N 1 T a]-

La fonction \J =) g J,+ n'appartient pas & (H'), en général,

meis au prolongement de (H) (états & dénergie négative de P). De mlme la fone-
*
tion L? ko > gh kq;h appartient au prolongenent de (H') (états & énergie
h i

négative de P). Il s'ensuit logiquencnt la formation de deux fonctions d'onde

superquantifiées

(61) P = v, @ P+ ¢ E @ G

1

ot (62) "q/(x)

il

R RGR ORI CON XD

}’(x) est un opérateur création de P ot annihilation de P! .

Qf(x) est un opératcur annihilation de P et Eféation de P!,

\V(x) vérifie les équations d'onde de P et q)(x) celles de P' .
(61) et (62) ne conduisent 3 aucune difficulté si P (et P! ) sont des bosons
(tenseurs synétriques). En effet, les opérateurs agissant sur les indices k ot

ceux applicables aux indices %! commutent entre eux.

Si les P et P' sont des fermions, au contraire il faut faire anticom-—
nuter les opérateurs appliqués aux k ot ceux appliqués aux k' . Nous sommes

. N A N /'\‘
conduits & modifier les (3 et les 65 dans ce sens, tout en respectant les deux

conditions de conjugaison hermitienne et d'anticommutation. A une équivalence
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pres, la seule solution possible s'obtient en nultipliant les (O, ot les ®

déja définis par :

-1)* pour 1es (D), Ox), B(x")
et (_1)(n‘+1) pour les <i/(k’)

Les (U et les () figurant dans (61) et (62) seront supposés avoir subi
une telle transformation, Que 1lés particules P et P! soient des bosons ou
des fermions, on pourra écrire 3

v - 3 [N - k ‘ ' - kl '
(63) L (\\)(x))OL » (Y= )//6 ]: = (y (X))(x (v, (x ))/5* Wk,(X))K (@ (x ))g
ou encore 3
6 Y ! = S '
) L6, » (v, 1 =5, ;6
( o et /A ¢ indices tensoriels ou spinoriels relativistes)

‘La fonction singulidre Sy 13 (x4x!') de la formule (64), comme celle de la
forrule (60) ne dépend pas du choix des bases dans (H) et (H') , ainsi qu'il
résulte de eon écriture méme. Elle est invariante quantique.

Sb(ﬁ)(x,x') vérifie, en tant que fonction de =x , les équations d'onde de
P! et comme fonction de x' , celles de T . ’

I1 n’en est pas de méme, en général, de la fonction Su(ﬁ (x,x;) de la
formule (60). Dans (60) W k(x‘) et %'k(x) sont bien solutions des équations

d'onde de P . W k(x') et W k(x) satisfont les équations conjuguées. Si
les équations de P sont autoconjuguées, So(ﬁy(x,x') est doublement solution
de ces équations. Comme fonction de x et corme fonction de x' . Dans le cas

contraire, on ne peut rien affirmer,

9.~ Equations d'évolution d'un systéme.

Au début du paragraphe 7, nous avons posé le principe permettant d'écrire
les équations d‘évolution d'un systéme. Rappelons la formule bien connue
6T o aus
(65) 15w T (7@ (x) =

qui revient & poser @
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(66) 1V (o) = ¥ (s)) =/ﬂf§@(x:)i§(g,) 24
Js,

((x' point de & ') o ' étant une hypersurface du genre espace d'une famille
continue incluant & o et © )

Le vecteur d'état ﬂf présente un caractére tensoriel par rapport aux chan-
gements de base dans les r espaces hilbertiens (Hl) _—— (Hr) associds aux
r sortes de particules P1 —————— Pr s intervenant dans le systéme. Une compo-
sante de "g s'éerit

N k§1),..°,kr(li) H 1§§2)’°°°’kr(12); ""’kr(li)

r
9@ O 9 0L OO0 0@ ; k§ )
Cette composante cst associée & un état du systéme ol il y a ny parti-
cules Py n, particules P,y-———---=--—- » n, particules P, . L'ensemble de

telles composantes covariantes de “‘j[ sera désormais désigné par ’ir coy * @

pourra passer aux composantes contrevariantes dont 1l'ensemble sera réprésenté
¢ contr
par Y o

On peut remarquer que "\_7 est constitué¢ d'une infinité de tenseurs W

-

n,;

'\"E' N - (nl,nz,.,..,nr et r prenant toutes les valeurs entiéres pos-
27

sibles de 0 & oo ).

Le carré de la norme de ) s déduit de (27), s'éerit
2 _ { _ T jyeontr .
(67) Ry “<Y|V>—L—- Y \l’cov
(67) ol tous les indices sont contractés, définit un invariant quantique.
I1 se peut qu'un tenseur T}_’ By Nojeses présente un caractére normé par
rapport & chaque espace hilbertien (Hl) ’ (HE) g (Hr>’ et ne soit pas normé
au sens de (67), qui suppose une sommation sur tous les indices relatifs & toutes
. e s
les bases. Il se peut aussi que les U Ny ngi...in, soient tous normés
au sens de (67), nials que leur ensemble ne le soit pase L3 réside une des prin-
cipales difficultés de la théorie quantique des champs. Le produit scalaire de
deux vecteurs d'état W et ¥ siobtient selon s

-

(68) o 133> -7 —ﬁ{contr & .

I1 est invariant quantigue.
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Pour que le carré scalaire de (67) soit indépendant de 5 , il faut, on

le sait, que 2&3 soit hermitien ¢

6) ¢RI =(VIRd

Ltopérateur % (x) peut &tre formé & partir des fonctions d'onde super-
quantifiées définies aux paragraphes 7 et 8 (formules (58), (61) et (62). Une
expression arbitraire ot figureraient ces fonctions Y (x) , ne convient en
géndral, pas. Le respect de la condition (69) impose des régles assez strictes.
Il n'y a pas de difficulté a montrer que

1°) <, (x) peut &tre un polyndme, ou une série de polyndmes en v (x).

2°) JH{x) doit Btre un invariant relativiste.

3°) Si, dans tous les invariants relativistes constituant B (x) , les W
sont considérées pour un instant comme des fonctions ordinaires, non superquan-
tifiées, la transformation Y- W doit entrainer le passage & la valeur
complexe conjuguée.,

49) Si, dans un mondme de O (x) figurent les fonctions d'onde superquan-
tifides Y de particules P admettant des antiparticules P! , Cﬁ@(x) doit
comporter un autre nondme, déduit du premier par substitution des %) aux W ,
et vice versa, et par inversion compléte de 1l'ordre des facteurs. La covariance
quantique des dquations d'évolution symbolisées par (65) est assurée comme indi-
qué au début du paragraphe 7, du fait méme du caractére tensoriel quantique de
6 (x) .

Si 1'on suppose que “Hf) (x) ne dépend que de x (et non pas de 1'hyper-

surface = ) la condition d'intégrabilité de (65) s'éerit

(70). B (x) G x) = Bxt) B (x) pour x # x'

et x - x' du genre espace.

Flle garantit que le vecteur d'état W& () ne dépend que de la valeur
initiale ?{ c"o, et de G , et reste insensible & toute modification de la
famille des hypersurfaces internédiaires o= ' (voir, par exemple, [11] ).

Nous allons voir comment réaliser (70).

10.- Spin et statistique .

Les fonctions d'onde superquantifiées de deux particules complétement dis-

tinctes commutent entre ¢lles, puisqu'elles opérent sur des indices relatifs
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& deux espaces de Hilbert indépendants 1l'un de 1l'autre,

Les relations de commutation (60) et (64) nous conduisent & poser que ¢

a) le nombre des opérateurs ' associés aux fermions et intervenant dans tout
mondme de G (x) est pair,

b) Les fonctions Sy a (x4x%') sont nulles pour x # x' , dés que x-x' est du
genre espaccs

Moyennant a) ct b) , (70) est vérifide.

Nous allons montrer que la condition b) nous fait associer les tenseurs quan-—
tiques symétriques aux particules dec spin entier, et les tenseurs quantiques anti-
symétriques aux particules de spin 1/2 entier,

" Ainsi, la condition d'intégrabilité (70) impose la liaison bien connue du
spin et de la statistique.

Dens le cas des particules libres n'ayant pas d'antiparticules, nous nous
bornerons aux équations d’onde autoconjugudes ( \y et U satisfont aux méme équa-
tions). En fait, on en considére jamais d'autres.

Considérons le second membre de (59)

(1) 8, Gox) = (), (0, 6e)), w8 (7, le) (W),

o £ est +1 si W st antisynétrique, ot -1 si § ost symétrique (par
rapport aux indices relatifs & la particule P considérée).

Les indices k% sont, ici, relatifs & 1l'espace de Hilbert des états & éner-
gie positive de P' . Si nous voulons donner & § A (xyx!') wne signification
invariante dans l'espace de Hilbert de tous les états (& énergie de signe quel-
conque) de P , il convient de transformer la deuxdéme partie de la somme du
second membre de (71),

Nous avons 3 ,
. . k 1 — hék ) !
(72) (936D (w5, = () (P,

Mais les indices h et k peuvent &tre transformds en indices d'états &

énergie négative h' et k' , en posant @
Yol =Pt et T (x1) =9, (")

On peut d'autre part, établir le ¢
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LEMME. 81 v(W,{) est le quadrivecteur — courant associé & deux états d'une

néme particule P, on a ¢
(3 @) = e e, )

avee £' =41 si P est de spin 1/2 entier,
et §'=-1 si P est de spin entier.

(73) qui peut 8tre vérifide sur les formules donnant les quadrivecteurs-
courents des particules usuelles, se démontre facilement & partir des expressions
les plus générales que nous avons données des quadrivecteurs—courants des par-
ticules de spin quelconque [ 8.

De (73) il résulte que : g . = &' (g . ¥, aron
h'k h!' k!
i 0 * 1
=¢'g (car (g ) =g, )
h*k k' ¥pt K*h n*k

et par inversion

g

h* k!t
. k = ¢t g h

(74) £

(72) et (74) donnent
(75) (9,60, W EE) = et € @ 00), (v

Dans (75), l'indice h' parcourt toutes les valeurs associées & tous les
vecteurs de base de l'espace de Hilbert des états & énergie négative de P .
(75) et (71) donnent

(76)

5,5 (o) = (9500) (v )+ et (™), (4 g

Pour que S_iﬂ(x,x’) soit un invariant de 1'espace de Hilbert total des
solutions des équations d'onde de P , il fout évidemment que £¢&' = +1 . Appe-
lant [, 1'indice courant du vecteur de base de cet espace, Sqli(x,x’) devient

alors @

() s, G = () (v ),

€8 =41 entralne que les ﬁy symétriques représentent les systémes de parti— -
cules de spin entier, et les_'w' antisymétriques les particules de spin demi-

entier. Nous avons imposé (77) d'une manidre relativement arbitraire. Montrons
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qu'elle conduit & Sdlﬁ(x’x!) =0 pour x £x', clest-a~dire au résultat
cherché, ilors g¢'= +1 se justifiera complétement.

i on éerit ¢ Y = ck\Yk )
%
on trouve aisément que @ ch = gk h y " | Wﬂ>
dtou '

(78) Y0 =R vy [ 9L

Lo formule (78) ¢quivaut a ¢

(79) ¥ (x) = /ﬂ' EB N (B, 9 ) ¢, () as!
Si noué posons ¢ ) f
) = T B (), (9),
(79) devient (80)

() (46, =/}/, R0p (PR, (Y6, (1,60 as)
s}

Dans ce qui précéde irmédiatement les indices k et h représentent tous
les vecteurs de base de l'espace fonctionnel des états de P (& énergie positive
et négative).(77) et (80) donnent ¢

SN :J,////CC K, 8 613) (), dof
Si nous posons ¢ -

A 1y — : A 1
(82) S?Sﬂ (x,x") ~§ A% . Soug(x,x)

, 7 >
@)y = [ s ey, sy

Au point ol nous en sormes de notre exposé, nous devons faire une hypo-
thése supplémentaire : la fonction p (x) peut 8tre prise arbitrairement sur
une hypersurface du genrec espace o o Clest le cas on théorie de Dirac. Clest
le cas pour le quadripotentiel électromagnétique si 1l'on admet les ondes sca—
laires et longitudinales (d'unc manidre générale, ce sont les conditions auxi-
liaires tendant & séparer les états de spin qui peuvent s'opposer & la donnde

arbitraire de W sur « .
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Ainsi en est il dans les théories habituelles du méson. Rien ne dit cepen—
dant quil ne vaut pas mieux admettre le mélange des états de spin.) Si x est

sur l'hypersurface o ' @

X 1
v (x,x') ( L{)(x')){g d ol

oblige S;ﬂ (x,x') & &tre nulle pour tout x #x' . (x ot x' sont sur s ',

/
o =ff s

donc x - x' du genre espace).

En effet Y (x) ne peut pas dépendre des valeurs ¢ (x') pour x £x' .
D'aprés (82) , les Soq,(x,x’) dont donc nulles pour x #x' et x - x' du
genre espacce La propriété b) est donc réalisée.

On voit que si nous n'avions pas éecrit &' = +1 , il n'y aurait eu aucune
liaison sinmple entre les So<,/5 et les 52([5 .

En général, S, 5 (x,x') n'surait pas été nulle pour x - x' du genre
espace, oty par conséquent la condition d'intégrabilité (70) n'aurait pas eu de
raison d'étre satisfaite. '

La liaison spin-statistique est donc bien démontrée.

La condition a) se trouve autonatiquement réalisée, une fois la liaison spin-
statistique acquise, du fait du caractére invariant relativiste de W (x) « La

définition (82) permet d'écrire les relations de commutation (60) sous la forme $

(60) DI a5, (WG, 5 () L=5y, (ox)

X +
Par intégration sur une hypersurface & du genre espace, x d&tant supposé
sur & dont le point courant est x' , on obtient une relation analogue 3 celle
établie par Schwinger pour 1'électron [10] 3

(55) //G LT W, (), 5 (90 Lagy =5,

La démonstration - que nous avons donnée dans ce paragraphe s'applique, sans
grande modification, au cas des particules dotées d'antiparticules. (84) et (85)
deviennent, alors

- D> : _
(86) C3 ), (P, b (96) 1 =8 (o)

(&) ﬁ (T 4, e, qen 1=y
& o +
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11.~ Opérateurs associés aux grandeurs ; représentations de Schrodinger.

L'opérateur associé & toute grandeur additive de la nécanique ondulatoire
correspond & une transformation infinitésimale appliquée & la fonction d'onde
de De Broglie de la particule P ,

Par exemple, le moment crbital en projection sur un axe /A correspond a
la dérivation par repport 3 € , angle de rotation autour de A . La quantité
de mouvenment en projection sur l'axe Ox correspond & la dérivation par rapport
3 x, etc ees o a &tant une grandeur additive, et 4 1'opérateur associé,
on peut considérer que A4 est un opérateur linéaire de 1l'espace de Hilbert (H)
des fonctions d'onde de P .

Un changement de base infinitésimal dans (H) peut 8tre ainsi associé &
A o 8'i1 s'agit, pour fixer les iddes, du moment orbital en projection sur A} »
1a rotation infinitésimale des axes autour de /\ fait passer des coordonnées
X,¥s2y aux coordonnées x',y',z' .

Une fonction F(x,y,2) , cxprimée & 1l'aide de nouvelles variables verra sa
forme changer. Elle deviendra (xt,yt,2') . N

| I1 pourra se supcrposer la nolification de F due & unc éventuelle variance

relativistc et qui <donne le spine. Nous avons donc fait subir & toute fonction
de (H) (donec 2 toute fonction de base de (H)) une transformation infinitésimale
L induite par la rotation infinitésimale considérée. Le point de vue auquel
nous nous plagons maintenant diffdre decelui du paragraphe 1. Nous considérions
alors toute fonction d'onde W définissant un état de la particule P en tant
que donnde physique, indépencante en quelquc sorte du systéme de coordonnées.
Ses composantes dépendaient, bien cntendu, du repére, ct aussi son expression
analytique. Mais nous avions intérét & lui conférer une signification intrin-
seque, afin de séparer clairement la covariance quantique (e la covariance rela-
tiviste.,

Dans le présent paragraphe, nous cnvisageons une définition purement ana-—
lytique de \¥ 4 1'aide de X,y,%,t. Aprés toute transformation de Lorentz,
nous oublions que les coordonnécs sont dcvenues x',y',z',t! . Nous ne prenons
en considération que le changement de forme de ¢ ot nous le traduisons par
une transformation lindaire dans (H) . .

L définit une transformation infinitésimale sur les vecteurs de (H) ¢

) h
(88) S X, = a X du
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du  étant 1'élément infinitésimal A'un certain paramétre (par exemple
angle de la rotation infinitésimale).

Les é1éments de matrice de (88) s'écrivent

by *n oy .
(89) a, =g <k\ %!Ak\)k>
Un tenseur covariant 7? se transforme comme le produit de
vecteurs (1) X(n) kl’kZ’.”’kn
- 1 e oce kn °

De (88), il découle que ¢

i

S(Xl({i) x(3) . xlgn)) du Zdi w1, g1y @) yGe) xl({n)
n

i,h "1 1

5 k k(i—~1) h (i+1) n
dtol
h
(90) §V =S ot U
- klo uokn i“;“ﬁ' aki L klo..ki*'lhki"'lo’.kn

La formule (90) définit, dans 1l'espace de Fock du vecteur d'état 13 5
1'opérateur superquantifié : O, qui correspond & A o On vérifie aisément que
(90) transforme tout tenseur symétrique en un tenseur symétrique et tout ten-
seur antisymétrique en un tenseur antisymétrique.

Supposons que ai est diagonalisé, et que n particules P occupent des

états kl’ k2 oo kn » correspondant aux valeurs propres Guy 8y ese 8 e La

2
formule (90) montre que *Q X X étant la seule composante de @f . supposée
1.°'n

ol =
non nulle, ~¥ est alors un vecteur propre de O, . La valeur propre correspon-—

dante est (a1+ O 4eeet an).

2
EXEMPLE : opérateur "nombre de particules",

Soit glj =g'tg

L'opérateur SﬂS superquantifié correspondant & glj agit sur le tenseur

Wy'k x & 1 indices d'aprés s
1’00.’ n

i1 h
(%) => g |
klsooigkn i’h ki_ ‘\y kl"."kiv—-l,h’ki'ﬁ'ly...,kn

Mais



1-30

. h™i

ij (g inverse de g )
h'j k' j
Donc 3

(91) (%%kl,...,k =n ¥

klg.ﬂ.gkn

(91) montre qu'il n'existe aucune anmbiguité dans la définition de 1'opéra—
teur "ombre de perticules", ce qui n'est pas le cas avec le procédé formel

courarment admis.

Opérateur énergie du chanp libre ; représentation de Schrddinger,

Si 1'équation d'once d'une particule libre P peut se mettre sous la forme:

(2) g =xy

K est l'opérateur associé a 1'énergie,

Pour superquantifier K , on,pose suivant (89) @

. E*’. ’ ‘
(93) Ko=g” D Cwy RV

1

1l

Les formules :

(94) $ =

i,,1 eesl
19 29' 91’1 h

1.

X
Ki’ﬁj

h 11,.Q.’lh-1’k,lh+1goD.’ln

e

b

définissent un opérateur 94 0 ( tel que @ = CJ@OW? )

I1 ressort de (94) que, si toutes les particules du champ sont dans des états
d'énergie bien définis, l'énergie totale du champ est égale & la somme des éner—
gies des particules qui le composent. I1 n'y a pas d'énergie du point zéro.

Nous avons adopté, jusqu'ici la représentation d'interaction : une fonction
d'onde satisfaisant & (92) y était considérée comme un vecteur constant de 1l'es—
pace de Hilbert (H) . Nous pouvens nous placer & un point de vue différent q)
étant étudide comme fonction des trois variables d'espacey, le temps faisant
office de paramétre.

Les fonctions de base Y, , vérifiant (92), se développent selon

(95) ¢, ) =S (6) ¥, (%)
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ime 1ge e la be de L a4 celle des . (t
(95) exprime le passage e la base des y/i(t) c ‘Pl( O)
vecteur d'état de la représentation d'interaction, W@. devient alors celui Ce
la représentation de Schrddinger : q;
On a

(96)

Q

o
1]
2

 étent le synbole de la transformation induite par (95) dans tous les champs
tensoriels contribuant & la constitution de 4> .

Si nous rappelons
1 L
(97) i d P' Qﬁo ( avec Céé =//y/ i%%(X) dXB )
/

Nous aboutissons &

. d .
(98) 155%1“1@

(1]

¢4t %EEP

-,

1

3y

e
%’mf

L'opérateur K de (92) définissant la transformation infinitésimale que
subit W quand t augmente infiniment peuw, et -i Cﬁﬂl §£2 (de (98)) »
ayant la signification correspondante dans l'espace des iD , on montre, immé-
diatement que ¢

(99) ~1C™1 Ch%—- %,

De méme, C 1 2%263 n'est autre, en vertu du caractére tensoriel de (98)
que 1'opérateur % éerit dans le systime de base W'k(to) s soit ¥, . Fina-

lement, on obtient la forrule classique :
1o0)  1%2 - R P+ B

12.,~ Conclusicn.

Dans ce qui précéde, nous pensons avoir établi qutil est possible gréce a
la notion de covariance quantique, de développer de maniére entiérement ration-
nelle la théorie de la seconde quantification. Nous avons donné aux vecteurs
d'état et aux opérateurs des définitions mathématiques concrétes. Tout raison-—
nement analogique basé sur des propriétés formelles tirées de la mécanique ana-
lytique a été exclu. Nous avons édifié une théorie sans aucun Lagrangien. Le

cas des métriques indéfinies a été automatiquement inclus dans notre développement.
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En outre, nous avons démontré le caractére explicitement covariant relati-

viste de toutes nos équations. Il semble donc que la conciliation de la relati-

vité restreinte et des quanta ne pose plus ¢ probléme, Plus encore, la cova-

riance quantique apparalt corme une extension du Principe de Relativité,
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