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Expression des parametres

relativistes de Cayley-Klein

en fonction des angles d'Eulcr,

l.- Matrices de rotation dans 1'espacc-temps :

Soient les matrices décrivant les rotations autour des plans de coordonnées

de 1'espace-temps.

4 rotation de l'angle © autour de yOz.

$

/

B i n " /( " y0t
c i " n \g n n 2 0t
D n " " \‘/ n " x0t
E n " n ‘k,, n 1 %0z
F n L] n C L] " XOy
G 1" ] " \f n " %0t
chy O 0 -shy) / echp C -shfp O / chy -shy O 0\
A= 0 1 0 0 )B: o) 1 0 0 C:’—th Ch),( 0 O |
0 0 1 o -shff 0 chf3 0 0 0 1 0 /
\-sheg O O ch.x/ \ 0 0 C 1 \ 0 0 o 1/
1 0 0 o0 ) 1 0o 0 o0 /10 0 0 \
p= | © cosy siny O E= | O cos' 0 -sin);\F: { 0 1 0 O ‘
0 —sinuf cos \( C i\ 0 0 1 0 : \C 0 cosf sing
o o o 1/ 0 siny O cosX," 0 0 -8in9 cos@

10 o o\
Q= i 0 cos¥ siny 0
L0 ~siny cos\(/ 0
\o o o 1/

La rotation généralc de 1l'axe des temps s'derira QL = ABC : c'est la
transformation de Lorentz sans rotation des axes d'espace.
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La rotation des axes d'espacc s'écrira de deux fagons :

0
a)*‘R = DEF : rotations successives autour des axes d'espaca.
b)QE = DFG : rotation suivant les angles d'Euler.
La rotation générale s'écrira donc :
soit :  $0=00 S = 4BcoEF

~

2.- Expression des rotations cn fonction des paramétres de Cayley-Klein :

Résumons briévement la théorie des spineurs.

On considére dans un espace A4, affine, complexe & quatre dimensions, deux

4

plans A2 et 45 & deux dimensions et ayant un seul point commun.

Soient les repéres affines tels que deux des vecteurs de base soient dans

A2 et les deux autres dans 4} , et considérons les transformations unimodu-

laires définies par : \
e}\,..'ik, Gy AN=1, 2
N Ao
e}t ‘()Le}k ft..l,2
?) A 1 i1 \*
avece Det 1o y b= Det ﬁHX«,\} =1

}x
On introduit le spin-tenseur de second rang e
~

C\p:c"\x____o , CAP I

A
M , tel que :

cotte définition est invariante avee la lci de transformation :

VA ot ~
On pose alors : C‘L:'y%j& ol
//O 0 cl} Cl? \\ / 0 -0 x - x’l) - X
R Oi 0. ot o* , _ | o 0 xt 4 ix® o - x°
\ cAl c}z 0 0 l x3—-xo x1+ ix2 0 0
\e2t 22 o o/ \xt- 1% 0-C 0 0
1 composantes

X , X , x2 s x3 étant les‘contravariantes d'un vecteur de 1'espace temps.
Les transformations étant unimodulaires, on vérifie que :
11 23 12 2f 0 2 :
oll o%2 o l2 02 = (x )2 - (xl) - (x2)2 - (xB)2
est invariant, ce qui montre la correspondance entre les transformations spina-

rielles et le groupe des rotations.



8-13

De plus, on a :

K = (cvr) , ce qul cntraine :
”~ .

- z = 2
\ A

Les transformations spinmoriclles s'éeriront alors, sur les composantes con-

travariantcs d'un spineur LU
1

10 g2 S U R
'\}‘, = I\y , \l \& = k q‘:‘h + & T-I:.'A
2! - - 1 =2
o= \I \L noo=m o+
les composantes covariantes seront

AR R A RS SRR
et on a toujours la condition :
k y}
i mn;
k , Y s, m, n sont les parametres de Cayley-Klein.

'/« ] \' Al ~~
La transformation c P = Oi'> oi‘}»t‘ c)' i s'éerit alors :
] ! ' ' f— -
(XB -xo xl ~ix2\ (k l‘l}fxB—xO xl—ixz\{k m\)
= |
i ' 21 { LI 3 N -
\ xl + ix2 —x3 - xo / \m n/ (xl + ix2 —x) - xo / \fL n

d'ol 1'on tire
1 - 7] - -— - > -— - - - — - -— T - —
20 = xo (xk+ £ 1 +mm+nn ) x (-k{-kf{-mn-mn) +ix2 (k f-k {+mn-mn) +x3 (~Xik+ { {-mm+nn )
' S U S SR e = s
2xl = xo(-km—km—1n—ln) +x " (Kn+kn+¥m+ im) +ix” (kn-kn+{m-im) +x3 (km+km-{n~-¥n)

! — - 1, - - T ‘. —_ - - — A 7
22 = xo( kn-km+ln-{n) +x* (Fn-kn+im- (m) +ix2(kn+kn-}’m—-5(m) +x3 (km-km+{n-£n)

3 A Ce o N g s
2x3 = XO(-kk—- );r.+mm+nn)+xl(k‘<‘,+k}f—mn-mn) +ix2(kx‘—k§‘+mn—mn)+x3(kk- W-—mm+nn)

3.~ Calcul des Parametres de Cayley-Klcin on fonction des angles.

Nous allons calculer les parametres corrcspondants & la rotation d'angle 0
autour de x0t . On a a résoudre lc systeme de 17 équations
(0) : kn-im=1

e NN

(1) B+ ki+mn+mn =0 ;) ¥k -+ di-mn =0
(2) kf-kP+fn-na =0 b(10) Et+kf-fin-mn =0
(3) kE -mm + ¥+ nfi =0 } (11) kK + 4 +mh+nn =2
(4) ki + Fm +4a+4n = 0O / (12) h+nl+En+ka =2
(5) frﬁ—fm+l§n—kﬁ =0 } (13) kﬁ+12n—/!ﬁ—gm :20036
(6) kim + Fm -{f-¥n =0 | (14) Tm-kii +{d-¥n =21 sinl
(7) ¥ -km +4n-4n =0 (15) Ki-ki+mn-mn =24 sind
(&) -if +7m - kn +kn = 0 "(16) ¥k - {{-mi+na =2 cos b
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On a alors :

(11) + (16) . (a) Xk + nn =2 cos2§;- (3) «+ (9) ¢ (b): @ -mm=0
(11) - (16) : (a') 2l + mm = 2 sin2% } (3) - (9) = (b): kk+ nn =0
d'ol { kk = nn = cos g
1 ) A7 - 2 A
i L0 = nn = sin %
[

Par ailleurs

§ (12) + (13) : (c) Xkn + kn = 2 cos™d (5) + (6) ¢ (d) & &n - ki =0
| (12) - (13) : (e) ln+n=2sin® & (5) - (¢) : (@) : 8@ -fm=0
d'ol ¢ ki = kn = cos® 52-
i1 S 7
{ s o m e sin? €
L m = (m = sin” %
En comparant I et II il vient k =n et £ =m
La relation (0) devient alors
2 42 1
k™ - = 1 (O )
D'autre part, ‘
(1) + (@ tkl+in=0 ot (2) + (10) : kf-ma=o0.
d'on fin + nn = O (o) et k€+XkP =0 (A)

Multiplions (5‘)) par X kk ! 4 sz:: 0. Soit d'aprés (0')

y - T 28 19 ) )
30052§+l’.(1+Q2):O donc Z,COS -g-+9v+isin2%=0 5
donc @ 2.+.n' =0
d'ol ngrn:fisinﬁ;Z ce qui donne k:icos%
Or si € = 0 on doit retrouver la matrice unité, d'oh k = n = cos % .

Pour avoir le signe de 2 , onvorte f =m = £i sin% dans (14) par exemple,
I1 vient aprés simplification, 2 i: sin & =21 sin [ .

done .V.:m:isin%

Des calculs analogues nous conduiraient & 1l'expression des autres matrices

de rotation. On trouve les sepl matrices :

(ch% sh 2 | / ch g -i sh % _
a = | 4 | = exp(yy % b :‘g ) = explyy g)
.sh 5 ch 5 \ish 5 ch :,‘2-
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fe\i(;/z 0 \ /01‘1,’/2 o Lo
c= , } = exply; 3 4y as » \ = oxp(igy %)
o o V3 \o o172
/co ?2- suxl\ / cos% i sing
e :i\ oA 1 /—- ekp(lyz 2) £ :L 9 o = exp(lr g )
\TSln 5 coS 181n ’§ cOos '2'
/el\{,/2 0 o
g = | o = exp(iyy%)
0 O—l\f’/z /‘
ou .5-'1 , Q—vé , 5—5 sont les matrices de Pauli
4.- L'équation de Dirac.
On introduit le spin-tenseur contravariant.
7
d o) o) . 6\
0 0 —=+—3 -i
/ Ox 3x° ax! dx?
| o . 0 0 o)
\ 0 0 al+162--63+ao \‘!
p't'= X X X >'e
i
i
63 + ao © T +i 32 0 0 !
ox ox ox ox
\ !
\ Q) ., 0 Q ) I
\ -1 - + 0 0 /
ok o2 dx0 dx /

On remarquera que 1'invariant de ce spineur est le dalembertien.

N Cons:Lderons maintenant lec spineur \{f"\ =pt N o En imnmosant que
*’ on a 1l'équation de Dirac :
v WA Lo YN ea
o~ oM Oy oYy 973 me
{ VW3t TITT2 TR 2
i ' ox dx ox ox
¢ A B¢ T T R
Y'=—TI3*t' <5 " 3" 07 T{ 1
} ox ox ox ox h
) ‘ y " '
{ ~3 a\Vl 6\/1 o“‘"Z . a\712 me \y
\1 \L’ = 3 + 9 + T + 1 5 = - — 5
; : 0% ox ox ox h ©
‘ v, Ay, v, OV
C{f— 1, Y1 9% T | me v,
- ox dx> 5}(3 ox ool



Introduisons le spineur d

Les équations s

Yy =2 3y
¥z
&?3 =%

L far o iAqee
Wy =z W - AN

1
i
-
~~
2
+
I_l

'éerivent alors :

5.— Calcul de la

/1 ' - ( O _ .3 .,_@_w)\ﬁ . i\fé
[ F T TSI
\ 1 é‘fé = ( 0 - i _jim\xﬁ - ?!fé

c ot .axl @x"l 3 6X3
\ 1 aL?B d d a‘(’i
IRl o S 2 I
| 1 a% ;0 O iy a‘f‘é
\\ ¢ ot \axl-—l E;?)ql SXB

transformaticn lindaire Adu

=,
RUISINY
h 2
ne
N 3
EHZ\Q
4

spineur de Dirac en fonction des

paramevres de Cayley-Klein.

On a

On a
n %&

o -ty

Y = nkfjl
Yo =Y

I

N
1
N

I}

On voit

alors =2

+w,)“

-nby =iy, - ‘1'31
1, W Y] R
+ k‘@% = L(&.z %4) ki(

Y 2 L )
isément que les & ¢

;- 7 -
/ k+n - m K -

+

Ao W e

+ }

=N e R
ot
=

o R e
+

+

[ \?1 B %3 —‘Vl

|

) N :%2 ”42
1= )
'\\ \4’2 - 1(\;(1 ’“\1’/3)

+ mi( \'Fl +L(;3)

¥

“ransforment par

2B

=N

"\%’2) :WBl
_..\g, ) - k(\\'ﬂ

“‘tﬂ-

\?2) = L?4| - \{;2!
(\?2' +U,74')
i(dfl' +\f31)

la matrice

1

H

< 0y)

Lo+
-k +

\

5182 b B
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Les matrices a , b, c¢c ,d, e, f, g nous donnent les expressions de
X, 1 , m, n en fonction des angles de rotation. On en tire alors les expres-
sions de

Si on pose @
Xi = rotation du i-iéme axec d'espace vers le temps.
]
¢

oy = matrice~courant de Dirac.

rotation d'espacc autour du i-iéme axe.
5 = matrice-spin de DRirac.
On trouve pour une transformation simole de Lorentz :
J\._ = exp((i_ B.}.)
1 12

et pour une rotation d'espuce :

& .
J\,,.j = oxp(- i 5 ..J)

D'ou la transformation générale :

3. . 3 G
J A 5 B |
i;g exp(ﬂi =) ;:g exp(- i 5y 3 )

Si la transformation est 1nf1n1t951male, on retrouve 1l'expression connue :

-2

?,:1+5\’ 'gl—\l—-1>-‘—é-—

Calcul des paramétres dec Cayley-Klein dans le cas de la rotation générale.

On considére la rotation d'Euler la plus générale

1IN
Soit w. = abe et w- =d4dfg . On a alors L = ax u\- :(k &
L 1 \mnt

,f | 2
\

d'ou . _ .

..-k i s"ch 2 sh i‘\f ca £ _ish ' \ /e £/ 0
2 2 2

m al \sh %‘ ch %fWish I ch ¢

d'ou en identifiant
\l)

k= exp[l+1

4
> ~-leXp[*+l-
|
\

\.&«

2 2 2

m= exp —+1 +W] cos&(ohé s

2 2

2 2

n-lexp[3+1 ‘j cose(ch— chjj L

~ U9 cinfen® 0 ol o TX
1e einz(chs H +i shy ch2) + exp [2+1 5

. : . ¥ - . 3 :
+1 shf)cH%)+-1expE»g—£t:4] 81n§(chi cht -1 sh shig

1%/2 0 \lcos g i sin@- elyb 0 \

1 ! - .
s /a0 Y . -
ot */2/'\1 $in -% cos% \O e 2

;(] cou chj ch’ +1 sh?zS sh%)+ iexp—[§+}-§i] sin-g-'(shg ch‘gS -i sh‘g ch%)

3 . A B v W+ o : S, N
] sln—(ch— ch< +i sh= sh§)+ exp—[§+——§if]cos%(sh§ ch% -i shﬁ ch§)

2

sh= shg)
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Plagons nous dans le systeme prcpre

Nous pouvons supposer qusc

VS o ~__
M, =0 et que ‘4(2_0

r~

3

tay W
d'ou ¢

=0 \fzza ‘{)3:0 ‘ﬁ:b.

N . " { A} X . - T
On a alors les invariants{* Ll = '{.‘ olA\g/ = aa - bb

\Q*cxsxy = i(ab - ab)

On peut poser, le spineur étan® défini & un facteur multiplicatif prés :

-

[ T R SRR

f)'l = cos A et H’Z = sin 4 . On trouve alors les deux solutions
L A o i sip A
( a = Ccos § a = 1 Sin )
I i ) 11 A
b:—lSln-z" b:cos-é-
Prenons le systeme I
Cn a
0\ [:"’cos % 0 -i sin% 0 \/C 0
| | A . . A ,
cos 5 |=| 0 . cos = 0 A -1 siny / 1 =exp(—ir52 f_2l) 1
0 -i sin 3 0 cos 3 0 0 0
-i sin 3 0 -i sin 0 cos 5/ \0 0’
On notera que G commute avec O‘i et T3 d'ol en posant 4 = %\'4 le
spineur général : 4 _ A 3 / O\
Ve || e CBiy 7T vt 1}
= || expl-ig =) || explo —-—){
' 2, iz’\ o
i= j=1 \O /
On a ;=
/0 \‘.‘ ,{ ¥ exp [~ i g] -mexp [i % ]
_.'j A \ r - A A
_ | cos 3 nexpl-is]+kexp[iz ]
L\ = _/\ \i 2. \ = 'é‘ir B 2 2 1
, 0 / '\ zexp[_—i%]+mexp[i%] /
\—isin%’/ \\_nexp[—i%j—koxp[i%],"
d'olu -
4 J = '?/ — 1 é - ~ é : - 5 - / ) 3 A
2‘{/1_ exp [- 1 2] noevp [1 5 done ( k = (‘{2 \?4) exp [—15
J - 7 ) 4 A < ] .%: ' — [ 3 A
2‘?2-13exp [—.¢§]+kb,.. [1-.2] = (\-ﬁﬂ{é) exp [—1§
W/ —_— —_ 1 é-] N s .l-: - /. ] A
)Z{B_Mexp[ 12_,+m<xoL12] m-(\fB—‘Pl)eXP[“l’é
: - Y A y . A
1\2\?4=nexp[—~1-2-]—kexp[1—2- n:(\Jé+\{}Z) exp[—1§

Si an lieu dz la solutien T

0 ;
(—-isiné\
\ 0 A2 ;=e:cp[~—
cos = !

2

on avait pris II on trouverait

toy 3]

= O O O



