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ANNEXE à L’ EXPOSE 8

1.- Matrices de rotation dans l’espace-temps :t

Soient les matrices décrivant les rotations autour des plans de coordonnées

de l’espace-temps.

La rotation générale de l’axe des temps s’écrira r1t = A BC : c’est la
transformation de Lorentz sans rotation des axes d’espace.



La rotation des axes d’espace s’écrira de deux façons :

= DEF : rotations successives autour des axes d’espace.
= DFG : rotation suivant les angles d’Euler.

La rotation générale s’écrira donc 1

soit : 0 =Q .CL =ABCDEF
soit f 03A9=03A9 l .03A9E = ABCDFG

2.- Expression des rotations en fonction des paramètres de Cayley-Klein :

Résumons brièvement la théorie des spineurs.

On considère dans un espace A affine, complexe à quatre dimensions, deux

plans A2 et A2 à deux dimensions et ayant un seul point commun. 0

Soient les repères affines tels que deux des vecteurs de base soient dans

A~ et les deux autres dans A~ ~ et considérons les transformations unimodu-
laires définies par :

1 
B~

On introduit le spin-tenseur de second rang e ~ ~ tel que :

cette définition est invariante avec la loi de transformation :

On pose alors :

o 1 ~ 3 composantes
x , x , x" , x étant les-contravariantes d’un vecteur de l’espace temps.
Les transformations étant unimodulaires, on vérifie que :

est invariant, ce qui montre la correspondance entre les transformations spina-
rielles et le groupe des rotations.



De plus, on a :

Les transformations spinorielles s’ écriront alors, sur les composantes con-

travariantc s d’ un spineur 03A8 :
~- n w ~ ~

les composantes covariantes seront

et on a toujours la condition : 1

_ 
j 

-- 

-- i

k , É. , m , n sont les paramètres de Cayley-Klein.

La transformation clip = OE ’) . d " )À c ’  s ’ écrit alors:

d’où l’on tire

2x = x 
2x = x 
2x~~ x~( 

’ 2x == x 

3.- Calcul des Paramètres de Cayley-Klein on fonction des angles.
Nous allons calculer les paramètres correspondants à la rotation d’angle 6

autour de xOt . o On a à résoudre le système de 17 équati.ons



On a alors :

En comparant 1 et II il vient k= n et .c = m .
La relation (0) devient alors

Multiplions (?) par k : i k~== 0 . Soit d’après (0’)

l cos2 03B8 2 + ë (1 + l2) =0 donc +t+ l sin2 03B8 2 = 0 ,
donc : i ~+~= 0 y

ce qui donne k = ~ °

Or si 6 == 0 on doit retrouver la matrice unité, d’où k == n == 

Pour avoir le signe de l , on porto l = m = ~ i sin 03B8 2 dans (14) par exemple.

Il vient après simplification~ 2 i~’ sin &#x26; = 2 i sin (il .
donc ~ =: m = i °

Des calculs analogues nous conduiraient à l’expression des autres matrices
de rotation. On trouve les sept matrices : 1



où a~w z ~ ’ ~.~ ~-~’ 3 sont les matrices de Pauli

4.- L’équation do Dirac. o

On introduit le spin-tenseur contravariant.

On remarquera que l’invariant de ce spineur est le dalembertien.

. 

Considérons maintenant le spineur = D03BB 03A8. En imposant que

03C8 = J22 03C8 -: on a l’ équatj on de Dirac : 
B 



Introduisons le spineur défini pur  ô

Les équations s’écrivent alors : 1

5- Calcul de la transformation linéaire du spineur de Dirac en fonction des

paramètres de Cayley-Klein.

On voit alors aisément que les 03C6 co transforment par la natrice



Les matrices a , b , c 9 d ; e , f , g nous donnent les expressions de

k ,~ , m , n en fonction des angles de rotation. On en tire alors les expres-

sions de o

Si on pose :

, = rotation du i-ième axe d’espace vers le temps.
~~ . - matrice-courant de Dirac.
1

t’. J = rotation d’espace autour du i-ième axe.

;~.~. 
= matrice-spin de Dirac Il

On trouve pour une transformation simple de Lorentz :

et pour une rotation d’espi.ce :

D’où la transformation générale : 1

Si la transformation est infinitésimale, on retrouve l’expression connue :

Calcul des paramètres de Cayley-Klein dans lc cas de la rotation générale.

On considère la rotation d’Euler la plus générale
Soit = atJc et LW = dfg . On a alors L = G>.. ;,.>T =(k m l n)i i i i m n .>

d’où en identifiant
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Plaçons nous dans le système propre
Nous pouvons supposer que

~ = 0 et que 0 d’où ~ = o ~ = a ~ = 0 ~ = b .

On peut poser, le spineur étant défini à un facteur multiplicatif près :

il. = cos A et ~L = sin A . On trouve alors les deux solutions

Prenons le système I
On a

On notera que G" commute avec 03B1i et 03C3i d’où en posant A = 03B84 le

spineur général :

Sj au lieu do la solution T on avait pris II on trouverait


