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CONSTRUCTION D'UNE EQUATION NON LINEAIRE
EN THEORIE DE LA DOUBLE SOLUTION
par F. FER

1.- Le principe de ce travail est le suivant : si on posséde un ensemble de

solutions singuliéres (& singularités ponctuelles) de 1l'équation d'onde :

(E) Lu:Du+2i!)/!°§E-f;—u:O p=12a4,i= V-1
< |

il doit étre possible, par un procédé convenable de sommation continue des

solutions singulidres, de construire une fonction Y régulidre qui obéisse,
non plus & l'équation (E) , mais & cette équation modifiée par 1l'adjonction

d'un second membre. L'analogie avec la théorie du potentiel newtonien est iei
le guide : on passe de 1l'équation de Laplace & celle de Poisson par l'intro-

duction d'une densité intégrable.

Le second membre ainsi obtenu est alors (3 un coefficient prés, dont on
verra plus loin 1'importance) la densité des singularités, jusqu'a présent
totalement arbitraire. Si on cherche & raccorder les fonctions Y et u
suivant les principes de la théorie de la double solution, cette d:nsité va se
trouver soumise & certaines conditions, et ces conditions conduisent précisé-
ment & une équation non linéaire (N) valable pour Y/ . Le raccordement imposé
& § et a u oblige alors la densité des singularités & coincider avec la
densité attachée & 1'onde ‘4f . |

Enfin il est indispensable de se préoccuper de la possibilité d'existence
des conditions dont il vient d'étre question. On est ainsi amené & s'intéres-
ser & une classe particulidre de solutions des équations (E) ou (N) : ce sont
celles dont la phase est "polyvalente", c'est—i-dire susceptible de s'accou-

pler & une infinité d'amplitudes pour former des solutions de 1l'équation d'onde.
2.~ Je dois d'abord rappeler, sans démonstration, quelques notions préliminaires.

On sait que si u=7°~ e f est l'expression complexe de la solution u ,

1'équation (E) se décompose en deux équations :
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- 1'équation de Hamilton-Jacobi s

dg ¢ p 0¥ gf
(1) g?ov EN-“—-'-~—-+2‘ —— 4 ok ===
oxf ax™ ) ox £

- 1'équation de continuité :

G a‘f’ of ) -
(2) 2(gf g{;+3‘o)g{;+f5?—o

, . o . .
Dans ces équation gP est la métrique contrevariante d'espace temps
1 P , . .
1,1 , 1, —=5 Que nous ecrivons sous la forme généralisée pour raccourcir les
o

écritures ; les 5? sont les composantes du potentiel appliqué.

que,) , . . ,
On saff)’éi on définit les lignes de guidage par les équations différen-
tielles : ¢ 5
dx' SR o
(3) — = gr -€§,+ ' o=l
d/\ r)x
et les vitesses spatiales v par les équations
i ui
v = I (i=13 3)
u

1'équation (2) s'écrit

) .
(4) 2L, 2 ) = 0
ot ox~
en posant
(5) p=ttut o R L2, y4
¢~ ot

P étant la densité de fluide fictif attachde a l'onde u .

J'ai démontré par ailleurs que les solutions singuliéres ponctuelles, &

singularité en % de 1'équation (E) ont pour forme la plus générale :

~ ~T
(6)  u(xn) = 2L YT £7) "zj w(8) U(x; a™)
f F -

expression dans laquelle :
-la dite solution singuliére est construite & partir d'une trajectoire arbi-
. s s s : . i .
traire C , définie par la variation de coordonnées a en fonction d'un

paramétre temps @ (a* , & = a?%) s r= V3 (x1)2 étant la distance
euclidienne de M(x) au point courant de G s

- Test la valeur de 6 pour laquelle, xP(x" » t) étant donnés, on a
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e(t -7) -r(r) =0
T étent unique si la vitesse v est infé-

rieure & ¢ . )
i i
On pose P = r(t) , & =a (%) , xt -t

- % est la projection sur A M de la vitesse
i, '
v (T) .
- U(x" 5 af) et W (xf; o) sont les deux fonctions régulidres qui
interviennent dans la solution élémentaire de Hadamard pour les équations
simplement hyperboliques & un nombre pair-de variables :

-g-+ Wiog N +w

avec | = 2. (xi - ai)2 - cz(t - 3)2 , solution singulidre sur le cdne de

lumiére issu du point d'espace-temps af . On trouvera dans Hadamard ("Les
équations hyperboliques et le probléme de Cauchy") le mode de détermination

de ces fonctions U et AU , calculées assez simplement & partir des coeffi-
cients de 1'équation (E) (pour ﬁf =0 et k = Cte par exemple, ona U=1,
QU étant une fonction de Bessel) . W est une fonction régulidre, sans
intérét ici. .

- enfin w (O ) est une fonction complexe, > =f1 e , pour l'instant

arbitraire, de la variable 8 .

Une telle solution (6) admet comme ligne singuliére d'espace temps la
trajectoire C elle-méme : & l'instant t , le point siugulier (et le seul)
de u est le point a (t) , t .

On remarque sans difficulté que la phase ¢ de u est, au point singu-

lier a(t) , t , égale & & , le premier terme de u étant seul singulier.
Pour que les dérivées de (I éﬁl , soient définies sur la ligne singu-

lidre d'espace-temps, il faut et il suffit que ! et & obéissent & 1'équa-

tion intégrale : %
L 46 i 1 24 = ,, \
(7) =z 2 (= + ¥~ v =c")") + part. imag.de w (@) W(t,8)ae) =0
" v~ dt w(t)Loo

“Ul(t 3 8) étant égal a W [ (¢) a0 ©)].

Cette équation, on le voit facilement, permet de déterminer
~ soit é; en fonction de &) pour une trajectoire C donnée, par une
équation intégro-différentielle ;
~ soit {J en fonction de C par une équation intégrale homogéne de Volterra

4 une limite infinie.
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3.- Construction d'une fonction réguliere if a4 partir d'un ensemble de solu-

tions singuliéres.

Considérons, dans 1'espace-temps, une famille continue de courbes L ,
et une famille continue de fonctions s dont nous supposons qu'elles véri-

fient 1'équation (7) , & chague courbe L correspondant une fonction w
Constituons une collection discréte (finie ou dénombrable, en tout cas en

grand nombre), L1 s see LK , ... de ces courbes L et des fonctions o

correspondantes ; sur chaque ligne LK on peut construire la solution
iy
W = fK e "X donnde par 1'équation (6). La somme u = > Uy est solution de

(E) et admet pour lignes singulidres l'ensemble des lignes singuliéres des

ek 34
U s C est-a-dire les LK .
En outre, en point de LK s et s1 @ est la phase de u , on a

(’0 = f!’J

=

En effet, quand on calcule i% sur L

x » Lo quantité -5~ intervient seule.

s

En représentant les 4 coordonnées d'espace-temps pour une seule coordon-

=]

née x , les quantités f = |ul et ¢ se représentent comme ci-dessous s
£ //}K\\ﬂ/) g e
fig. 1 x fig, 2 X

Le graphique correspondant & la phase peut paraitre curieux : on s'atten-
drait plutét & ce que la phase ait 1l'allure donnée par la courbe pointillée.

A y regarder de plus prés, on s'apergoit qu'en général il n'en sera pas ainsi.

En effet, sur la ligne Ll s la phase ¢ est mathématiquement égale & P13
mais, physiquement, dés qu'on s'éloigne un peu de L, , 1l'influence de la
solution uy devient négligeable par rapport & (u - ul) , qui provient de
toutes les autres singularités ; ¢ devient alors, & peu de chose pres, la
phase de (u - ul) ; qul peut étre trés différente de 41+ Ce n'est que dans

le cas ou on &, sur toutes les Ly ¢
(8) @y = phase de (u - )

que la phase sera représentée par la courbe en pointillé de la figure 2 .
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Ceci dit, nous allons définir la fonction réguliére ¥ oa partir de u .
Soit T un volume d'espace indéformable, qu'on-peut déplacer dans l'espace ;
nous supposons que ges dimensions sont petites par rapport & la longueur d'onde,
mais assez grandes pour pouvoir renfermer un grand nombre de singularités ;
nous appellerons centre de @ un point intérieur qui lui soit rigidement 1ié.

Nous définirons alors V' par la relation

7
l i
Y, t) = — u(M , t) dw
(9) P, 0=t ) a9 doy
1l'intégration en d&)M étant faite dans le volume Zi(m) centré sur m

(point d'espace).
P

On voit sans difficulté que la fonction Y (m , t) est régulidre en
m, t . En outre, d'aprés les hypothéses faites sur le grand nombre de singula-
rités et sur @ , on voit facilement, si l'on pose
'gs: a eis
que 1l'on a, sauf sur les lignes singuliéres LK et dans leur voisinage immé-
diat
(10) a #f ) s #

et, sur chaque ligne singulidre Ly
(11) s # phase de (u - uK)
On aura des relations analogues pour les dérivées partielles de s et @ .

Avec la méme approximation que celle qu'on se permet en physique dans le
passage du discontinu au continu, on pourra remplacer, le moment venu, le

signe # par le signe d'égalité.

On montre facilement que la définition (9) de Uf par une moyenne est
équivalente & celle que 1'on obtiendrait si 1'on dotait la famille continue
des trajectoires L d'une densité continue de singularités, qu'on pondére les
solutions singuliéres individuelles par cette densité, et qu'on fasse 1'inté-

grale (d'espace & chaque instant) du tout.

Aussi n'est-il pas extraordinaire de constater que, si 1'on forme L1¥ ’
L étant 1'opérateur différentiel de l'équation E , on trouve
(12) L 4 + %LO"GJ =0
o(x" , t) étant, & 1'instant t , la densité de singularités au point x- ,
et w la valeur de la fonction <« correspondant, pour le temps t , & la

courbe L qui passe par X~ & cet instant.
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4,- Formation de 1l'équation non linéaire,

Nous allons maintenant nous placer dans l'hypothése définie par 1'équa-
tion (8) . On a alors, d'aprés (10) et (11) , et en passant & 1'égalité :
s = ¥
valable dans tout 1'espace-temps. Mais d'apres ce que nous avons vu plus haut

(paragraphe 2) & est égale & ¢ ; onadone & =s . Si on décompose (12)

en ses 2 équations de Jacobi et de continuité, ces équations seront :

(1 bis) gfré‘s"‘é-s—-+2){'p Os +k-—§2-§+liﬂ-0‘ﬂ=0
ox” ax™ ol a a ¢
31*6"" ;o a
(2 bis) 2(gf” ..ij:_.,. }}/r)-—?—;’+aﬁs=0
ox" ox '

La forme de l'équation de continuité est donc conservée, sans adjonction

de second membre, c'est-a-dire que, en posant, d'aprés (5)

2 1 Os 4
a” (-5 =4+
02 ot

p , densité attachée & ‘lf , obéit & 1'équation de continuité (4), v

H

P
i
n'étant autre que la vitesse spatiale des lignes de guigage de ¥, égale 2

la vitesse des lignes de guidage de u , puisque =- L

ox” ox%
Or on a aussi :
§£’+_a_.i_ (v5) = 0
ot Ox

puisque <~ , densité des singularités, se comporte suivant 1'équation de con-

tinuité, On déduit de ce rapprochement que

= K = Cte

(?l—-t_

le long d'une ligne de guidage. L'équation (12) s'éerit alors :
TR LU O -
L 1 + o i K e =0
Enfin, comme ! doit obéir & 1'équation (7), ou & est remplacé par s ,
et que cette équation ne détermine (I qu'ad une constante multiplicative prés,
on peut faire entrer K dans cette constante, et nous aboutissons ainsi &

1'équation non-linéaire :

N~ i 2 1 aS 14' iS
(v) L;-i-ﬂ.\) a“(- = —= + Y et® =0
q c c® Ot d
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Nous sommes ainsi conduits & substituer & 1'équation linéaire (E) le sys-
téme d'équations composé de 1'équation aux dérivées partielles (N) et de

1'équation intégrale (7) .

5.~ Raccordement des solutions réguliére et singuliére.

Supposons qu'on connaisse une solution Y , 41 du systéme (N,7).
On peut définir sur §f les lignes de guidage, prendre ces }ignes de guidage
pour trajectoires L , et, & 1'alde des fonctions =Qe® s construire des
solutions singuliéres Uy 5 Up ooe Up o005 SUr Une famille discrete

L1 oo L des L et leur somme u = §: Uy Soit 5~ la densité des

K oo

singularités de la famille ainsi choisie.

Supposons que ¢ soit telle que Qf soit la moyenne de u définie par

(9) . En tant que moyenne, Y/ obéit, d'aprés (12) & 1'équation.
L™+ é-é—f- 58 ¢ =0

En rapprochant cette équation de 1'équation (N) , & laquelle obdit égale-
ment Y , on voit qu'en résulte @

2 P
o = & (=~ J% 9s + 84) . Nous pouvons done énoncer :
¢ ot

Si Qr est une solution régulidre du systéme (N , 7), et u une solution
singuliere de 1l'équation (E) et de 1l'équation intégrale (7), et si les condi-

tions suivantes sont remplies:

a) les lignes de u sont des lignes de guidage de qg s les phases ¢

et s étant égales sur ces lignes ;

b) ?@ est moyenne de u d'aprés la définition (9) ; alors la densité

des singularités de u est égale & la densité P attachée & 1'onde Y .

L'hypothése que la solution réguliére obéit & une équation non linéaire
est essentielle. Si en effct on supposait que ﬁg‘ goit une solution de la
méme équation lindaire (E) que u , la condition b) étant alors hors de ques-
tion et la condition a) étant maintenue, on arriverait sans difficulté au
résultat suivant : les quantités P et o~ sont, non plus égales, mais propor-
tionnelles sur chague ligne de guidage de '@} , la constante de proportion-

nalité variant avec cette ligne de guidage.

On peut, d'autre part, se demander si la condition b) ne pourrait pas
étre supprimée puisque, en dehors de la coincidence des phases et de leurs
dérivées premitres, conditions essentielles du raccord dans toute théorie de

la double solution, elle impose une relation supplémentaire & W et u .
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I1 semble bien Qu'il n'en soit rien : la coincidence des lignes de guidage ne
fait en effet que traduire une identité de trajectoires ; elle ne renferme en
elle-méme aucune relation de densités, et cette relation ne peut advenir que
si par ailleurs existe une condition, quelle qu'elle soit, qui oblige la fonc-

tion Y/ & "ressembler" & la fonction u .

6.~ Phases polyvalentes.

I1 nous reste maintenant & nous poser la question (et on verra que la
réponse n'est pas aisée) de savoir si les conditions a) et b) ci-dessus peu-

vent étre effectivement réalisées.,

La premiére de ces conditions est, comme on vient de le voir, l'égalité
de ¢ et s sur les courbes LK . Comme nous l'avons vu au paragraphe 3 ,

cette condition est équivalente 2 la condition (8) sur LK 2

(8) ¢y = phase de (u - uK)

On apergoit immédiatement un cas particulier dans lequel cette condition
sera réalisée : c'est le cas dans lequel toutes les fonetions w ont la méme

; la moyenne de u = b Uy aura d'ailleurs

M

phase ¢ dans tout 1'espace-temps
également dans ce cas la méme phase ¢ . C'est & ce cas particulier que nous
allons restreindre notre étude, mais, auparavant, tdchons de définir, dans la

mesure du possible la portée de cette restriction.

Un argument en sa faveur est que, lorsque le nombre des singularités, et

le nombre des trajectoires Ly par conséquent, est grand, l'égalité des

phases @ et s sur ces trajectoires revient pratiquement & leur égalité dans
le continuum & 4 dimensions. De 1a & transposer sur le plan de 1l'identité ma-

thématique, il n'y a qu'un pes, qu'il est tentent de franchir.

D'autre part, ainsi qu'on le verra plus loin, la restriction ainsi impo-
sée améne & définir la phase par des équations qui, quand elles sont vérifides,
sont totalement indépendantes de l'amplitude : la phase régissant les trajec—

toires (comme l'action dans 1'équation classique de Hamilton - Jacobi),
of

l'amplitude , les densités, le potentiel quantique T

%
(ou =%) n'aurait
plus d'influence sur la détermination de la phase.

Enfin, last but not least, les calculs effectués dans cette hypothése sont

harmonieux et complets, comme on le verra plus loin.

En contrepartie, on peut ramarquer que, jusqu'a preuve administrée, on

n'a pas grande indication physique pour pencher vers une hypothése ou vers une
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autre. En outre, et c'est cela qui est le plus important, l'équation (8) elle-
méme introduit la non-linéarité. En effct, si on 2 formé une famille de solu~
tions wuy obéissant & cette équation, en général, 1'adjonction & cette fa-
mille d'une solution supplémentaire (méme dotée d'une seule singularité) u' ,
fera que la nouvelle famille n'obéira plus & (8) ; autrement dit, la somme de
2 solutions u et u' de (E) satisfaisant chacune & (8) est encore solution
de (E), mais en général ne satisfait plus & (8) : c'est la caractéristique
méme de la non-linéarité. Si on se restreint au cas particulier envisagé, cette
propriété cesse, l'adjonction & la famille U d'une solution u' possédant
la méme phase, dans tout 1'espace-temps, que les U 5 ne modifie pas la
condition (8). Bien entendu, 1'introduction de Yf amdnera la non-lindarité,

mais un parallélisme harmonieux disparait.,

En tout état de cause, seules 1'expérience et la théorie poussées plus

loin permettront de trancher.

7.~ Conditions de polyvalence,

Résolvons donc le probléme dans le cas particulier envisagé. Nous appelle-
rons phase polyvalente une fonction s (ou Y » son nom n'importera plus
désormais) telle qu'on puisse lui faire correspondre une infinité d'amplitudes
singuliéres dont la singularité (ponctuclle pour simplifier) puisse, 3

l'instant initial, &tre placée arbitrairement.

De telles phases existent-elles ? Une fonction s étant donnée, et en
nous plagant dans le cas de 1'équation lindaire (E), la fonetion f (régulidre
ou singuliére) doit obéir aux deux équations (1) et (2) . Le probléme posé est
celui de la compatibilité des équations aux dérivées partielles ; on sait que
ce n'est pas un petit probléme. Laissant de cdté les méthodes théoriques
d'examen, pratiquement inapplicables ici, on peut en avoir une solution par-

tielle par la méthode suivante.

Tenant compte des équations (3) et intégrant 1'équation (2) 1le long d'une
ligne de guidage on obtient
f)
(13) log fﬁ_ =-4! Osar = log F
0 Y.
£, étant la valeur de f pour A =0 s done sur une hypersurface & 3 dimen-
sions. En portant la valeur f = fO F dans (1) on obtient une équation en
fo . La substitution est facile si on fait un changement de coordonnées conve-
nable. Les équations finies résolvant les dquations différentielles (3) sont
de la forme
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x7 =275 L0

%lc étant des paramétres dont la variation peut définhir l'hypersurface A =0,

'Z_k i » . ra KL
En prenant ¢ et A comme coordonnées au lieu des x7 , les g* se
X =g sk A ’ .
transforment en des coefficients G 7 , les 5? de mzme, et 1l'équation

(1) devient, aprés division par f = fo F :

1 s 1 of

(14) le~—-»3_9k+ﬁk-— —2.7=0 i, k=1,2,3
w -
fo 0% @“ fO Gg

Or dans cette équation, fO n'est fonction que des ‘%k:, tandis que les

le sont fonctions des %k: et de A . En général aucune solution autre que

zéro n'est possible. Pour qu'une solution non triviale soit possible, il faut
et il suffit que le systéme constitué par 1l'équation (14) et 1'ensemble des

équations dérivées successives par rapport & A , le tout pris pour A =0

otk 1 & £, JHE 1 oF, 37
(15) - iRt — Tkt =0
A fo 6\: 5(, ak fO 5% oA
ete.

ne renferme que neuf équations indépendantes au plus. C'est encore un probléme

de compatibilité des équations aux dérivées partielles.

Restreignant encore {peut-étre peu, & vrai dire) la portée de notre ana-
lyse, nous nous bornercns au cas ol le nombre des équations indépendantes est
égal & 2 , savoir (14) et (15) . Les conditions nécessaires et suffisantes de
compatibilité sont alors les équations :

: ik < . i
(16) 1_o¢T 1 aﬁ_: 19T i

ooy Han 7l
Si ces équations sont satisfaites quel que soit A fo est alors

déterminé par la seule équation (14) , qu'on peut d'ailleurs rendre indépen-

7

| 77a )

dante de A en la divisant par e“ - . Outre ses solutions régulieéres,

1'équation (14) est susceptible d'une infinité de solutions singulidres ponc-

1 ik . . P
tuelles, cn p (Les G ¢éterminent une forme définie positive), dont la
singularité peut &tre placde arbitrairement : cela résulte des théorémes
d'Hadamard dans la recherche des solutions 41lémentaires d'une équation &

3 variables.
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. is
Le jeu de 1'équation (13) fait alors que la solution f , donc f e ,

est_parfaitement déterminée, sa singularité se plagant sur la ligne de guidage

issue de la singularité de f, pour A=0.

En outre, comme l'expression (6) est l'expression la plus générale des
1 . is .
solutions singulieres d'espace-temps en T la solution f e ainsi obtenue

est bien de cette méme forme,

2 Y . . e A ' . 2 7
Enfin, comme s est régulidére, l'équation intégrale sera slirement vérifiée.
p - ik
On peut facilement interpréter les conditions concernant les G en
revenant au systéme de coordonnées initial. En opérant localement (et la forme

méme du. résultat montre que le résultat est valable partout), on trouve faci-

oe

lement que les conditions “gT— = Jﬂ:le peuvent s'éerire

i k . i k
V" Oy 1 0 (i k T ¢ VoV
(17) TptTT NS (v ) + ~ (Oik - é"f) =0
ox Ox ¢~ ot u c
dont deux combinaisons évidenteg donnent :
2 2 2 4 2
1 A $Y
(18) e ST 4= % I S, 40
v: dt ¢ ot u c

é% étant la dérivée totale le long d'une ligne de guidage, et ¢

M 1 W v
(19) 2o 4 e 22 (3 - ==) = 0
ox* 02 ot ot 02

Par élimination de la dérivde g%ﬁ on obtient :

T3 d e P - A

a étant 1l'une queleonque des amplitudes que l'on peut associer & s . Compte

tenu de ce que u4 = g% s L'intégrale vj MaAr aune expression finie simple

8.~ Calcul de la fonetion &) .

Nous pouvons d'autre part calculer la fonction £ par méthode différen-
tielle & partir de sa valeur Clo pour A =0 par la méthode suivante,
qu'on peut rendre rigoureuse sans en altérer la conclusion. Considérons une li-
gne de guidage L de g servant de trajectoire & une solution singuliére u

définie par (6) .
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Soit C 1la projection de cette trajectoire dans
l'espace, L' et C' les courbes correspondantes
pour une ligne de guidage voisine de la premiére.
Soit & 1'instant t , le point singulier A(t)
sur C et le point M de C! situé sur la tan-

gente en A(t) & C (bien entendu il aura fallu

choisir convenablement C' ), On montre sans diffi-
culté & partir de (6), que
fM, t) v~ 82 (%) r=A 1

Lorsque t varie, M varie en méme temps, de méme que €2, On diffé-
rentie cette équation, et on la compare & la différentielle obtenue en appli-

quant 1'équation de continuité (4) & la trajectoire C' :

4 i
(20) 2§£+‘S-91-+§1’-i-£t=0
£ u ox

Cette comparaison donne :

25::_}_:231'__8114_6vi St = 0
k9 r u4 Ox-

Or on peut calculer St ; on trouve ¢

2 2 2
Sr _ 126vkvk3t:__1_2_(g_y_____5_g__)5t
¥ 2v° Ox 2v° at ot

Une combinaison évidente des équations (18) et (19) permet alors d‘'écrire s

on—

7

\ . 3 4
(21) 2§§£~(27_%G+§z;)8t_‘5u

G u ox u

et enfin, en tenant compte le la valeur (19) de I

22, 1/3
_ (¢ ~v")a
Q =9, rieg¥le)
u
Il est remarquable que, lorsqu'on effectue le calcul rigoureux (car il
est évident que 1l'on a choisi M de maniére particuliere et qu'il faut se

débarrasser de cette restriction), les conditions (17) sont précisément celles

qui rendent le résultat indépendant de la direction A, M choisie.

La fagon dont ont été obtenucs les équations (18) et (19) & partir de (17)

. . 1,
montre que le coefficient 3 résulte du nombre de dimensions de 1'espace.
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9,- Passage & 1'équation non linéaire.

Enfin nous avons jusqu'ici raisonné sur 1'équation linéaire. Il est mani-
feste que, dans le cas d'une équation non linéaire, la polyvalence de la phase
requiert une condition supplémentaire, & ajouter aux conditions (16) . Le terme

Ve P 2 3 )
supplémentaire de 1'équation (I) étant éél Qa ot ( a peut aussi bien

stappeler f } la condition supplémentaire cherchéc cst, puisque 1'éguation (14)
a été obtenue aprés division per £ ' s
1 0

4) Nl
Qadt dan

N

(S au

d
ou encore, en tenant compte de ce que u4 = EE

oo

>~

—pu—— —

Lgn , 1de, 1 a7
T @tz dt Wb oa o

et enfin, d'aprés l'équation de continuité (4) :

1a0 _ 1 toad M
Q at 2 ar 2ut at ot

C'est précisément 1'équation (21). Nous pouvons donec énoncer :

Si une phase s est polyvalente pour l'équation (E) , elle sera polyva-
lente pour 1l'équation (N) correspondante, & condition que ()] satisfasse &
1'équation intégrale (7) , résolue ici par 1'équation (21), et ceci quelle que
soit l'amplitude a de la solution de (N) .

En résumé, nous voyens que 1'équation (N), associée & l'équation intégra-
le (7), est telle que

1) le raccord des phases et des vitesses entre solution réguliére et so-
lution singuliére entraine la densité p =\4f"4r* ot pour celle des singula-
rités ;

2) dans le cas particulier de phases polyvalentes, elle fournit, avec
(21) , un systéme immédiatement résoluble en ) .

La fonction £l remplace la fonction de Dirac qui figure implicitement
au second membre de 1'équation (E) quand on lui attribue des solutions singu-
liéres. Cc faisant, elle remplace une singularité mathématique par une répar-

tition finie, susceptible de traduire une structure, dont l'évolution au cours
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du temps est donnée par l'équation (21) en fonction de la structure initiale

donnée par -flo .

Enfin on remarquera que les phases polyvalentes doivent vérifier les 9
équations (16) . Ces équations ont-clles des solutions ? Le cas particulier de
l'équation [Gu - ku =0 (k = Cte) , pour lequel la fonetion s = e %P
obéit bien & ces conditions, incline & penser que la réponse est affirmative
(i1 existe d'ailleurs d'autres cas particuliers ol ces relations sont encore
vérifiées)., Il faut ajouter, conformément & ce qui a été dit plus haut, que
dans ce cas, la phase est déterminée par des équations du type (16) totalement
indépendantes de 1'amplitude.




