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INTERPRETATION DE L'EQUATION DE DIRAC COMME APPROXIMATION LINEAIRE
DE L'EQUATION D'UNE ONDE SE PROPAGEANT DANS UN FLUIDE TOURBILLONNAIRE
EN AGITATION CHAOTIQUE DU TYPE ETHER DE DIRAC,

par D. BOBM, F, HALBWACHS, G. LOCHAK, J.P. VIGIER.

DEUXIEME PARTIE
1,~ INTRODUCTION :

Dans un exposé précédent, fait au méme Séminaire, (exposé n° 8, 10 janvier
ld . . 7 .
1956) nous avong proposé un lagrangien, exprimé en termes de spineurs, permet-

tant de décrire le comportement d'un corps relativiste en rotation.

Nous reprenons ici cette question, et montrons qu'un fluide parfait sans
pressions (schéma matiére pure) dont les molécules seraient de telles "toupies",

obéit aux équations de Mathisson.

2.— Corps relativiste en rotation s

Nous prendrons comme lagrangien de départ

_ 1L w¥A
L=3K\ °%x¢9
i A4
ainsi que nous l'avons déja proposeé.

On a 3 Udmﬁ : tenseur des vitesses de rotation,

K : moment cinétique.

o

Exprimons cela en termes de spineurs.

On sait que si 1l'on définit une transformation infinitésimale de Lorentz

par @
Sy = Oy 5 (Sop =-S5 )

la transformation sur un spineur s'écrira :

S “Q’ =7}: 80(/3 X(x' X-’G'\\f avec X ;4/3
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S\lf*-_-..\p* S 5 (1)

Si nous divisons les deux membres par 1'1ntervalle de temps propre é’t ’

et en désignant par un point la dérivation par rapport au temps propre, nous
aurons .
: 1 yXyfinr
\‘}' ==,V N
4 ep O
M"ﬁ” ((*)g(/g = 3,-« )
Yt yrle XTYEW c
4 o( /’3

Introduisons alors le tenseur :
1= i (w7 X/“X‘) VAR " ?f/u L \V ) ou on pose explicite-

A Vv
[P ment M # ¥

I1 vient, en explicitant Y et

5 = Fog g VTN §E P Yy By )
M=V ou «=A , st

A
/Ll
Tous les termes de cette somme, ou l'on a
nuls, de méme, ceux ot M # & et V=
On a donc ¢
A/(,\u '—% /(,‘)) \‘J ({/u_h )‘,MX XAXI\)X‘X)))'U!I
2T GO S TS (S 1A A L PN )N

en posant explicitement — M ;é vVEXE A

Soit encore :

. NP : s .+‘ 1 o{
A,uu=—1 (y Ww/uv + 1V '\/51\” EQ“"“ﬁw )
L ale . U+ -
A}sz—-l(‘!‘( qf‘*’,u,-y_‘, +1 g i (O paw )
ol 1'on a
1 i I 0‘3
/lv_zju\)a/b(.k) ﬂ :é-('/tk\)‘)(/}w /
avec Euvu[s: 1 suivant 1la parlte de la permutation (/u. s Vs Ko /3 ) .
y ,

(1) . . :
Nous prendrons les variables d'univers Xx; , Xy 9 X3 5 Xy = iet

Les X sont les matrices de von Neumann.
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On a de méme :

A},L :—l(w I’JW "1\1 Xl\rw/‘”))’

. s By - iy Xs‘%fx;;;‘

(1) v
U RN CAAS Tk

Nous suppcserons que le spineur W est normé, nous aurons alors (voir

dans 1'Exposé 8, l'annexe de la premiére partie).

b P 01,7 43, | 1
(2) W= em(-t Yy p) [T expl-ioy 50 T exp(oy =9 |
0
d'ol WY s i ocos A
1!}1" X5 Uf: sin A
ot W« @Y Y 9® = -

Le lagrahgien s'écrira donc :
L=%—K‘x/@‘ [Urﬁqf(m*xoexﬂ \if - \.\I+X0<X(3\!r) +
. S
A Y NS U LRSS R TS

Or, on sait que:%gaﬁ\gg\g XS = )(SX XB , d'olt i1 vient
(3) L= 2 KDY YT K Yo W
A P N L A PLE AR

. . , . e .
Les spineurs conjugués canoniques de KU et k}f seront

-n + = 9—11 et T = —-a-I:~
s a'kif*

Compte tenu du fait que :

'qf*ﬁ'),f—\-}f* 351}f}f5:icosA-sinAX5:iexp(i XS A)

on trouve :

Tt = %‘“,f-* KMYO‘W eXp(i.XS A)

(4) .
== % o X“’};ﬁ exp(i 5 A) ¥
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Considérons alors le tenseur
1 + s "f" —_—
= L0 Yy - T gty T

M}LU

On peut l'écrire, en explicitant TT
1A+ , ; N o
0= TV 0N Yoy Xt Y Vo) e Y WL k%A
Le calcul donne alors :

M= -1 [V exp(i ys A)‘V'K/J‘,+ 1 WY exp(i Y5 )W KL ]

M

Compte tenu de 1'expression du spineur donnée en (2) et des relations de

commutation entre matrices; on a :
+ . + aiy .
IV exp(l P,(5 A)W = ((\y l\j )A:O =1

g e gy Y= (WY U, = 0

On a donec :

(5) M/ll\):K/lA\) :%[Wih‘)f‘},« X\).qf"’qf‘&)&/u X\)TT]

Nous ferons maintenant deux hypothéses :

1) Supposons que Kﬂ v représente le moment cinétique propre du corps,

c'est-a-dire le moment pris par rapport au centre de gravité au sens de
Mg11er(?)

Le systeme propre sera défini ici par <?j = 0 (voir 1l'expression (2) du

spineur) et nous supposerons donec que :

43 = 0 entraine Ki4 =0 .

2) Dans le systeme propre, les composantes d'espace ng du moment ciné-
tique forment un vecteur spatial. Nous pouvons orienter les axes d'espace du
systéme propre de telle sorte que l'axe des 2z coincide avec le moment cinéti-

que. Ce systéme, 1ié au corps sera donc tel que s

Oi: (i'f'j:O

(Z)Le centre de gravité est le point qui est centre de masse dans le systéme
propre du corps, c'est-3-dire dang le systeme ol les composantes d'espace de
1l'impulsion totale s'annulent. (MOLLER : Annales de 1'Institut Henri Poincaré,
11,71949), Dans ce systeéme les composantes de temps du moment cinétique propre
sont nulles.
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0 0 0

Kig=¥p3=%3 70
0
,K12 =k
0 0
. A 1
et \V = SXP(—I }/5 '2') 0
0

Le systéme ainsi défini est différent de celui choisi en mécanique classi-
que, ol l'on prend comme axes les axes de 1'ellipsoide d'inertie. On verra que
c'est notre systéme qui simplifie les calculs en termes de spineurs, et c'est

(3)

celui qui est implicitement choisi en théorie de Dirac'~’.

Nous aurons dans ce systéme (compte tenu de (4)) :

Mo=-1 K2 exp(i y B) J Yy exp(-d g 3)

e Neo N Ne]

Soit encore

=
0

- k exp(i Y5 &) exp(-i )5 g-)

leNeoNe N
OO0
e NoNe]
- O 0O

+ k exp(iX5 4) . exp(-i X5 g)

OO0~ O

Tiy=k exp(i X5 A)Tyo

et donc, de fagon invariante

(6) T =k exp(i Yy A) W

et de méme

TT+ =-k uf+ exp(i Xs A)

Si nous introduisons dans (5) les expressions (6), il vient

K[}\ v] = -k \u* exp(i ¥5 A) 5/“ X)) \_p

(3)0n voit qu'il s'agit ici d'une adaptation du formalisme mathématique, et non
d'une hypothése physique. Nous n'avons ce faisant nullement restreint la généra-
1ité du probléme, contrairement & ce que nous affirmons dans notre premier
seminaire.
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Soit encore 3
~ /) . 3 Kl'+ / \f/ h
-k(cos A.\{)“E'M.Xv Y+ i sina ‘(f \tf5)f)u })vlb)

D S —

ENQUATINS ¥ Yo P-1t W ¥51!f hi zi,u o)

i pal=

n

W <’<‘f““v>2k<-"4f“y = WhLEY R AR A PRV

d'apres une formule de Kofinck(A)
On pose alors : })p+ ¢ \b
0y
o = “dl"" X y \{J u = }l
< - ! 5 VY /UL : : -
a ’ Vot E Pt Y an”
d'ou :
(7) K/M g = k(o uy ~ oy, T ‘

De 1'expression (2) du spineur, on déduit aisément que u}A est le vecteur

vitesse unitaire de la particule.

" Quant au lagrangien, il s'écrira maintenant :
Lo 7 W s Y= - k(W exp(i Y Y- W T exp(i s 4) W)
soit encore :

R B A T BN i O 1Y CA M (RO

On en tire alors les équations du mouvement d'un corps relativiste en rotation :

4 a_ A
dt O qu_

R TR TR B A T A R N R ll

Mais 1'étude de ces équations n'est pas l'objet du présent travail.

3.~ Equations d'un champ continu de corps en rotation (fluide & spin).

Remarquons d'abord que dans 1l'expression (8) du lagrangien, il nous manque

deux facteurs :

(4)oe s 0. COSTA de BEAUREGARD : Thdse (1943)
~— G. PETIAU : J. Math. pures et app., _1_1?._,(194’7)
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1
()% @t y”

- Le facteur provenant de 1l'expression de

Ouy - .
- Le facteur \/c(1¥+ﬂV)z - (i?¥+ ){5\\1)Z qui s2 trouve implicitement

dans 1'expression du moment cinétique.

Ces deux facteurs, égaux & l'unité n'interviennent pas pour un corps isolé.

(5)

1'énergie au repos du corps. Ce terme constant n'intervient pas, lui non plus,

De méme, nous devons ajouter au lagrangien le terme m , qui est

dans 1'équation du corps isolé, mais joue un rdle dans celle d'un fluide.
Nous écrirons donc le lagrangien (8) sous la forme équivalente :

(9) L= -1k LIl - () W= ]
v{(qfﬁqj)z_ (iTH+ 351¥)2

en VEOPRNDE GV pan”

Nous voulons déerire un fluide dont les molécules sont de tels corps en
rotation, ayant tous méme masse m et méme spin k , et sans intéraction entre

(6).

elles. Ce sera un fluide généralisant le schéma "matiére pure"

Pour écrire le lagrangien de notre fluide, il nous suffira de multiplier le
lagrangien (9) par une densité invariante D . La forme du lagrangien montre
alors, qu'il est équivalent de multiplier le spineur ﬂf par VT . Le fluide
est donc décrit par le lagrangien (9) oh 1l'on prend le spineur non normé.

La dérivation par rapport au temps propre sera maintenant la dérivation

lagrangienne le long de la ligne de courant., Nous écrirons :

{!«f =M 8’}4 W

ol ?ﬂ‘ est le quadrivecteur vitesse unitaire, soit :
- + :‘j
o N A
PNV ANERYE Y
V- G )

M

(5)Nous prenons la vitesse de la lumidre égale & 1'unité.

(6)On sait que le tenseur d'énergie d'un tel fluide s'éerit T, ,, = pu y Uy -

C'est un fluide parfait sans pressions. M A

Cf. A, LICHNEROWICZ : Théories relativistes de la Gravitation et de 1'électro-
magnétisme, Paris, Masson, 1954.
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Introduisant (10) dans (9), on obtient le lagrangien du fluide :
. = .
L - ik Y X/l W
- + PP NE
(11) O NS+ @Y Y )

s DI W [0, 39 - Wy (3, T +

s \/_(,\Ut’y)z_ (i—\!f'l- )5'5\11)2

Le lagrangien est visiblement invariant de jauge et nous lui appliquerons
les résultats généraux de la théorie classique des champs 7 en nous abstenant

d'écrire les équations du mouvement sous forme spinorielle.

Nous écrirons d'abord 1'expression du courant :

. i oL . ..+ OL
Ju = oo [—r- ﬂ: - - ]
M 6QM @q&f
Un calcul simple donne :
PR
j = Y #f
J),{ w v/,{
comme il se devait, d'aprés (10).
On sait alors qu'en vertu des équations de champ :

o, L _ oL _
Mo, ow

on a la conservation du courant soit

aM jﬁ =0

0 )

ce qui s'éerit encore :

(12) aﬂ (D uf)

D = O

)

L'homogénéité du lagrangien entraine aussi, aprés un calcul un peu plus
long :
Yoy Lo Ly 0, L _ Oy oo
» —~ v - = =
f‘aU&i Y+ o ay% O \
Le lagrangien est donc nul au cours du mouvement.

Ecrivons maintenant le tenseur d'énergie-impulsion.

On a :

oL -
T = —
/L_.| N a ,L’J)) L.S )‘ 1

Iei, ona L =0, et un calcul simple nous donnera

g+ oL g
+ -
kA

(7)PAULI, Review of Modern Physies, 13, (1941) p. 203.
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oo B VTV e g, Wt (0,0 W)
A R R Pl v a 5V s Lo

On voit que cette densité tensorielle est le produit de deux facteurs :

(13) T,un = k,u_uu)

e

soit le vecteur vitesse unitaire :

Yo,

u = ’
V-(F)® - @ Y ln”

et la densité vectorielle d'impulsion énergie :

(14) | k, = - ik Dty W0, W -y Y [oxdy)
VAR T )

k est non colinéaire & u, et Tfﬂv a exactement la forme proposée
/
par Weyssenhoff( )

Nous reviendrons & la fin sur le vecteur k)u .

La partie antisymétrique de ?P y nous sera fournie par la relation de
Belinfante—Rosenfeld(g)

T/u\):* [Fj\ u\ 45'— )/u a‘qf"'
A

I1 vient :

T = -..ké’\ 1,4[4‘\;/\. W AT T e st S RV
SRl e A A T

1

k 6>\[u/\(g-tuv—c«‘ ) ]

T
2 »

- Y
(15) Ty =07 (3K 5 7)

K}AV étant densitaire, 37 [u ] est simplement la dérivée de K

A /4,4)) /v‘-\)
le long de la ligne de courant, on a done :
(16) T = kyuy- ky u =K .
SEN S

(S)WEYSSENHOFF ¢ Acta Physica Polonica, 95 1947 .
(e, pavLI, Loc. Cité.
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Mais, en vertu des équations du mouvement, on a aussi :

(17) a"TM

L'équation (16) peut alors s'écrire :

| .
=9 (klMu")) :k/u =0

(18) a*[u,\(x/“k»_y), kﬁ)]+6'\[u)\ K pwl=0

I1 découle donc des équations du mouvement que le moment cinétique total

(orbital + spin) se conserve, ce que Weyssenhoff avait postulé pour en déduire

(15).

Si alors nous contractons (16) par u al = -1,

L en tenant compte de u

/VL
il vient ¢
(19) k, :-k}uk. up = Koy u?

Ik 3

Mais, compte tenu de (14) , le lagrangien (11) peut s'éerire

L=k, u? +mD

LY A ” 2 s / . A . . . s
ot D= \/;(QI+dr) ~ (it X51y)2 est la densité invariante du fluide intro-
duite au début.

Le lagrangien étant nul au cours du mouvement, nous avons

(20) - k/\ u? = mD = Mo

densité de masse propre, ce qu'avait postulé Weyssenhoff.

D'aprés (12), nous avons de plus :

(21) MO:mGN(w/MD):O

c'est-a-dire la conservation de la densité de masse propre du fluide.
D'autre part,
Kflv uY =0
Cette relation exprime simplement de fagon invariante que Ki4 = 0 dans le

systéme propre(lo).

1 ’, . . I'd .
{ O)Elle se verifie de fagon évidente en tenant compte du fait que

K/xv =k ¢FIIQ ——03)1%M
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On en déduit que : _
. )) _ .v

Compte tenu de (20), on écrira (19) :

° )
(22) ku = Mg o Kﬁlv u’

C'est la décomposition de Weyssenhoff.

Si nous introduisons (22) dans (16), nous avons :

(23) K)/L\) = }‘A 'Lolk uv ~K‘l)/\ U.A 'lJ./H

Si nous introduisons (22) dans (17); nous avons :

. ° o -v .\),_
MO%N.FWOII+KNVu +K#vu =0

Mais, d'aprés (21), /ﬁ 0= 0, et d'aprés (23), R)rv u® =0 .(11)
On a done :
° o‘\) —
(24) Mo Bu * K/u\) iY =0

(12)

Les équations (23) et (24) sont les équations de Mathisson .

4.- I1 est intéressant de confronter ces résultats avec 1l'expression de grandeurs
dynamiques caractérisant la représentation hydrodynamique de 1'équation de
Dirac(13). Celle-ci, d'aprés la conception qui inspire le présent travail,
représente en effet des ondes de faible amplitude se propageant dans 1'éther
considéré comme un fluide de toupies. Si on représente ces ondes elles-mémes
par un fluide fictif, on peut mettre facilement en évidence une analogie étroite
entre les lois dynamiques du fluide réel support des ondes et le fluide fictif

représentant ces ondes.

Partons du Lagrangien de Dirac en termes de spineurs

I S A CIRE PR AR

oar w,ut = -1 et Ky, = - K,

(12)\aTHISSON, Acte Physica Polonica, 6, 1937.
WEYSSENHOFF, loc. cit. -
Louis de BROGLIE, Th. des Part. de spin 1/2.
MOLLER, Loc Cit.

(13)Exposé n® 6 de ce Séminaire, présenté le 20 décembre 1955, par J.P. VIGIER,
d'aprés la note de MM. HALBWACHS, LOCHAK et VIGIER, C.R. Acad. Sc. Paris, 241,
1955; p. 692.
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On en tire les équations d'onde : éklyﬂi'QJ+ K \p': 0 et

Evﬂ 1p\+ KM - K\k* = 0 qui donnent
L=20

Le courant est donné par

GL +
T, =4 ( - ) ,
# 3V, v d llf i

Ju = '\Jf p

‘

soit

et le tenseur canonique d'énergie impulsion, par

b+ oL + OL
ey = o e WS S P,
bY] v
M msrv BT SgET A a\Lv ST
soit
i + ;
T v -‘lzh\lf EGM] Yo U avec 0, Ty =0
On écrit alors le courant Ju = p uy  en introduisant la vitesse unitaire
u/u du fluide (uf« up = -1) et sa densité p s

Bo duo= ot s BTy YTy

o=h VAR TN *»{/u s

On sait que

,“F-F X/J‘ (P "1P + g},t 'q-f - (4{ +"~.!J’)2 . (iq“.+ }(5 W)Z
D'olu la densité

p=h VoI - @yt yp)?

On a alors naturellement

YA s
V- )%= Uy g0?

u /U.

et de méme 6}‘(f’?M) =p= O 1le long d'une ligne de courant.

Ce sont les mémes expressions que celles que nous avons trouvées pour le
fluide des toupies (équations (10) et (12)).

Nous effectuons alors une décomposition du tenseur d'énergie-impulsion
T pw (qui n'est pas symétrique) de fagon & faire apparaitre, conformément aux
idées de Moller et Weyssenhoff, une impulsion kﬁ, non colinéaire & la vitesse.

I1 faut introduire un tenseur Q%M,w des tensions internes que nous soumettrons
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a la condition @/u\, u, = 0 , ce qui signifie que toutes ces composantes sont
dans l'espace propre, en accord avec les conceptions habituelles de 1'hydrodyna-
mique :

Tuw =ku u, + Ouy

Si nous contractons par u, , il vient

T/M\) U_V‘::—-k)u_

puisque u,u,, = -1 et que ®/m)u» =0,

Nous pouvons donc calculer k,u

Yy Y
V(W) % (9, 1)*

Utilisons la relation de Kofinck :
LA A M L R AN LML g PR AR T ALY
I1 vient - 4 ’\V"-ff . W,!;"’ [6/1] Aqf_ At XS \V- »4;4- [6//] Xs,llf
V-2 + (Y )

M

L& encore nous retrouvons la méme expression du vecteur impulsion que pour le

fluide des toupies (équation 14). Par contre, alors que le fluide des toupies
est un fluide de Weyssenhoff sans tension interne, le fluide représentatif de

1'équation de Dirac comporte des tensions internes :

kyuy = \P [6/,4]3/\\]} W e \_’,r \)quT/“”

T/h)" u, = @“‘,: - __1}; [) ]xv !‘__ __'t!)'*[é)"jx\lr"/\’/ x,\W ‘\Lr )/))‘4[

.+ 3 - J2
- _ih” g ol 0 f oo Wty
(9/u\,~ b s [a}u] £ U {Ow I + g, WPy, W }

et 1'on a bien @/u\)u\) =0.

D'autre part le moment de rotation est donné par v, T

MoTuy ~YuTon -
Si nous prenons sa divergence, il vient

6/\("’(’\)1‘,10.\ = YTy, ) =0y T/_A,\ - K/ua,\ Toat 9%y T/u,\" ‘"S\,\“ Ty A
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Les deux premiers termes sont nuls puisque T)A)\ est conservatif. Les deux

derniers donnent T/u g - T

T}“)

S 2T @ qui n'est pas nul puisque

n'est pas syméirique.

Le moment de rotation n'est pas conservatif, car il ns tient compte que de
la rotation orbitale alors que le fluide de Dirac comporte aussi une rotation

propre.

Le momen: de rotation propre (spin angular) est donné par la formule de
Belinfante : 3
L
= R mee— I .
Taplu = Fe {aw\ [/\/u]()pw }
Ici b
I[.)\).t_, =3 <YA_ Xf"'— Y;u« Y
d'ol

ih , | 4
o= - %L'r ¥y (?ﬁ/,\kﬂr)@ WV = - £2._ s

F G K- S

il est facile de voir que les seules composantes non nulles sont celles ou

A# M £ Y et que le tenseur est complétement antisymétrique :

[,\}A\)]————-w X)XAYI‘ W

C'est bien la forme donnée plus haut pour le spin. D'aprés la méthode de

Belinfante, cn doit former le tenseur

S\ [pw] = %(f/\}wf* f\)/\)x—f/w,\): %(*i'h)ly‘F()'/,\)'/“ fo * X',)X,\X,r \"‘Y"»’\) Vo=
= 3(=th) T Y X W

ce qui doane fA/u , ® Que nous écrirons

__“_-L+' ‘.)
(T/\’U\) = ‘J X}ﬁ/«l}(\\ |

ou en prenant le dual :

“T.:g' yva

La divergence de ce tenseur O, 0~ Ay fournit le tenseur d'énergie-impulsion
/

de rotation propre t,\},\ qui est tel que T,\ “ ” est & la fois conserva-
tif et symétrique. t Y qui, dans le cas de’ 1'équation de Diraec est antisymé-
trique (tuu = - Tpm) ) se transforme facilement en

K
C/\/M. = av © [\/LM)]: a\)é‘x/u \))’J‘TP'
en appelant *“?—, le duel de o [)‘ N qui est le spin proprement dit.
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th/‘: ‘%(698&“”)?0—(_\ + af) 8}\)&?\) g"s) ) = % (SA,M ‘\)f’ (a\) G.P - a\“‘o_-]))

d'ot le résultat bien connu relatif & 1'équation d'onde de Dirac

— L { —
tA}L— Aaxfh —'%AT} )_-—Tiﬂ
1'énergie-impulsion de rotation propre est représentée par le dual du rotation-
nel du spin.

Nous allons maintenant justifier cette représentation hydrodynamique des
ondes de Dirac (qui est équivalente & celle proposée par Takabayasi(l4)) en
é¢tudiant la dynamique d'une gouttelette de fluide, contenue dans un volume du
genre espace. On montre que cette gouttelette obéit aux trois lois de la dynami-
que : conservation de la masse, de la quantité de mouvement et du moment cinéti-
que, ce qui justifie complétement 1'interprétation des quatre grandeurs relati-
vistes P Uy s K/& et T respectivement comme densité de masse, vitesse,
densité d'impulsion et densité de rotation interne, ainsi que celle du tenseur
d'espace propre Gbﬁ{v comme tenseur de tension interne. Un élément de mouve-
ment de la gouttelette sera représenté par un domeine relativiste limité par un
hypertube de courant infiniment dé1ié et deux hypercloisons d'espace propre

orthogonales au courant et infiniment voisines C1 02 .
1) Intégrons dans ce domaine 1'équation de conservation du courant

aM(Pu/‘t) =0

//MM g%g&’“( P u/u) dw =0 = jSJS ¢ W dop (théoréme de Gauss)
s _ . :

. do;A étant 1'élément d'hypersurface.-

Décomposons 1'hypersurface S en trois parties. Sur 1'hyper-
paroi du tube, do7L est perpendiculaire a u
Qﬂ,dCZM =0, 1l'intégrale est nulle.

Sur 1'hypercloison C, : dr.v;u = Uy v, U d“}a: U U dvy = - dvy
(14)Takabayasi décompose le tenseur d'énergie impulsion en
T}AV = k/U u,, + 9-?:' P (S\) a/“A + is,‘)\xﬁz uaSﬁ a/uux ) (*)
s étant le vecteur unitaire colinéaire au spin : s =0 susu = -1,

On vgit tout de suite que le second terme, contracté par u, , s'annule. Il
représente donc G)Mj)et cette décomposition est équivalente & la ndtre, le kN
de Takabayasi est le méme que le ndtrel¥*), On obtient ainei une autre expres-
sion pour les tensions internes ch P [0 QMA+j-8 uo%JgQMuX ]

Opv= > VXY

Le second terme qu'on peut écrire ik, Auul o tiugéﬁkwx est classique et
caractérise tous les fluides & spin. Le+premier, dans lequel A est défini a
partir des deux invariants : tg A = i;ﬁ,iéﬁk
parait plus difficile & interpréter. ¥ <V
(i:;TAKABAYASI, Nuovo cimento, III, 2 (février 1956)
"/ HALBWACHS-LOCHAK-VIGIER, C.R., Acad. Sc. Paris, 241 (1955) p. 744.

, est propre au fluide de Dirac et
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Sur 1l'hypercloison G, : dsy = - u, dV, Uy doy = - u)uu/udVO = dv,

dV, étant 1'élément de volume propre.

Wga (puy) do = M 5 av, m‘clf”dvozo 0

Les deux intégrales représentent les masses m, et my de la goutelette aux

deux instants considérés. Cette masse est bien constante.

2) Intégrons maintenant 1'équation de conservation du tenseur canonique

d'énergie~impulsion o, T o = 0

jjg Ay T,u\)dw = ggj‘g‘ax) (kfuu\)) dco + /5555 dy ®/l,-\ s deo=0

Appliquons au premier terme le théoreme de Gauss.

Il vient : ] ‘ -
SS}S Ay (kj\Au\)) dw = jjjs kMuDda*D

On peut décomposer l'hypersurface S comme précedemment sur 1'hyperparoi du
tube, on a

updoy, =0 1l'intégrale est nulle.

I1 ne reste donc que les termes d'hypercloison, soit
5550 kﬂ_uuds‘» + /U/(C k/uu do,

1 2

(uydoy, )Cl =dv, (uydes, )02 = av,
p d'el : Ssg kgyu,do = SSJ k,dv, + 5JJ k,dv

[N} [
g MUYV ¢, °° c, M

[Mg ky V] aT= [ﬁgv vyl ar

en désignant par X ) la dérivée de la densité d'impulsion le long de la ligne

de courant.

avec

i

On a donc en définitive :

)S%a\) Sy 40 )Sjja @wdmt)ﬂ’ k,dVglaT =0

L'interprétation est immédiate : le premier terme peut s'éerire

j[jﬁa OuvavyJd v
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ou encore g) 8,) /u\) dVO] 4T si les deux hypercloisons sont suffi-
samment voisines. - O, &,, est classiquement une densité de force de

tension interne f,, et on a finalement
M

(0 & av, = ‘,(g £, dv
J-Jﬂ VO F 0 17} 0 M0 .
ou en intégrant :
K/u = F/J l

C'est le théoréme de la quantité de mouvement pour la goutelette prise en bloc.

3) Intégrons, suivant la méme méthode, 1'équation de conservation du

moment du tenseur d'énergie-impulsion total T uy * t gy

'sjqxs 6\) [)(\‘7 (T h t,u,\ ) - Y/‘(Tv}\+ ton Yldw =0

2 )Mjl‘ oy dw + 2 >/5( tu,) dw =0
2 S‘BXS T@) des = ,B_'SSS‘(I{{“H)) - k;) U-/u ) dw + 2 jsrg ®/‘i}> dw
2 «gt dw:Z‘\(\gga T >\du)—25‘/‘ a- d7>, =
//, v }) MV = ) g /.,,3))\ A

On peut identifier le tenseur 20 [

/u‘)l /\] u

Weissenhoff. C'est un tenseur d'espace propre car on a évidemment :

avec le spin k[)“)] de

k{U w Uy = 0
Dtautre part on saeut expliciter le vecteur do,  sur l'hyperparoi par
5 /

sy = dSOr\ d'?:(1 do-, étant dans 1l'espace propre, dsoi\ y est aussi, et

(15)Nous avons doy = [ o ) ] = 8
les axes propres de, = &
ax}=ag=0.

ApV P [dv"” dx” anf]. Si nous prenons

AP [a K‘Id w"’g u¥d<d] avee u' = ie u1=u2:u3=0

o moowo, - MWy
doy = 94,y [dx,dvp,iedv]=1cdv Ses [dw{dwzj avec A, MV # 4
ce qu'on peut derire dory = 47 giJK[d“ {dugj = d’Z“[dnJ de] le dual é‘oant un

de surface propre est dSOl = [dw. dv. 1 ce qul donne bien doy = dsgy.dT ();t t\.;
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représente ainsi le vecteur infinitésimal d'espace propre normel & 1'hypercon-
tour d'espace propre C qui n'est autre que la surface

, Y~ de la goutelette dens 1l'espace propre.
aT 0
da; ¢

/ spin & travers la surface de la gouttelette dans 1'espace

Le produit o7y dsy, est donc 1'é1ément de flux du

propre. On peut du reste 1l'écrire ‘S;Av)\pfﬁdsog ou Ei,dsoﬁ

On a donc finalement :

Wt s g s

g 0

Si 1'intervalle de temps entre C et C' est suffisamment petit, on peut

simplifier par dt et il reste ( en posant ki fhﬂ
Sv (e = kju )dvy + 2 J ; @&B vy + 2 j o-/”dso -)) kadvo =0
0 700 ‘ 0
4—0

ou enfin, en utilisant les notations de Weyssenhoff pour les intégrales sur le

volume propre de la gouttelette :

] "‘ '
KMu\)—~ K\)ul,\ = K/\u)" ZJL(V QJ{}) dVO + 2 55 q;u dso))

Formule qui généralise la formule classique de Weyssenhoff au cas d'un fluide

doté de tensions internes.

Les deux derniers termes caractérisent ce qu'on peut appeler la "torsion"
du fluide. L'existence des tensions internes et leur caractére dissymétrique
font nécessairement intervenir dans la dynamique de la gouttelette en rotation,
d'une part l'intégrale de volume des tensions dissymétriques qui entrainent de
proche en proche la rotation de 1'ensemble de la gouttelette, d'autre part des
actions de surface liées & la rotation propre de tous les éléments du fluide
extérieur qui touchent immédiatement la gouttelette et qui 1'incitent & tourner

en roulant sur eux.

On peut conclure des calculs précédents que 1'équation de Dirac peut &tre

représentée par un modéle hydrodynamique cohérent qui est celui méme qu'a
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proposé Takabayasi. Le fluice doit &tre considéré comme possédant des tensions
internes et un mouvement tourbillonnaire infinitésimal. Une gouttelette obéit
aux trois lois fondamentales de la dynamique classique : conservation de la

masse, théoréme de la quantité de mouvement, théoréme du woment cinétique.

Le fluide représentatif différe par contre du fluide réel par lequel nous
nous efforgons de représenter 1'éther et qui est un fluide "matiére pure"

dépourvu de tensions internes, conformément au modele de Weyssenhoff.

La comparaison entre les deux fluides s'exprime par :

Tﬁrv = kjiu}) pour Weyssenhoff
T/M) =k,u, + ®}“” pour Dirac Takabayasi
Téi? = i}:» pour Weyésenhoff
. 1 e e
T,y =k, , +lim [ = 5,88, 1= 3Ty = Opo )
g = Sy Voj‘ opr M T

'IZ:O-—e 0

pour Dirac-Takabayasi.

5.~ Remarques sur les résultats précédents :

1) Nous avons montré qu'un fluide & spin n'est autre qu'un fluide ordinaire
dont les "molécules" sont dotées d'un mouvement de rotation propre classique.
L'introduction d'une densité de spin se justifie lorsqu'on se place & une
échelle suffisamment grande pour que le fluide puisse &tre considéré comme
continu. Cette densité ne peut évidemment se réduire & un rotationnel, elle est
une grandeur macroscopique qui rend compte de mouvements tourbillonnaires
s'effectuant dans des domaines dont les dimensions sont considérées comme négli-

geables & 1'échelle ol 1l'on se place.

Dans le modele d'éther que nous proposons, nous avons introduit des struc-
tures tourbillonnaires stables, considérées en premiére approximation comme

solides, et supposées petites devant les dimensions de 1'électron. Nous aurons

donec le droit de traiter 1'éther au niveau quantique comme un fluide & spin.

2) L'expression (14) du vecteur d'impulsion k, est la méme que celle de

M
l'impulsion du fluide de Dirac dans la représentation hydrodynamique: de Taka-

bayasi.
(16)

serait un fluide de Weyssenhofi avec tensions internes.

Ainsi se confirme 1'idée déja émise selon laquelle le fluide de Dirac

Nos calculs montrent que 1'impulsion du fluide de Dirac est simplement

celle d'un fluide & spin classique. Son expression n'a rien & voir avec la

(18) a1 BWACHS, LOCHAK, VIGIER : C.R. Acad. Sc. Paris, 241 {1955) p. 744
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théorie des quanta, sinon dans la mesure ol le spin est un phénoméne qui est
4 la base de la théorie des quanta.
On voit également que l'opérateur différentiel qui apparait linéairemant

dens l'expression de 1l'impulsion est 1'opérateur th ; c'est-a-dire celui de

la théorie des quanta.

En effet, si TT et ™' sont respectivement conjuguéds U et 'qf+

par rapport au temps propre, la densité d'impulsion nous sera donnée par :

+ N —
o, W - T, T

M
—_— Cmmm
L'opérateur Q}( semble done ressortir tout simplement du fait que les

(17)

équations décrivent des particules & spin et du fait que l'on se sert de

spineurs.
De méme, dans 1l'équation (18) on voit apparvaitre
P}Av = (wﬁav s "}1» a‘k) s
opérateur moment cinétique orbital, comme en théorie des quanta.

On a

+ NP P
W ky - )fa)k,u =T Puv ",f “SU P m
L5

v
e
Ces derniéres remarques sont encore trés fragmentaires mais laissent espé-
rer qu'on peut donner une interprétation simple de la correspondance communé-
ment admise entre les grandeurs physiques et les opérateurs attribués & tort 2

la seule théorie des quanta.

Enfin, comme nous 1l'avohs vu, la théorie des fluides & spin peut &tre

déduite du lagrangien

_ L 0(/3 2
L=3K O%Xﬁ +D maC

(17) Poutes les équations, y compris 1'équation de Schrddinger qui est 1'approxi~
mation non relativiste de 1'équation de Dirac ol le spin est supposé paralldle

& une direction fixe. Le ¥ de Schrddinger est en réalité une composante de
spineur.
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essentiellement de son mouvement de rotation relativiste dans 1'espace-temps

qui exprime sous forme relativiste 18)l'idée que l'énergie d'un corps provient
ce qui est & rapprocher de 1l'hypothése que Mr Louis de Broglie a mise & la

base de la mécanique ondulatoire et qu'il exprimait en ces termes : '"chaque fois
que dans un systéme de référence un élément matériel, au sens le plus général,
posséde une énergie W , il existe dans ce systéme un phénoméne périodique de
fréquence v définie par la relation W = hwy ol h désigne la constante de
Planck".

(18)on & en effet dans le systéme propre d'un tourbillon, et & cause des
équations du mouvement :
Le-lrg 48 ,,02
2 a0

. d .
(ol Tgé deésigne l'angle de rotation autour du moment cinédtique k §=)

=0

analogue & la relation classique de Mr de Broglie.:

. 2
E = h~mo = mO c



