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POSSIBILITE DE RESOLUTIONS EXACTES EN THEORIE DES CHAMPS,
par G. RIDEAU.

Introduction.

Le travail qui va étre exposé dans ce séminaire a eu pour objet essentiel
de répondre 4 une question depuis longtemps pendante en théorie quantique des
champs : savoir, si les habituelles difficultés de divergence ne pourraient pas
étre levées par des méthodes mathématiques plus rigoureuses et mieux adaptées
que celles utilisées jusqu'a maintenant. Il est, en effet, facile de fournir
des exemples ol une mauvaise transcription mathématique masque complétement
les possibilités de résolution, ainsi, précisément, dans le cas de 1'équation

de Schrodinger :
. O/ )
(1) A0
ot 4

ou H est supposé auto-adjoint, non borné. Nous savons alors, par un théoréme
de von Neumann, que H ne peut étre rigoureusement représenté par une matrice
que suivant certains systemes orthonormés de 1'espace de Hilbert supposé sépa-
rable, si donc, nous essayons de transcrire (1) dans un systéme de base ne con-
venant pas, nous devrons nous attendre 3 un syctéme d'équations d'aspect patho-

logique. Si, en particulier, les vecteurs de base n'appartiennent pas au domai-

ne d'existence de H , les quantitds H\?i seront des "vecteurs" de norme
infinie et, quand nous tenterons de résoudrc (1) par aporoximations successives,
des divergences apparaitront grdce a la présence des normes et produits sca-
laires de tels "vecteurs". Autrement dit, par un choix erroné de la base de
notre espace de Hilbert, nous venons de réaliser une situation analogue & celle
prévalant en théorie des champs. Or, en ce qui concerne (1), 1les "divergences"
ne peuvent avoir de signification puisqu'd 1'aide de la notion de fonction
d'opérateur, on en peut construire la solution pour toute valeur initiale donnée.
D'ol une premiére orientation des recherches vers 1'étude de la représentation
matricielle habituelle des hamiltoniens de Ja théorie des champs. Nous verrons
alors qu'il existe une maniére de les définir qui les fera apparaitre comme des

opéreteurs symétriques de 1'espace de Hilbert, 1'application du théoréme de
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von Neumann rappelé plus haut nous conduisant ensuite a uno écriture saine des
équations i résoudre. Restera vosé le probléme de la méthode de résolution. Il

o I d
ne saurait &tre question d'utiliser la méthode de perturbation, car, en sché-

C o N . © s ikt . ., "
matisant, cette derniere revient & écrire nour e 1lc deéveloppemen
i . iHt
elHt =1+ diHt + ... + i»——l? + e
n !

qui n'est plus généralemert valable pour H non borné, puisque, chacun des
termes devant avoir un sens, on ne peut appligier le développement.qu'é 1'in-
tersection des domaines d'existence de tous les H° , alors que elHt est dé-
fini partout. D'ol le deuxiéme point & considérer : rccherche d'une méthode de
calcul. lMais avant d'aborder ces questions, il va &tre nécessaire de préciser
quelle représentation nous adoptercns et dans quel espace nous allons plonger

nos équations.

1.- Définiticn de 1'cspace utilisé.

La représentation quc nous adopterons sera celle de Schrodinger, sacrifiant
ainsi la covariance a la simplicité de 1'exposé, et nous prendrons, nour fixer
les idées, un champ de fermions en interaction avec des bosons pseudo-scalaires
(couplage\"'5 ) . Quant 3 1'espace ol ncus nous placerons ce scra un espace du
type de Fock mais ol les vecteurs de base seront repérés par indices discrets
au licu d'indices continus tels quc la position ou 1'impulsion. Nous montrerons
rapidement comment construire cot espace A partir, par exemple, de sa défini-
tion cn fonction des impulsions tellec qu'elle cst exposée dans la thdse de
Maurice Jean. Nous avions alors des opérateurs de création de négatore

ST X > ’ . Tr=— > .
U™ *(p) , des opérateurs de création Y (7)) , des opérateurs de création de

bosons

-\,..‘C..{

x(5) dont 1l'application successive et aussi répétée que 1'on voulait
engendraiﬁ'tous les vecteurs de basc, une fois posde 1l'existence d'un vecteur
du vide 550 . Un 1léger inconvénient de cette construction était de ne pas four-
nir des vecteurs linéairement indépendants par suite des relations
@) = N VS, TR = M) Y 7(P) . Mais Jean lui-mdme montrait
comment y parvenir en introduisant les opérateurs de création et d'annihilation
des spineurs de Dirac par :

V@) = T oag® v@ YR =TT 4@ v 3)

s=1,2 s=1,2
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ou Ui(g) et UE(B) représentent les quatre solutions de 1'équation de Dirac
relatives a la valeur S’ de 1'impuls*on

C'est de ces opérateurs A (P) que nous allons partir pour obtenir des

vecteurs de base repérés par des indices discrets et cela en posant simplement :
+ 3 + A% -§

A, = | dpa ) A
is = | Tra® @ N

{d~p 45(®) f;(p)
@iz(fqi(®f3@>

/

ot les %G(p) , ﬂi(q) sont deux systémes orthonormés complets de 1% .

J
De tels systémes dépendant d'un indice discret, existent certainement dans
2 . , . .
L° qui est séparable. Un execmple en est fourni par les fonctions propres de
1'oscillateur harmonique a trois dimensions. On vérifie alors aisément :

: t - — ¥ -)__ &
j?S,Aj',S'S "gjj‘? (SSS' b E‘—Aij’Aj',S' i— ng| Ossl

-~ A
[J_’Sl ) \P;] :‘g~

ij

+ 4 h

(--«'\/'\
=

tous autres commutateurs et anticommutateurs étant nuls, et il n'y a plus qu'a
reprendre, mot pour mot, les raisonnements de Jean pour construire une base de

R N - .
1'espace de Fock ol un vecteur attaché & n négatons, n positrons ct m bosons

s'éerit :
VRIS M AVSRT P S .
a tn imty Yl LaL Yty Y1 a0 Y s i Ll i) =
i ’ 2 71 m

SI s;+ s] S -

_ L F oK + % - - /“\ @

= A’+ o+ e A.+ o A'_ . cen A._ _ C%i e & 1y
192y Jn_,,;‘)n+ Jys9y Jn_,sn_ tT1 m

Les opérateurs, nombre de particules sont toujours diagonaux, ce qui était
nécessaire pour que 1'on pulsse parler A'ecspace de Fock et, a partir de cette
base, on retrouvera toutes les propriédtés démontrées par Jean, sauf sur un point;
1'hamiltonicen libre des particules n'est plus Alagonal. En effet, cet hamilto-

nen s'éerit, par cxemple pour lcs fermions,

3N+ %, T 3 - N )
jd p ‘fq *(P) Ep Iy+(P) + /gdjp‘%{ (3) Epl? (3)* (Ep :\/p2+M2 s M masse
' des fermions)
ce qui devient ici :
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= +x L+ [ o 3 - - % 3
. A A d
IR Vo N Hjm)Epaok(p)dpaS A S (AR OL:
Jskss Jsk,s
et il suffit d'un calcul simple pour voir que, sous l'action de cet opérateur,
chaque vecteur de base devient unc combinaison lindaire de vecteurs rapportés

aux mémes nombres respectifs de particules.

2.- Etude dec la représentation matricielle de 1'hamiltonien.

C'est un résultat implicitement contenu dang 1'cxistence des divergences
de la méthode de perturbation que les hamiltoniens de la théorie des champs
transforme tout vecteur de basc de Fock en un vecteur de norme infinie. lLe
mieux que nous puissions espérer sera donc de trouver quec l'hamiltonien est un
certain opérateur non-borné représentée dans une base non adéquate. Pour cela,
nous devrons montrer qu'il existe un ensemble linéaire de vecteurs, densc dans
1l'espace de Fock, sur lequel on pcut donner un sens & l'hamiltonien et nous
allons voir que 1l'existence d'un tel ensemble est impliquée par celle de

"facteurs de convergence'.

Pour plus de clarté, considérons en cffet un tableau de nombres Aik tels

que Aik = Kki et tels qu'il existe des nombres Ci impliquant la convergence
s S 2 a2t P e
des séries o ]Ci Aik‘ . A partir des nombres CiAik s nous allons definir
un opérateur de l'espace de Hilbert en convenant de faire correspondre au kéme
vecteur de base \Pk le vecteur ayant CiAik comme i-éme composante. On cons-

titura un opératcur linéairc en faisant corrcspondre & la combinaison

N N
- ¢ 3-8 S o P !
E;;.}k ¥, 1le vecteur dont la i-&mec composante scra EZT CiAik\\k et 1'on

obtiendra un opérateur linéaire fermé en prenant la fermeture du graphique. Or,
1l'adjoint d'un opérateur linédaire formé a un domaine d'existence densc dens
l'espace de Hilbert, et en appliquant la définition de 1l'adjoint & 1'opérateur
fermé que nous venons de former, on verra que cc domaine est constituéd par tous

les y; tels que la série z;: Ajkak:yk soit la i-éme composante d'un vecteur
1 5 de T4 vat 5ot s Lo o | T 3 2
de 1'espace de Hilbert, c'est-a-dire tels que la sgéric li. ‘ZE_ Aikayk‘

converge. Par conséquent c¢n faisant correcspondre au vecteur

c -y o) o ant 3 g < T q
zi Ci vy %3‘ s le vecteur ayant pour i-eéme composante LE' Aik Ckyk s nous
aurons défini, 2 1l'aide des Aik une transformation de l'espace de Hilbert,

dont le domaine sera lc transformé par 1l'opérateur diagonal %;Ci gik z

J
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d'un domaine dense dans 1l'espace de Hilbert. I1 cst facile de montrer que si
aucun des Ci n'est nul, ce domaine transformé est lui-méme dense. Donc, gréce
a l'existence des "facteurs de convergence' Ci , nous aurcons pu faire corres-
pondre au tablecau A, un opératcur linéaire non borné dec l'espace de Hilbert,
et, en partant du fait qu'un adjoint est fermé, on montrera sans peine que cet
opérateur est lui aussi fermé. Il nc reste plus, pour démontrer notre proposi-
tion sur les hamiltonicns de la théorie des champs, qu'a prouver 1'existence
des Ci .
L'hamiltonicen quc nous devons considérer cest la somme de 1'hamiltonien
libre ct de 1l'hamiltonien d'interaction, et cc sont les "é1léments de matrice"
de cette somme qui jouent le réle des A,y . On soupgonnc qu'étant donnée la
complexité des dits éléments, unc démonstration direccte de la propriété n'est
guére pratiquable. Mais nous avons heureusement A notre disposition le théoréme

de Landau qui énonce que la série E:: Aka » nc peut converger quels que soient
k

les Xk avec E;: le\z convergente que si, et seulement si E:: \Akﬁz con-
verge. Considérons donc 1'hamiltonien H agissant sur un vecteur de base de notre
espace de Fock. Ces composantes seront, formellement, les quantitds :

L+ St . - . .  + + - - . .
(11 TR S I VPRI S PET iq l H '11 RIS AP I SURRTIE SRR B ...Jp)

et cherchons & déterminer 1'existence de "facteurs de convergence" de la forme :

+ + -

C(i} oo A0 5 47 vev A7 5 5, wee 3) = £F, v  £Y . L £T_ ... £7 b, ...b.
1 m 1 m 1 q 17 1+ 17 iy Jq
I1 va nous suffire de montrer que la séric :
: < s st - sm . . + + - -
(2) Z+ L- ) U(ll LI 1m+ 9 11 oo s 1m__ 9 Jl LI ) Jq) fiI * s 0 fi++fi—-uofi_—
- n q m 1 m
e ST L s P R Lt s T s .
bjl.,.qu(ll R S R ET LA ITRRE AU SR i3, 5..Jp)

va converger qucls que solent los U composantes d'un vecteur de 1l'espace de
Fock. Or, de par la structurc méme de H ,

T

+ + - - -
n m < n +l, n-1<m <n-1 j

i

L o e
p Tt S gt

de sorte que la séric (2) va apparaitrc comme la somme d'un nombre fini de séries
. N . . . R St -
partielles ou seules interviendront des sommations sur les indices i s 1,3

et, toujours grdce & la structurc de H , chacune de ces séries partielles se
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scinde & son tour, en une somme d'un nombre fini de sérics ol les sommations
ne portent que sur au plus trois indices. L'application répétée du théoreme

de Landau a ce dernier type de sérics nous raméne alors au probléme de faire
converger a 1l'aide des £7 i+ f ct b , cing séries distinctes et indépen-
dantes du choix du vecteur de baoe auquol avait été appliqué H , si tout au

moins, lcs fonctions W& et _ﬁu ont été choisies telles que les intégrales
lei(p) nggﬁ(p) d3p ) g ﬂiq)‘ ji ‘d?q convergent pour tout i et ]

(Ep s encrglc d'un fermion 4' 1mpulszon p 5 Eq énorgie d'un bomocr d'impul-
sion q ) . C'est évidemment le fait de nous 8trc ainsi ramends & la considé-

¥y

. . + -~
ration d'un nombre fini Ade sérics qui nous assure dc l'oxistence des f , f

et b convenables.

Ainsi nous pouvons affirmer qu'il existe dans 1l'espace de Fock un ensem-
ble dense de vecteurs sur lequel H a un sens. Etant donnée la forme particu-
liére des "facteurs de convergence" utilisée, lc domaine obtenu est, a priori
restreint, mais nous pouvons toujours prolonger H ainsi défini de maniére &
lui donner son cxtension maximum. Enfin, étant donnée la fagon méme dont on
l'obtlghgfggtifensf aussi symétrique. Nous pourrons donc appliquer le thdoréme
de von Noumann rappelé dans 1l'introduction, nous assurant qu'il existe un sys-
téme de base de 1l'espace de Fock dans lequel H sera roprésentable par une

. V249 2 . _ . Y""" 2
matrice d'éléments Hij avee Hij = Hji et i~—‘Hij\ &

3.~ La méthode de calcul.

Grdce & ce choix d'unc base bicn adaptée, nous pourrons écrire 1'équation

de Schrddinger du systéme de champs :

R R

ot
Sous la forme d'un sg tcme infini d'équations différentielles lindaires :
(3) i gzﬂlkuk(t) i=1,2, .., ®

ou, pour simplifier 1'écriture, nous avons représenté par un unique indice

1'ensemble des indiccs repérant les nouveaux vecteurs de base.
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I1 s'agit maintenant de voir si (3) admet effectivement des solutions,
et de donner une méthodec pour les calculer. Nous en proposerons une, générali-
sation d'unc méthode duec & Schmidt, qui sera unc méthode d'aporoximation, tota-
lement distincte de la méthode de perturbation ¢t dont la convergence en moyen-—

ne vers une solution de (3) scra assurée.

Nous commencerons par nc considdrer que los n premiércs équations de

(3) et nous résoudrons ce systéme particl en y posant

(P - 3__; 2w Ey -1 &) @) xen
U(n)(t) = f: z(n)(t) H., +), (%) K >n
K 3 ik

j=1
ol les '7k(t) sont, & chaque instant t , les composantes d'un vecteur de

1l'espace de Hilbert.

En portant dans les n premiéres équations de (3) nous obtenons pour
déterminer les n inconnues zgn (t) , le systéme d'équations différentielles

lindaires suivant :

dzzgﬂ(t) n z@ﬂ(t) n_ (n)
w2i)  Hyo e -5 2V (8) =
at =1 at =T I
. ) d:‘)n(t)
=~ H t) -1 — 2 i=1,2, ...,n
ik 2t S

vij = ; Hik ij

dont on notera pour la suite que sa solution générale dépend de 2n constantes.

Désignons par 'g/(n)(t) lc vecteur de Hilbert dont les composantes sont
les quantités Ukn (t) et éecrivons :

(0 V) = YWy 0@y P D3, L Y 6 - PemD gy

Le calcul montre alors que pour 4 2m + 1, nous avons :

(5),
2 ,. g - .
at () (5) - -1y ,W(m)(t) SYm-1) gy y gy o

t
1
=i 5__ @ (1) - 0l (1)) (m’(m
1
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ou yl({m)(t) = zlgm)(t) - zl({m—l)(t) =1,2, .. ,m~1
L iém)= %yo(t)

I1 serait évidemment avantageux que (5) soit nul car alors les termes du se-
cond membre de (4) seraicnt deux & deux orthogonaux au sens du produit scalaire
de (5) et il suffirait de démontrer la convergence des normcs pour é&tre assurés
de la convergence forte de la sériec. Orﬁun moycn simple d'annuler (5) est de
poser }im)(tz) = 0 d'une part et Uée)(tl) ~ Uik—l)(tl) = 0 d'autrec part.
La premidre condition équivaut & zim)(tz) =0, ce qui fait m conditions
lindaires liant les 2m constants contenues dans les zém)(t) . La séconde nous
donne Uém)(tl) = Uﬁ —l)(tl) pour k=1,2, ... ,m-1, soit (m - 1)
conditions lindaires de plus. Nous pouvons donc assurcr 1'annulation des pro-
duits scalaires tels que (5) en conservant cncore une constante arbitraire dans

1'expression des zim)(t) .

Si maintenant nous passons au calcul de la norme dc TP(K)(t) au sens de
(5), il vient

ary 9 ’ y 2
P gRar = 1D S P v L @O w ) as
VL vF =T - ' ) !
) ) )tl
ot R indique que 1l'on prend la partic réelle, et en posant :
CF(i)(t) = T () 2D (4 i=2,3, ..

pWw = W -

il vient, aprés quelques manipulations utilisant lcs rclations d'orthogonalité

(5)
t

2 , Loy o[t L (%2
{(\Ij(“‘)(t))! 24t = 2R S U}E()(tl) zlg‘) 4 m,(t)l\zdt -2 \ ¢(2)(t)(12dt20
tl k=1 " v i=1 tl
g /"t2 , ‘(.) 2
si bien que la convergencc de la série \ |l Q)l (t)I%at  sera assu-
1 tl
rée si 1l'est celle de la snite & termes positifs
t
2 _ ¢ :
(6) Iy (iPas + 2 T o0 (6 30 )
k=1
t

1
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Ce qui sera toujours réalisé si on égale chacun de scs termes & ceux d'une suite
convergente donnée a priori. En tenant compte dc J‘expr9581on des U(“)(tl)

en fonction des 2y )(t) ceci ajoutera un? condition quadratique sur la seule
constante dont dépendent maintcnant les .kV)(t) , achevant ainsi leur détor-

mination.

En définitive, nous avons montré que les ﬁy(i)(t) tendent fortement,
presque partout dans 1'intervalle (ﬁl, t2) , Vers un Y?(t) , solution de (3)
prenant pour t = tl cortaines valeurs initiales. Mais, dans cette méthode,
ces valeurs initiales ne pcuvent &tre prises totalement arbitraires : il faut
que converge la série (6) . Or, d'aprés los conditions imposées pour 1l'annula-
tion de (5) , les X(Q)(t ;) sont égaux aux Xé'—l)(t ) pour k=1,2, ...,0-1
et le choix de ls valcur db h¢ z)(t ) est restreint par la nécessité d'égaler

(6) au terme correspondant d'une certaJne suite conVGrgente et X( )(tl) va

8tre la valeur pour t = t, de la L -&me composante de (t ) . Ainsi, par
exemple, lcs conditions initiales (t ) = k peuvent tres bien ne pas
convenir,

Malhcurcusement, nous ne savons pas dire si les solutions de (3) atteintes
par cette méthode sont les sculcs solutions possibles. Cependant, il nous sem-
ble que la forme méme des équations déterminant les zin (t) nous indique que
c'est dans cette direction qu'il faut chercher. En effet los solutions princi-
pales de ces équations sont des exponenticllcs e(Xt ou ot est généralcment
complexe de sorte quc 1l'on peut eepérer rendre compte sans nouvelle hypotheése
des phénoménes de damping. Mais la complexité actuclle de la méthode ne rend pas

aisé 1l'abord dc ccs problémes.

Nous nous contenterons, pour lc moment, de ce résultat purcnent mathématique
savoir qu'avec certaines conditions initialcs, on peut théoriquement trouver
une solution des équations de la théoric des champs sans qu'apparaissent jamais
les habitmelles difficultés de divergencecs.




