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Expose n° 11

E. Noether a étudié les champs dont les équations dérivent d’un principe

variationnel, l’intégrale d’action étant invariante par rapport à un groupe
continu G ~ 1 ~ , Elle a montré que si G est un groupe fini 1 gran-

deurs se conservent en vertu des équations du champ ; si G est un groupe in-

fini les équations du champ satisfont à identités. Et elle a

donné la forme de ces équations et de ces identités. Dans chaque cas particu-

lier, on trouve donc des équations de conservation satisfaites en vertu des

équations du champ, ou bien des identités auxquelles satisfont les équations
du champ, par simple application de l’un de ces deux théorèmes. Dans cet exposé,
je montrerai que ces théorèmes peuvent aussi être fort utiles pour le traite-

ment d’autres questions. J’utiliserai le premier théorème pour étudier une

question de Relativité Restreinte. J’utiliserai le second pour établir les

identités auxquelles satisfont les équations du champ généralisé d’Einstein.
C’est un champ qui ne possède aucunement les propriétés des champs considérés

par Noether s d’abord, les équations sont obtenues par variations liées alors

que Noether suppose une variation libre, de plus l’intégrale d’action n’est

pas invariante par rapport au groupe considéré ô Néanmoins, le théorème
de Noether permet d’établir 8 identités, dont 4 sont nouvelles. 0 Il faut remar-

quer toutefois que l’on peut obtenir ces 4 dernières identités sans se servir

du théorème de Noether, mais le procédé est beaucoup moins élégant.

Avant de commencer l’exposé de ces questions, je voudrais rappeler briè-

vement la démonstration (en partie commune) des 2 théorème, et exposer quelques
applications immédiates du premier. En effet, le second théorème, y du moins dans

ces applications à la Relativité Générale, est bien connu à la suite des tra-

vaux de Klein [2] et de [3] . Par contre le premier, 9 s’il a bien suscité

des travaux [4] [5] est néanmoins resté longtemps assez peu connu ; l’attention
des physiciens n’y a été attirée de nouveau que ces dernières années [6] j~7]
E8][9] .



Réintroduit aujourd’hui dans l’exposé de la Relativité Restreinte, il

permet du moins de systématiser des résultats acquis et de simplifier grande-
ment certaines démonstrations. 0

1.- Considérons n variables indépendantes x k (lettres latines : 1 à n ) ,
p fonctions u~ (x. ~ ... , x ) (lettres grecques : i 1 à p ) , une fonction L
invariante de forme des xk’ u;g et des dérivées des u x par rapport aux

xk jusqu’à un ordre fini quelconque, et un groupe continu G tel que

Pour une transformation infinitésimale, j’écrirai

Considérons l’intégrale

dx étant un élément d’hypervolume et D un hypervolume quelconque. La varia-
tion lI de l’intégrale I pour une transformation infinitésimale du groupe

G , c’est-à-dire pour une variation simultanée des variables indépendantes xk
et dépendantes e st bien connue. o

Elle e st de la forme

20142014 étant les dérivées variationnelles de L . A~ ~ B. sont des fonctions
~ "

dont la forme ne nous importe pas pour le moment. Si l’intégrale 1 est inva-

riante par rapport au groupe G ,

et l’on a, puisque l’hypervolume D est quelconque,



Si les u~ sont les composantes d’un champ dont les équations dérivent d’un

principe variationnel, le lagrangien étant L, c’est-à-dire si les u ~ satis-

font aux équations ’ 

,

les équations (6) s’écrivent

. B. sont des formes linéaires homogènes des b xk’ ~~ u . Si maintenant le

groupe G est fini et dépend de f paramètres

les équations (8) peuvent s’écrire

D’où, puisque les paramètres ~1~ ~ ... , ~~ sont quelconques,

Ce sont les ? équations de conservation satisfaites en vertu des équations
du champ (7).

Remarquons que les équations de conservation (10) ne sont pas générales,
elles sont écrites pour un groupe Gp quelconque mais déterminé ; seul le

lagrangien est encore arbitraire. La forme générale des équations de conserva-
tion est la forme (8). Si le lagrangien L ne contient pas de dérivées d’ordre

supérieur à 1 , l’équation (8) s’écrit explicitement

Dans ce qui suit, j’appellerai ces équations "équations de Noether".

Considérons maintenant un groupe G infini 0 G dépend de P fonctions

arbitraires



et de leurs dérivées jusqu’à l’ordre k a Revenons à l’équation (4) . Les A~

sont maintenant des formes linéaires homogènes des 03C1 fonctions arbitraires et

de leurs dérivées jusqu’à l’ordre k . Par des intégrations par partie, on peut

donc mettre l’équation (4) sous la forme

les A~" étant des opérateurs différentiels linéaires d’ordre k. Choisis-

sons maintenant des fonctions qui annulent sur l’hypersurface qui

limite il ; l’équation (12) s’écrit

Si l’intégrale I est invariante par rapport au groupe G 9

et l’on a, puisque l’hypervolume D est quelconque,

D ’ où , puisque le S fonctions LÉ( i j , ... , LÎ ( p j sont quelconques,
,

Ce sont les P identités auxquelles satisfont les équations du champ (7).
Ces identités sont linéaires, homogènes et d’ordre k .

- Jusqu’à présent il s’est agi de mathématiques pures s un chapitre de calcul
variationnel. Appliquons maintenant ces théorèmes à l’étude des champs physi-

ques. Nous poserons donc n = 4 , x 4 = i c t 9 ’ les indices grecs désignerons doré-

navant des indices tensoriels ou spinoriels ou des ensembles de tels indices.

2.- Parmi tous les groupes par rapport auxquels peut être invariante l’intégrale
d’action d’un champ de l’Univers de Minkowski, il y en a un tout à fait parti-
culier : c’est le groupe des déplacements G~G , En effet, l’invariance de



l’intégrale d’action par rapport à ce groupe n’est pas l’apanage de certains

champs particuliers, mais est propre à tous les champs isolés. Cette invariance

exprime en ef f et de s propriétés d e l’Univers de Minkowski lui-même : i l’inva-

riance par rapport au sous-groupe des translations G - son homogénéité, l’in-
variance par rapport au sous-groupe des rotations G6- son isotropie. (Il

s’agita bien entendu, de translations et de rotations quadridimensionnelleso)
Appliquons le premier théorème de Noether à ces 2 groupes. Les systèmes de ré-
férence utilisés seront orthonormauxo

Si Gp est le groupe des transaltions, les Sx. sont des constan-

tes, == 0 . Les équations de Noether (11) s’écrivent donc

Ce sont les équations de conservation de l’impulsion et de l’énergie. Ce qui
nous intéresse surtout ici, en vue de ce qui va suivre, c’est qu’elles donnent
la structure du tenseur impulsion-énergie canonique

Autrement dit, non seulement le tenseur impulsion-énergie canonique est conser-
vatif en vertu de l’invariance de l’intégrale d’action par rapport aux trans-

lations, mais cette invariance donne sa structure même.

Si G p est le groupe G6 des rotations, on a

dépend de la variance du champ u ex considéré. Les équations de Noether
(11) s’écrivent donc

où T~ est défini par (17) et



L’équation (13) exprime la conservation du "moment relativiste", mais c’est le
moment par rapport à un point quelconque d’un Univers homogène ô Le moment

cinétique relativiste physiquement intéressant a été étudié par ~~r de Broglie

[10],ainsi que par Mr Costa de Beauregard Je n’en parlerai pas ici, ce

que je me propose ici, ce n’est pas d’interpréter physiquement l’équation (18),
mais c’est de déduire de cette équation, seule, la structure du tenseur impul-

sion-énergie métrique. Pour cela, commençons par considérer un tenseur du 3e

rang Sikm quelconque. 0 Par une suite d’intégrations par partie, il est possi-
ble de mettre sa divergence sous la forme d’une divergence d’une forme linéaire

des coordonnées. En effet

En intégrant d’abord par rapport à x , puis, celui des 2 termes obtenus quir

n’est pas une divergence, par rapnort à x m 9 on obtient



L’équation (18) peut donc s’écrire

c’est-à-dire est le tenseur impulsion-énergie métrique [12] [13] [14].

Ainsi, de même que l’invariance de l’intégrale d’action par rapport aux

translations non seulement entraîne la nullité de la divergence du tenseur im-

pulsion-énergie canonique mais encore donne sa structure, l’invariance de l’in-

tégrale d’action par rapport aux rotations donne la structure du tenseur

impulsion-énergie métrique.

D’après ce qui précède, le moment du tenseur impulsion-énergie métrique est
conservatif en vertu de l’invariance de l’intégrale d’action par rapport aux
rotations. 0 Comme,d’après (28),

le tenseur impulsion-énergie métrique est conservatif lui-même en vertu de
l’invariance de l’intégrale d’action par rapport aux translations.

Enfin, si un tenseur du second rang est conservatif en même temps que son

moment (la contraction se faisant dans les deux cas par rapport au même indice),
il est symétrique. 0 Donc, le tenseur impulsion-énergie métrique est symétrique
en vertu de l’invariance de l’intégrale d’action par rapport au groupe des dé-

placements tout entier.

Ainsi, les 3 propriétés essentielles du tenseur impulsion-énergie métrique sont

dues, séparément, aux 3 invariances de l’intégrale d’action exprimant l’homogé-
néité et l’isotropie de l’Univers de Minkowski s invariances par rapport au



groupe G~ des déplacements, par rapport au sous-groupe G4 des transla-

tions et par rapport au sous-groupe &#x26;~ des rotations.

3.- L’Univers de la théorie unitaire 
d’Einstein-Schrodinger est un Univers

affine et métrique dont la connexion affine 
et le tenseur métrique sont, en

général, asymétriques.

Les équations du champ généralisé sont les équations du"système 
fort"

dont le lagrangien est la densité de courbure 
de l’Univers

et W sont les dérivées variationnelles du lagrangien par rapport 
à

i ~
0393ikm et ofik . Ces équations sont invariantes par rapport au groupe U~ 8 qui

se décompose en deux sous-groupes : le groupe G~ 4 des transformations de

coordonnées et le groupe G_ des 03BB-transformations

)i étant un champ vectoriel arbitraire. [15] [l6] [17] [18]

Cherchons les identités auxquelles satisfont les équations 
de tout sys-

tème fort dont le lagrangien a même U-variance que 
le lagrangien du champ

généralisé. 0 [19]

Désignons par 0152; ... les grandeurs qui ont même U-variance que 
le

lagrangien du champ généralisé. D’après les définitions (31) et (32), ce sont

des densités scalaires telles que

On montre aisément qu’il existe une infinité de telles grandeurs.

Il résulte de la définition des grandeurs et que les intégrales

sont, quel que soit l’h yp ervolume D, invariantes par rapport au groupe U~g . .



D’après le second théorème de Noether, les dérivées variationnelles de 

par rapport au tenseur métrique et à la connexion affine satisfont donc à 4

équations algébriques

résultant de l’invariance de I par rapport au sous-groupe des ~ -transforma-

tions et à 4 équations du premier ordre

résultant de l’invariance de I par rapport au sous-groupe des transformations

de coordonnées. o Connue nous avons vu,les identités de Noether sont linéaires et

homogènes par rapport aux dérivées variationnelles de la fonction que l’on

.intègre. Les équations (34) et (35) peuvent donc s’écrire

Les identités (37) sont triviales. o L’intégrale est en effet inva-

riante par rapport au sous-groupe des transformations de coordonnées. 0 Donc

Les 4 identités ~3~) ont été étudiées par Einstein [15] . Quant aux 4 identités
(36) , elles s’écrivent exnlicitement .

Pour calculer effectivement ces expressions, utilisons une grandeur CE de
structure particulièrement simple, afin d’alléger les calculs. Si l’on choisit

U6= - of ~ 0393i,k, le résultat est immédiat. On obtient 2 Donc,
toute grandeur satisfait à 

Ces 4 identités, déduites de la À -variance de lient les équations



auxquelles satisfont équations du système fort dont ~ est le lagrangien.

Les identités (40) lient non pas l’ensemble des équations 
du champ, mais

seulement les 4 équations C7 ~ -, 
== 0 posées a priori ut les l6 équations

..’~ 
~ ~

03B4 ce 03B40393(k)(k)m ~ V(k)m(k) == 0 obtenues en faisant varier les l6 variables non 03BB-

invariantes p~ ; les parenthèses indiquent l’absence de sommation. La forme
(k)m .

des identités (40) est indépendante du lagrangien du système fort considérée

contrairement à celle des identités déduites de la variance relativiste du
Ion

lagrangien. Dans ces dernières identités, le coefficient de est en

effet [15J 
.

v

D’après (40) 

Cette identité lie les 16 équations du champ obtenues en faisant varier les va-

riables non ~-invariantes. On peut la déduire de l’invariance de l’intégrale

B par rapport au sous-groupe des ~ -transformations dont le vecteur

~D~. est un gradient.
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