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t—2 Exposé n° 10

LES TRANSFORMATIONS DE JAUGE EN RELATTVITE GENERALISEE.

par Mme J. WINOGRADZKI.
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L'Univers de la théorie de la Relativité Géndérelisée est un espace quadridi-

mensionnel affine et métrique, la métrique étunt donnée par un tenseur du second

rang qui représente le champ. En génércl, la connexion affine et le tenseur métrique
sont asymétriques. Les équations du champ ont $té éteblies de différentes maniéres,
- L'une d'entre elles, due & M, Einstein, est particulierement intéressante. Le prin-
cipe de Relativité Générale étant insuffisant pour déterminer les équations du
champ généralisé, M. Einstein substitue au principe de Relativité Générale un
principe de Relativité plus sévére et c'est de ce principe qu'il déduit les équa-
tions du champ. Il montre en effet que si 1'on exige l'invariance des équations du
champ par rapport aux A —Qransformations, les équations du champ sont pratiquement
déterminées.
I1 n'est pas nécessaire d'irposer a priori la nature précise de 1l'extension du
groupe relativiste. Des considérations simples suggérent un postulat & partir du-

{
quel on peut la déterminer. Le méme postulat conduit aux équations du champ.\z)

1.~ BASES AXTOMATIQUES,

L'une des méthodes classiques pour 1'établissement des équations du champ gra-

vifique pur consiste & les déduire de 1'ensemble (E) des postulats suivants :

I.- L'Univers est un espace quadri-dimensionnel affine et métrique, la métrique

étant domée par un tenseur du second rang.

IT.~ La connexion affine et le tenseur métrique sont symétriques.

(l)— A, EINSTEIN. Generalization of Gravitation Theory. Appendix II of the Meaning
of Relativity. Princeton, 1953. Nous utilisons les notations de ce Mémoire.

Extension du groupe relativiste. Dans Louis de Broglie Physicien
et Penseur. Albin Michel, 1953,

(2)_ 7. WINOGRADZKT. C.R. Acad. Sc., 2392, 1954, p.1359.
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III.- Les équetions du champ dérivent d'un principe variationnel, On fait

varicr la connexion affine et le tenseur métrigque.
IV.- L'Hamiltonien est constitué par le densité de courbure,
V.- Les variations sont effectudes sans conditions a priori.

Si 1'on supprime le postulat II, 1'Univers a plusieurs densités de courbure
se déduisant les unes des autres par transposition soit du tenseur métrique, soit

de la connexion afiine, soit des deux,

ik ik il ik

97 By o 4 Ry 9T By s T Ry
(Qlk dtont la densité du tenseur métrique, Rik et ﬁ;k les deux tenseurs de
Ricei

_mn _ ~ m P _ n o

(1) Rik ""Pik,m ! im,k +Fpm -r,il{ ‘Pip ‘rmk ’

¥  _prh _rn m P _pn D
(2) B =Mt o T Tl T Ml

Evitant tout choix arbitraire, transcrivons lc postulat IV :
IVa.~ L'Hamiltonicen est constitué par une quelconque des densités de courbure,

L'ensemble (E') des postulats I, III, IVa, V ne désermine pas les équations
du champ d'une manié¢re univoque, les équations du champ dépendent du choix de 1'Ha--
miltonien, L'ensemble de postulats (E!) est donc inacceptable. Cherchons & le

modifier en restant aussi proches que vossitle de (E) .

L'ensemble de. postulats (E) peut s'écrire I, III, IVa et un postulat réu-

nissant II et V @

Va.- Les variations sont effectudes sous le condition a priori
r—i _ r—i
km © ok *

Ainsi, (E') ne se distingue de¢ (E) quc par le dernier postulat., C'est denc

€x ~ Epi

ce postulat que nous modifierons. Nous baserons cette modification sur 1'idée
. cs . - 1 . . < s
Einsteinienne d'une extension du groupe relat1v1ste,( ) mais sans imposer a priori,

comme le feit M, Einstein, la naturc précise de cette extension.

Les divers systémes d'équations du champ résultant de (E') sont déja inva-
riants . non seulement par rapport aux transforma-
tions de coordonnées, mais aussi par rapport & certaines autres transformations.
L'hypothése que les dquations du champ satisfont & un principe de Relativité plus
sévére que le principe de Relativité Générale n'est donc pas suffisante pour in-

diguer comment il faut modifier'}e postulat V. Ainsi, & moins d'introduire une limi-

. . . . u‘a . R cos 2
tation arbitraire, il ne resf% admettre la validité d'un principe de Relativite
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aussi sévére que possibls, c'est-é-dire 1l'invaoriance des équations du champ par
repport & un groupe aussi vaste que possible. Pour donner & cette hypothése la
précision nécessaire, il suffit d'admettre que les transformations qui constituent
1'extension du groupe relativiste (quc nous appellerons "tronsformations de jauge"
pour raupeler 1l'analogie avec 1'électromagnétisme) jouissent de certaines vropriétés
générales. Appelons J le groupe des transformations possédant ces propridtés géné-
rales des transformations de jouge. Pour obtenir les équations #u chemp satisfaisant
au principe de Relativité le plus sévere, tout en modifiant le postulat V le

moins possiblc, nous le ramplacerons par le postulat suivant :

Vb.~ Les variations sont effectudes sans conditions a priori, & moins qu'une
veriation lide du tenseur métrique ou de la connexion affinec de donne des équations
du champ satisfaisant & un principe de Relativité plus séveére que les dquations
obtenues por veriation libre. Dans ce cas, on impose & la grondeur variée correspon-—
dante, tenscur métrique ou connexion affine, des conditions, du prenmicr ordre au
plus, fournissant des équations du champ inveriantes par ropnort au sous-groupe le

plus vaste du groupe J .

Si 1'on adopte la définition fort naturelle du groupe J qui suit, 1l'ensemble
(E") des postulats I, III, IVa, Vb détermine 1l'extension du groupe relativiste

(peragraphe 2) et conduit aux équations du champ’ (paragraphe 2, paragraphe 3).

I1 nous reste & déterminer les vpropriétés des J-transformations, c'est-a-dire
les propriétés génércles & imposer cux tronsformations de jauge. Nous edmettrons
d'abord que ces trcnsformetions, comme les trensformations de jauge de 1'électroma-—
gnétisme, laissent le chomp inviriant et on sont indépéndantes. Puisque dans la
théorie classique du champ grovifique le tenscur métrique constitue le champ, il
doit, en gravifique généralisde, sinon constituer le champ, du moins en faire partic,

Les J-trensformations s'dcrivent donc

(3) i =i i
A e
J\ém étant indépendant du tenseur métrique.a“ﬁim cst un tenscur en tant que diffé-

rence de deux connexions affines, Nous admettrons que ce tenseur ne dépend pas, de
par sc structure, de la connexion affine, excluant ainsi des J-transformations et,
par conséquent, des trensformetions de jouge, la trinsposition de la connexion affi-
ne. On vérifie aisément que 1'ensemble des transformations de coordonndes et des

J-transformations forme bien un groupe.

Si A est un &tre géométrique quelconque de 1'Univers, on a, d'aprés (3),
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2.~ LES TRANSFORMATIONS DE JAUGE.

Faisons varier la connexion affine sous une condition a priori

(5) f"’i;/o(... -0 ,

o ‘?-co

le tenscur métrique sous une condition a priori

Q =0

44 .e ~ LK) ’ . . o . .
ol X+ et % ¢tent du premier ordre au plus. Les variations liées contien-

T e e 0
PO . . o cee Neos -
nent les variations libres comme cas particuliers g’fq =0, %‘ﬁ =0 ). Les

ot L]

A (},... o

édquations du champ s'lcrivent

(,7) ___L_[J, +Gy-ﬁicb(/dul° ]:O ,
@rkm ) u.a.J[}...
(8) 00' /-«0(.».]:0 ,

Q{ooo . ﬁooo

& désignont la dérivation hamiltonienne

5.0 22
S rl:ch ar}f:Lm éxp orl«::‘_m,p
b - o) o) o)
sgt 2g™ CaPogh
}C) 1'Hemiltonien et < 5. les multiplicateurs de Lagrange. Ces équations sont

invariantes par rSpport aux J-transformations pour lesquelles elles entrainent

(9) : [T(H) +« o ﬁ": J(fr“"--)]: 0
c)rkm / '
1 - ¢ + 'B"‘ vl o0 -
(10) 5 Jk[J(JC)) ¢ d--»%(g-uj 0
on a c 4
(11 J +(~'ﬂ'to Q‘JQ(coo - 9, I + '.'[TJO{.'.V
) Crk:m[ (.5{_)) . (w B"')] rk ‘i“ Ga..uj(g,...]
km & tBeve pmctens Baeeqiolons
- 1o<(b g urklm s Hooes (HB...) "Go(.,.ﬂ'ﬂ... ]
(12) o () et Beo 'g"é::jj—g s "[‘3
SBE ) | : ;
- r + + 'Qooo f..(anno ~Neoe
Ao{ic Ry Bjk & [(G o(...) %B'”J

(B
" - . i ¢ » .j. 4 . Ve
A étent une fonction de ‘/\k,m » By une fonction de Akm et de ses dérivées
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premiéres, @ Peore ot G vfheee e multiplicateurs de Lagrange qui figurent,
ol ees ol eee
le premier dans les équations du champ sous leur forme initiale, le second dans les

équations que 1'on en déduit par la J-transformation. L'expression des fonctions

A;iq et By dépend de 1'Hahiltonien considéré,
L'équation
}m °<{3 S f}..l ‘/d..‘ B..' 'CO(.Q'
13 A 5Ty 2 [ J ) - 3 1=0
( ) D(Bg 5r.{l’.;m[ ese etj’(\%.t- Gdlvo Goon

constitue donc une condition nécessaire et suffisante pour que les équations du
champ (7), obtenues ¢n faisent varier la connexion affine, soient invariantes par

apport & une J-trinsformation ; de méme, 1'équation

I v L R R R S

pour les dquations du champ (B8), obtenues en faisant varier le tenseur métrique.

i ’ . . . . s
Commre j\kr ne dépend ni de la connexion affine, ni du tenseur métrique, une
4
condition nécessaire pour que soient satisfaoites tant 1'équation (13) que 1'équation
(14) est

ik _
(15) B =0

Une condition nécessaire pour que cette derniere équation soit satisfaite, obtenue

en contractant deux indices convenablement choisis, s'éerit
16 1 _ st

(16) jkkml 5k. An1

si 1'Hamiltonien contient Rjk et

AL 51
(17) km Xk “n
si 1'Hamiltonien contient R A, étant un vecteur quelconque,

ik’ i

Ainsi, quel que soit le mode de variation, les équations du champ obtenues en
faisant varier la connexion affine et, de méme, celles obtenues en faisant varier
le tenseur métrique, ne peuvent &tre invariantes gue par r.pport & des J-transfor-
mations dont le tenscur fkim a la structurc donnée par (16) respectivement (17).
Les J-transformations satisfaisant & (16) sont les M —transformations intrg@uites
par M. Einstein a priori (l). Los J-transformations satisfaisant & (17).("A ~trans-
formations") se déduisent des A ~trensformations par sigple transposition de la
cornexion affine. L'ensémble des A -transformations ou A-trensformations et des
transformations de coordonnées forme bien un groupe. Remarquons qu'ad 1l'exception
de la trensformation identique, sucune A ou ?&—transformation ne laisse invarian-
te la torsion, ni méme le vecteur de torsion. D'aprés la propriété fondamentale des

transformations de jauge, ces grendeurs, quoique tensorielles, ne peuvent donc pas
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faire partic du champ.
P

Montrons maintenant que les A ou A —transformations sont les transformations
de jauge, c'est-a-dire qu'il existe un mode de vaeriation qui donne des équations du
chomp invariantes par ropport & toutes les A -respectivenent toutes les A ~transfor-
mations. En effet, lorsque lc tenscur j&km satisfeit & (16) respectivement (17),

les condltlons nécessaires et suffisantes (13) et (14) se réduisint a

1flese (= S Bnot [ Y -
(18) c) [GQ.O.J B .) " d.‘.(st...] O ,
6 g (3." B'.. O(... —
(19) —(A kl)+50k[(k"d... Gd.'. g(g..lj—o *
L’equatlon (18) admet la“solution évidente
(2o AN
(21) J(T{d.‘.) =(§O(co. .
r@..' FG.Q.

Donc, les dquations du chemp, obtenues en faisent varier la connexion affine
EPSSi bien librement que sous une condition a priori A —invariante respectivement
A\ -invariante quelconque, sont inveriantes par ropport aux A (Nl'Xemransforma—
tions. |

Considérons meintenant 1'¢quation (19). Plus explicitement, elle s'éerit

?u(..‘
I G S R L s Beee) R T

1k 3 9(00- o{o't 6Slk O(oco,m O(-oo,m
6-“0(000
XL o .

Cherchons unec solution satisfaisent &

(23) §n =T
(24) ?ﬁ: .

En effet, 1'équation (22) ne contient alors, en dehors d'une certeine dérivée de ?v

que des dérivées de vecteurs ; elle prend la forme simple

() E Oy -y - 60 )—31—

5 oL oA, sI a‘g
ou [e'8
o -m cA ¢m Y
(26) X n@igk"°k5ﬁ-<am“6&m> o .

d ik T~
2 om
Cette équation admet la solution évidente

(27) 'Gr' "'/TA = )\Q( ’
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ééffi_ + A = m X om
(28) et (518 58D
Q om
ik

D'oll en intégrant (24) par ripport & g
o - - AT S
(2/) ¥ =+ 2(/‘3 ,n tP ) )
qu étont une fonction arbitraire ne contenant pus les dérivdes premieres du tenseur
métrique, D'apres (29)

‘ S% N
(30) 5¥ =2 2 _O_jg_
ik d ik

3 )

Dono, d'aprés (24), un ne doit pas contenir le tenseur nétrique lui-méme, Ainsi,

les équations du champ, obtenues en feis.nt verier le tenseur métrique, sont inva-
rientes par rapport & toutcs les A —transformetions ou toutes les A -tronsformations

si la variation est effectude sous la condition « priori
K> not o
(31) ¥=+2(gv,m-%’)=o ,

q ’ . 2 ’ . I . .
QP étent indépendcnt du tenscur mitrique., Les équations du champ, obtcnues en fai-
sant vorier le tenscur nétrique sous la condition (31), sont indépendcntes du choix

de P . On peut donc remplacer (31) per
(32) 9

L'étude des ¢quations du chomp obtenues en faisant varier la connexion affine déter-

A
mv
Py

= O .

. N . ’ o ’ Q(
minerz. P~ et 1l'on obtiendra précisément ¥ =0.
Si 1'on remplace (27) pur lo reclation lindaire géndrale

_ a0
= Ab(,XB + B

(33) | G~ O i

=

ot £ et B, sont des constanes et adt.(A) £ 0 , on retrouve la condition (32}

3 = E
3.- LES EQUATIONS DU CHAMNP,

L'étude nrécédente, qui a détermind 1l'extension du groupe relativiste, conduit
également cux équations du champ. Elle montre en effet que la variation du tenseur
nétrique sous la condition o priori (32) est co-forme au postulat Vb et que la va-
riation libre de la connexion affine est cxigdée par ce postulat, Montrons que les

équations du champ ainsi obtenues sont bien indépendentes du choix de 1'Hamiltonien.

Les dquations du champ, obtenues en faisant verier le tenseur métrique sous la

condition a priori (32), s'¢crivent

S o _ s N N _
(34) ;\ik(J;no'& 3,ﬁ)—5gik+2(<si,k—6k,i)-o .

D'oliy, en ¢éliminent les multipliceteurf de Lagronge, en posant
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S

2R oy

L ik ik
A
et cn désignant par Cycl la sorfic des permutetions eirculaires,
™,
Wey =0
(35) ik
6 Cycl W, =0 J
(36) yel Wey n
\'4
Corme 1'Hemiltonicn est une densité de courbure, wik est 1'un des deux tenseurs de
Ricci et s'exprime donc en fonction de la connexicn affine ct de ses dlri-

vies premiéres.

Les Squations du champ, obtenues en feiscnt varier librement la connexion affi-
ne, s'dcrivent
c
S I
i
r
6 km

(37)

Elles rclient le connexion affinc ou tenseur métrigue et & ses dérivées premiéres.
Si 1l'on considére corme les inconnucs les 64 composcntes de la connexion affine,

ces dquations forment un systéme de 64 dquotions zlgébriques lindaires, Ce svstéme
ne déternmine pas entiérenent la connexion affine en fonction du tenscur métrique et
de ses dirivées prerisres. Il est en effet invaricht vor ropport aux transformations
de jouge. Mais 1l'ensemble des dquations du champ poscede la m'me invariance, Pour
obtenir les ‘quations acuxquelles satisfait le tenscur métrique en vertu des équa-
tions (35) et (36), il n'ecst donc pas nfcessaire de remplader dans ces équations

la connexion affine par la solution génér:le de (37)., On obtient les mémes équations
pour le tenscur métrigue en substituant & la solution géndr:le de (37) une solution
perticuliere quelconque, c'est-a-dire la solubion d'vne forme dégénérde quclconque
de ce svsteéme, déduite de 1. forme non dégéndréec (37) por une trensformation de
jauge.

Si 1'Haniltonien est Elik L (37) s'éerit

ik <k _i Nk ik - iot >3 —i ck
(38) g 510 * g Pt * g r.m%(" Q rm‘u" (S s +g ro((}: )8m )
Remarquons d'abord qu'en contractant i1 et m on obtient 1'équation (32), ce qui

montre que \?c(est nul, En contractant k et m on obtient

iot HfIci 2 it -
(39) (g 7,0"’"9 rd(s— "3 ((f) rb( (‘:( - r;(\/(\%)
L'8quation (38) peut donc s'fcrire :

ik

’ + - ik 2. io( k O
(40) g ;m:,g rm-BS ‘:451“

On peut, par une )\ntransformation, donner au vectcur de torsion ri une
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valeur quelconque. La A~transformation qui ananule le vecteur de torsion, appliquée

4 1'équation du chemp (40), la met sous le forme dégénérée

1k
= 8 =

(41) r-i c 4 i 0
2 s . C
equivalcente &

ki 1k
2 =0 =0 .
(4) (_gv,k ’ q m

5
C
Ce systéme est inv:riont par roprort 3 la transposition simultanée du tenseur

nétrique et de la connexion affine, La transposition de 1l'une de ces deux grandeurs

sculenent le tronsforme en

ik
(43) ri:O g~+ =0 .
T
Le systéme (41) constituc donc unc forme déginérie du systéme (37) si 1'Hanil-
. A ~/

tonien est g%mfk Ry (@¢générescence par A-transformetion) ou galk Rs (adgéné-
rescence per A-trensformation) ; le systime (43) constituc une forme dégénérée du
systéme (37) si 1'Homiltonien cst gﬁk Ry (@égénérescence par A-trensformation)

ik = 5y -
ou g& Ry (d¢générescence par A -transformation).

s i
Désignons par r.kr 1o golution, bien déterminde sauf d.ng des cas partlcu—
O L

2
liers, du systéme (41).()) La solution du svstime (43) est r. . Posons
O 1

R.. (IF'Y )y =R, R yzFR. .
1k(0135) oik ’ 1k(-(']($5) Olk

Ecrivons le dérivée namiltonienne dans les quatre cas :

N ik _ ay
I. 5= S R o W= Ryg(Tap) = By
> _ Ak _ Foy _ o
11, b= 97 s 0 Wy = Rip(Tay) = Ryy
0 0
, [y~ ~ o~
111, = O R, W,, = R, () =R,
Jb 3 ik ik ik 655 oik -
Iv. b= o F W, =R, (M) =R
O M e W T Ry o-“-*) Cik
Le champ ik satisfeit done & 1'un des deux systémes suivants :
dens les cés I et III
ki
(32) , =0
87,k

(G)_ w.a. TowvmLAT. 7. Phys. Rad., 12, 1951, p.81 et 13, 1952, p.177
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(36a) Cyel foz i gy =0
dans les cas II et IV
(32) 9 ki L= 0
b4
n/
(35b) Ry =0
O —
(36b) Cycl % ik, =0

Ces deux systémes sont identiques. En effct, on a

~ R ¢
- = -
) By =By m Taet Mgs — 20 Ty
lavd ~—~Ot X
- - - L
(45) Ri% + R%§ = ‘ii:k +| oy i * 20, i
) = . r X = (4)
Mais gi-o et Oi_'ﬁ,k"g_k%i 0  Done
(46) B.. =R, et R, =-R. .
o ik o ik ok ok

Les équations du chump déduites des postulats (E') dépendent du choix de
1'Hamiltonien. Mais cn vertu de ces équations, quel que soit 1'Hamiltonien, le
tenseur métrique setisfcit aux équations qui constituent les équations du champ
déduites des postulats (E") .

(4)_ &, SCHRODINGER. Proc. Ir. Acad. 51 4, 1947, p. 163.



