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par A, VISCONTI.

THRORIE GENERALE DES PROPAGATEURS

par
H, uvezauall) a. visconrr (@)
Universitd de Nagoya Institut Henri Poincaré

1.~ Considérant, pour fixer les idées, le cas de 1'électromagnétisme quantique, nous
supposons donné son hamiltonien en schéme de Heisenberg et nous incluons dans cet
haniltonien des termes correspondent & une intéraction avec des sources fictives

(3)

ns 5 sy 7 (qui disparaitront des rdésultcts définitifs) et que nous écrirons
(1) X (x) = -A¥Y() ) ~ANE) V() - N Tu(x) Aulx)
A et A!' sont deux constantes de couplage.

Définissons alors un schéma ol les fonctions d'ondes W(x) ,\V(x) s At(x)

satisfont aux équations classiques (sans sources) @

(2a) f;@ 39 +m~1l e KH AFAX)Y*KX) =0
(2p) ﬁ%x)(ﬁj &H + m_j i e Yu AP&X)) =0
(2¢) QAV(X) =-£ YA ¥+ H.C.

du schéme de Heisenberg et ol les variations du vecteur d'état sont dues aux seules

sources extérieures ’v s Vs J

On peut alors montrer qu'a une veriation b}HKx) de 1l'hemiltonien correspond

(1) Adresses actuelles ,
~ The Physical Laboratories. The University Manchester (13)(Grande-Bretagne)

§2;~ CERN. Theorical Study Group. Blegdamsvej 15.17 Kobenhavn (Danemark)
3

- Nous tenons & faire remerquer que bien que VY(x) , 7(x) aient des relations
d'anticommutation sur une surface du genre espace @

&), 9GN], =& ,¥Y&)], =...=0 , x#x'es

(Comne on peut le voir dans une étude plus déteillée) ces opérateurs ne repré-
sentent pas de particules, car ils ne satisfont pas & une équation d'ondes.
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une v.riation SU[GI ,GI']., %, 1j , J1 de 1'opérateur d'évolution U ...] du

vecteur d'état telle que :
I

W66, 95,00 A6 1,659,753 at x

(3) 8ULGI:6119 '}’?)J] = - J
oI
§1 90811 sont les surfaces du genre espace limitent 12 domcine d'espoce terps ou

se situe 1l'intdércction et la surface 6 ' passe par le point x' .
En choisissont comme expression de la variation SH .
(4) 5?’{7(}() = - /\‘I"’(X) 5\](}() - A 5\5(){) Y(x) - l\'éJP(X) A’_‘(X)

et supposant que é,) s 07 satisfont aux mémes relations d'acticommutation que
e 9 , on peut définir toutes les dérivées partielles fonctionnelles de 1'opéra-

teur U per ropport & 9, r) , J et écrire la formule de Taylor
.\ N+
(5) UCIA A PUTE N IS 21%—)—-,— ﬁ)(x )eeanx,) d0,0/x;00ux, 5
...x']V)(x (x)

Zﬁlfg et 0,0/ T () 3, ()

n+1+Y1 ]
+ Il'l. 1| n! /\’}\x ...‘](X ) X 'HLO,O/Xl...Xm 9 Bpees?y X]'_...Xr'lj
x W(Xi) .o I](xr'l ) qul(zl) ees J/‘«!l(zl)

les intégrations sont foites sur les variables deux fois répétées et les divers
coefficients de cette formule sont les opérateurs dérivées partielles fonctionnel-

les relatives & Y’) , Vl , J . Un calcul explicite permet d'obtenir les formules

suivantes @
(6a) G[v 2 T/Xp e X XL R )xmm(qI,P[‘Y(Xl) o ¥(x ) \?(Xi) cos \’V(XI;I), S1p)
X gm+n(X1’ . .xi. o)

(6v) gpl...m[q,J/zl...zlj = P\'l(G'I,P[AHl(zl)... B (o) 3S7y)

(6c) ﬁpl...rl[?,;f/xl...xm y ZyeesZy xi...xr'l]

m+n o\ ,1 ot (ot ~
:X n /\ (GI’P[\V(X].)-»- \Y(XI"}) \Y(Xl)... \V(Xn) Aﬂl(zl)"' A}Al(zl) ]’\BII)

1
X Em+n(xl"" xl...)

N est mis & la place de ), n s €m+n("°) est le produit de toutes les fonctions

€(x) formées & 1l'aide des coordonnées primées et non orimées, et, par définition 3

(7) (SI,A(X) B(X ’ II) = U[C/I, "79J]A(X)U[G :Y];J] B(X') U[G';GII’W:J]
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Les élénents de matrices, pour 1 = =0, Jd=0, de ba, 6b, 6¢c, reletifs
aux vecteurs d'états (Gi,OI et iO;SII) correspondant au vide (c'est-a-dire &
1'état d'énergic minirun) sur GI et GIT définissant des fonctions de points ou

propogateurs

¢

8 G(x,e..% x!eo.x! ;3
@) ( 1 n?’ 71 n) ’ ij;h...yl ? Ploeeappn

(zl...z1 , Zl""Zl')

1+ 1" = pair
qui sont des grandeurs proportionnelles aux ¢léments de retrice de transition entre
’ C;;’ yd
n électrons XpoeoX, (ou 1 photon?4)zl...z1 sur © g et n électrons

xi...xﬁ (ou 1' wphotons) sur e Une interpritation enclogue peut &tre

donnée pour g .

On peut montrer que les équations cuxquelles satisfont les propagateurs peuvent

s'obtenir en dérivent successivement par repport a Ny M, J 1'équation génératri-

ce
S S ULS 1961750, ]
9 (9 +m-eyXu 3 J}:G)) SIr;(S — = 1 A (x) UG 1567759 ]

ol e = 9/%'; puie en prenant 1'¢1ément de matrice des deux membres pour le vide

sur GI et GII .

On obtient sens difficulté les équations différentielles fonctionnelles pour

les propagatcurs normés correspondent aux propagateurs définis en (8) divisés par :

(Gi,O lUDSI’GiI’(‘: o, J]!O,Gil) par exemple :

-

1 L

(no) ! ' G[J/Xl'”xn e s
G [J/kl...xn s Xjeaux!]= (6,01U[G 146, = 0,J ]|0,6-_)
T2 1117 1= 0,710, IT

elles s'éerivent respectivement var G J/x,x') et G[J/Xl,xz,xi,xé] :
' <
(10a) (XV‘ éf" +m o~ i e Y gp[J/x] = o1 ¥u :3—:]'—0-(-;3) G(no)[J/x,x'].x'~ i)\zS(x—X')
u .
(10b) (J,M’ ar()’l) +To- ey, gf,g[J/le =1 ﬁ%@)(}(m)“/"l’xyxiﬂé]

= A2§(x1~xi)G(no)[J/k2,xé] ~‘A2€S(xl-xé)G(no)[J/kz,xi] .

Nous omettrons d'éerire 1'indice (no), tous les propagoteurs considérés dans la

suite de ce travail étont normés. Les propriétés physiques signaldes en (8) et

dans la note (4) Justifient le hom de propagateur que nous leur avons donné et per-

(4)— Une ¢étude plus poussée montre que le propagoteur G ayant un nombre de x!
différent de celui des x est nul et que le propagateur G avec
1+1' = impair est également nul. d
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permettent leur r eprésentetion grephique
x! Z z'

G(x,x') _ 9}‘\)2 z')
L'interprétotion de ;j se fuit aisénent per 1l'introduction de la partie sommet
L3/z,x,x' ] définie por :

pd
>

- S G f'J/x x']
' e 2
(11) tv[J/zs}{’X ]— é (;V[J/Z
la
ol 1'on a noté par 1rJ/x x! ]\( fonctionnelle réciproque de O J/x,x'] c'est-

a-dire satisfaisaht & :

bf‘ G—.l[J/Xygj oL I/5,x! }i% =&(x - x')

(12) —%%x-ﬁ‘——] - [ RNk e /e 0 1G, foss) @

qui se trcduit per le diagramme suivent pour J = 0

X2 Az

\w
* - X i

b'e x! b x!

Par suite V'V[J/z,x x'] est renrésenté par :
X,x! s points d'attache de lignes d'électrons
O

] " )] " de photon
On peut enfin définir un novau MWL[J/x,x'] comme suit :
(13) WC[3/x,x']=1 ey j EV G[J/x,<7 ]r L3/5, Sl,x '] C v[J/C x']

qui pour J =0 est reprcsento par 1e diagramme sulvant

XF‘ k_x 4(} 3

“"‘-‘v\.w-—/"" q

On mohtre que ce noyau petmet d'f‘crire les forrules suivantes @

(14) ®1dp 3 J 3T () CLI/xsx! ] fm (x,£) G(g,x")
i <1>
(15) jm (1,6) 66,x1) = - 10y, Py + m) Gl6x")

(5)_ gyP[J/Z z'] est deflnl comme suit 3
y 5 nO)[J/Z (nO) (no) (o)
Guplofenst 12 = 1 —my= = GUR0/a,00 1 -0 001 SN/

our J,, =0
P M

: g\:,uzgpv
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ol p;}) est 1'impulsion totale de 1'étzt

Y(xt) | o>
En prenent un systéme dans lequel 1'électron est&%% repos, le prenier fecteur du
deuxiéme membre de (15) représente la différence V entre la masse expérimentale et
la masse mécanique : l'opdérateur intégrzl de noyau.'%t est denc bien,en accord avec

le schéma, 1l'opérateur messe propre de 1'électron.

e~ Nous allons maintenant considérer les propegateurs de deux particules, c'est-
a-dire nous allons étudier plus particuliérement la diffusion électron-électron et

la diffusion ¢lectron-photon.,

La diffusion électron-électron est régie par le propagateur G(xl,%é,xi,xé). I1
est facile, en génlrclisant 1'opérateur de masse défini en (15% de rontrer que

G(xl,xz,xi,xé) satisfait & 1'équation de Bethe-Solpeter.

Nous allons pourtant concentrer notre attention sur 1'$tude d'un autre type
d'équation qui vout aussi bien pour G(xl,xz,xi,xé) que pour Egpv(x,x',z,z') .
Nous avons donné en (10b) 1l'équation satisfaite par G(xl,x2,xi,xé), il est facile

en utilisant (9) d'écrire 1'dquation 3 laquelle satisfait anxx, 'y2,2')
(16) (X(, prm-ie X ‘j?[d/y] ~ey Xp 53, (x)) "‘w[J/X’X':Z 2]
- i Az prJ/z AN

]

Posant

o/ =[ T, Lafen, €16, [3/6,5 da/Ew )
cherchons la solution de (10b) et de (16) en le prenant sous la forme :
(17a) G[J/xl,xz,xi,xé] = G[J/Xl,xij G[J/,XZ’XéJ -1 ej oL I/x,X" ] VV[J/Z,X',X]

X IV[J/Z,X,Xz,Xi,Xé)

=<

(x] = x))

() Q(o/nta,00 )= o/ 3G [3/m,00] - 4 o) [ Ca/exr ]y (3/5,%0,x]

x IGHv[J/Z,X,x',z,z']

On vérifie que 1'on peut éliminer tous les y etque I, et Ié@n} satisfont

vV
aux équations @

N G[J/k ,X']
(182) L L3/2, 8 mppxsxy] = - B0 - x)) [J/Z]

/ [J/Q X Z] %[ /C,E, 2’x1’X23

Vgt e - S0 ,69er/, w
(18b) IGW[J/Z,X,X 32,2' = = §(X - x') 5 ':5,6[52/23

+ 1 elJ[;é[J/:"X’E:]5?i;§%7§j IPHv[J/gﬂ’X,x"z,z']
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Ces deux équations ayant méme noyau peuvent &tre résolues au moyen d'une résolvante

corrune qui satisfait & 1l'équation :
(19) @ [\J,ég/zxz,x]~1@ v/3 ,xx]‘—ra_['ﬁz—j
+ 10 va[J/{;,x,gj W 6\/\3[(3 ,gs'g /GE,zt,x ],
de sorte que la solution de (18a) et (18b) s'dcrit :
(20a) Iv(z,X,xz,Xi,xé) = -8 o(X -~ xi)IG(xz,E) T, (2,8,5) G(g',x})
; f G \[G= 0sg /25,8, D A3y £ T, L3/6, 6,6 L3/ 3]

< 3=0 591
S o J I_J/Z’Z!]
(20b) ID‘ [u,X x',2,2' ] = J Qt [9 ’ g‘g /Z,X,5",x' ] < g:[[)’/{;l]

Ainsi donc le prcbléme est romené & la recherche d'une solution de 1'équation

résolvente (19). On peut chercher cette solution suivant la méthode suivante ¢

Cherchons _un développement en série de Taylor fonctionnelle de @dp["'] en
fonction de ;9— de telle sorte que (19) soit transformée en un systeme d'équations
intégreles qu?l ne renferment plus cet opérateur dérivation, écrivons done :

(21) Q [k{ s 5 9 /2,%,2',x"' ] = -Jﬂigill.”u [§/z,x,z',x',zl...Zp]
X —2 oo X S
5 Gy [9/2,] 5G Np[J/Zp]

et portons dans (19), on obtient la suite des formules récurrentes

[w] ) X,z',x! =i nv X, F
(22) 02;{(51‘1"‘[‘"1\] [g/zy 9% ’Zl ZN] ej(N)[g /C’ E%]/q Z .
gb{"’/l"'f"ﬁ 25525, 1w
S 9/%]

: (N-1)
+ [v [g/g, ,E]Q 33}1"'/“1\1 1[?/‘? yorzt,x!, Zyeedly_ 1] i Sz —ZN)

. . .3 6
Ecrivons explicitement les deux premiéres formules de récurrence ) 5

~(0)r e
o S W'Y /56,2 ,x" ]
(23&) micg[% /z,x,z',x'] =1 el/:ﬁ[-b /@,X,%.] Mg, g [J/Z]

(6)

- Des considérations grephiques ainsi que la forme homogeéne de (23a) montrent
que pour des problémes de diffusion, @ig)[.] peut &tre pris identiquement
nul,
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(23b) (Riég[g/z,x,z’,x',zlj =10, v,[G /' ymx'] 8 " 5(2 - 2,)
| xj%;[c;/c,q,z 2, ]
+ i el.fvl\[g /q,Xyzé th [J/Z

I1 est alors possible au moyen d'un deuxieme développement de transformer le suite

de formules fonctionnelles récurrentes (10 ) en une suite d'équatiohs intégrales
ordineires ; lc dlveloppement en série de Taylor fonctionnelle de YA[”"] étont

supposé connu 3

(24) vh[g/z X,x'] = ZJ (m) (z,x,x' 3 Zi...ZI;l) ‘E?Gl[J/Zi]... g@ [J/Zz;x]
I

I..)
H

et posons @

N ° ot —

(25) mc((f/)”l"if‘l\l [)S’ /Z)X’Z X Zlnva] = ,

N,q t ot . " Z" ]

_.:;)( CWjﬁﬁl"’VN Pl"'Pq[Z’x’z X' 5 Dyen iy ...Z ] (gfi[J/ cee
E/P [J/zg]
Les équations (23) sont =lors des rclations entre 61(1’0) » Gl(l’l) s :
@(1,2)
(26a) Cﬁ(% O)(z,x,z’,x’;Z) =i e, v%?)(z',x,x') ﬁyv o(z - 2)
+ 1 € (O) q,x,g)G{)G(lsplo)k(;g,z',x',z,z)

(26b) 6{(1’ )(z X,2',x',2,2') = 1 ( )(z x,x',2") é 5(z - 7)

Crf of

+1ie jr <l) (Sy%,8,2") G?(é 1)(§;¢'z',x',z,z)

+ i eljﬂvh ) (termes en G{S}!z)(...))

Enfin, se reportant de nouveau & (25) on verre Jt que 0 @‘...] s'exprime unique-
ment per é? = 0 & 1l'side des coefficionts G% P50 ...), mais comme le montront

les formules (26) la connaissance de 61(1 O)(...) requiert lo connaissance de
01(1 1)(-..) ’ 61(1 2) ees) et ainsi de suite,

On peut essayer de donner une méthode approchée de rdsolution en raisonnant

cormme suit

"Puisque 1l'apparition d'une dérivée fonctionnelle 5(°%J‘z] correspond &
1l'insertion d'un photon en 2z , nous pouvons limiter le nombre dos photons(virtuels)

en vol, en lirmitant l'ordre de ces dérivées fonctionnelles',

A titre d'cxemple, gardons uniquement les termes en gé— s 11 nous suffit de

N

considérer (26) en omettant la derniére ligne de (26b) qui d'aprés @5) fait aéja

intervenir une ddérivée -%r o

56
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Prenons d'autre part pour cxpression des proveagateurs :

(27) TV(Z’X’X') = g}lé(z -x)6(z -x') 3 Glx,x") = %-SF(X - x')

| 9 (z,2') = = 3 Dp(z - 2") 3,y
o1, ©, (1)
avec X =0, &ﬂmddm v/ {ses) et v /(...) on trouve finolement que
6?&1 12(... setisfait & l'equatlon s
e ie, o

(28) CR(lsl)(z,x,z',x';Z,Z') = pr)(z - 7). IBE%(X - 3z") Sp (x - 2! )gP

ey

x SF(Z‘ -x') + - LD«

Zlfﬁ%(x%') Dp(x- )y o Sp(2'- E)G%((s

Pour nettre en ¢vidence les diangrammes, nous calculerons la solution de (28)

( g,z'sx"zyz)

er un développement en série suivant les puissances de e, . On vérifie que les
D 1 les

disgrarmes ginsi obtenus ne contiennent cucune intégrcle singuliére, c'est-a~dire

pas d'énergies propres, pes de parties somrets, Utilissnt (202), (20b) et finale-
ment (17a), (17b) on peut domner les dicgrommes pour G(Xl’XZ’Xi’Xé) et

E%jv(x,x',z,z’) :

1] ~ ]
%, x] x4 X ox x]
(250)  0leyyxyx) ~ O B
i —Y —y
) B % % %597 AN
]
Xl o SN o MBI o DS WY o WU Q_i{..l
+ + H‘\\'V“:‘\\f}?ﬁ\' A e + s
o< 5
%, Z A x!
X x! b'e x! b's

N
O
o’
~~
20
<
—~
Ry
>
[¥S
3
N
+
b W\/\l"’%}
+
C
'vw/\\r

Z Z 2 z!
x x!
+ “‘4\,“'3’.“. c"\/--\,,nm/-?;-f"‘ + e
$ b
2 7!

I1 faut ajouter cux diagrammes de G(XI’X2’Xi’Xé) reproduits ici ceux obtenus

en échungeant Z2 et 2' et x! et x! .

1 2
Le czlcul de Q}VV a été effectud en orenant dans le deuxiéme membre de
20b G [3/2,2'1=G [3/2 3/z'] .
(20b) PMELED G.L3/21G [3/2']

En ordonnant chronclogiquement ces dicgrammes, on voit qu'on limite & 4 le nombre
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de photons virtuels, L'approximation utilisée pourra 8tre améliorde en considérant
des dérivées fonctionnelles d'ecrdre supérieur et en incluant dens les propagateurs

des corrections radiatives.

3.~ On peut prévoir d'une fagon générale que les diagrammes obtenus & partir des
équations (17), (18) ne contiendront ni ¢nergics propres, ni perties somets (vertex
part) formées & l'aide des propagoteurs : ce sont des diagrammes irréductibles. On

peut donc & juste titre nommer les équations (17), (18) quations rencrmelisées.

Ainsi donc, le probléme de le renormaliseation o été divisé en deux parties s

A) Construction de diagremes irréductibles & 1'aide des prop pageteurs G(x,x') ,
giﬂv(z,z') , r;(z,x,x’) (ces dicgrermes nc peuvent donc pes introduire de termes
infinis).

B) renormnlisction de ces propageteurs G, G, € .

C'est de ce deuxiéme probléme dont nous allons nous occuper et dont nous donne-

rons les résultots cssentiels,

) Les équotions renormalisdes (17), (18) sont covariantes pour toute transformation

A=>CA , A'"=>C'A' , trensformations correspondant aux suiventes :

e, —> el/C' s G(x,x') = 02 G(x,x') (g(z,z') - G'2§?(z,z')

1
et nux transformations anclogues pour les propagateurs de n  cOrps. On en conclut
que la détermination du propagateurpour 1 seul corps fixe la constante de renorma-

lisation de tcus les propeg .teurs e% le cherge.

b) Nous définirons des (tats stationnaires sur ‘51 s G correspondent & des parti-

II
cules de masse m' =m +Am (&n o ¢té défini en (15)). Les particules ainsi aé-

finies ne sont pcs nues, elles sont en intéraction avec leur champ propre.

Supposons le transformé de Fourier de W[ 3/x,x'] (défini par (15)) pour

J =0 (donc fonction de x - x') développé corme suit @

(30)  W(p) =Dm+ Blyp +m') + (1+B)(xp +n) W, ()

avec 7ﬁa(p) = 0 lorsque XI>+-m' = 0 . Calculant le propagateur G(p) , on voit

alors que : 1p <
-4 AR s 4
1+ B_} (Xp +m") (1 +9”?’ (p)) P

(31) G(x) = (2m

(32) B :/\2 -

de telle sorte que le propagateur de perticules libres soit SF(m’,x—x')



5--10

c) La théorie zinsi obtenue est une théorie renormalisée, qu'elle contienne ou non
des ¢lérents infinis, en ce sens que toutes les constontes introduites ont dté fi
fixdes par scul souci de cohérence interne. L'opériteur 7930 (p) correspond & 1'o-
péreteur de masse 2 de Dyson et ?351(9) est la partie finie de cet opérateur
telle qutelle est extroits par Dyson de E:m . On voit de plus 1h2 = Z;l et que
G(x,x!') s'exprime uniquement & 1'aide de ?ﬂi(p) . Un résultat analogue vaut pour

<§ et [,

On remnarquers de plus que la renormclisction de masse o été incluse dans la
définition des particules libres en intéroction avec leur chemp propre et la renor-

relisation de cherge incluse dans lo définition de e, = e/A' , avec : A2 = Zgl

Le programme (B) peut &tre considéré dés lors corme achevé et les propagnteurs
de n corps nc comportent plus dins leurs expressions ni énergies propres, ni

sommets,




