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FACULTE DES SCIENCES DE PARIS 9 novembre 1954,
Séminaire de Théories Physiques
(Séminaire Louis de Broglie.)

innde 1954/55
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Exposé no 1

COVARIANCE RELATIVISTE a4 Li BASE
DE La MECANIQUE QU&NTIQUE.

par O, Costa de Beauregard

1. Introduction.

Les idées exposdes ici se trouvent dans plusieurs de nos publications [5] ;
mais leur formulation est maintenant grandement améliorée, et une orésentation d'm-

semble sera utile.

En bref, il s'agit de définitions covariantes relativistes des intégrales de
Fourier réciproques, de l'orthogonalité, de la norme des solutions de 1'équation

d'ondes, etc o4

Nous avons trouvé 1'idée initiale de notre travail dans un article de lMarcel
Riesz [11]. Notre théorie, on fait, est 3 la théoric coveriante des champs de
Tomonaga [15 ], Schwinger [12,13 ], Dyson [6] et Feynman [7] ce que le formalisme
d'interprétation de la théoric primitive de Heisenberg-Schrédinger était a la for-

mulation hemiltonienne de la théorie quantique des champs.

2. Notations.

Soient A s s ¥V, p les indices d'univers, & , #,X =1, 2, 3 1les indi-
ces d'espace ; x ou Xy (x4 = ict), ctc, désigneront des quadrivecteurs, ? ou
x“ » ete, des vecteurs de 1l'espace ordinaire. Comme d'habitude, kA sera la 4-
fréquence d'une onde plane, ky (réel) la longueur de kA s reliées & 1l'impulsion-
énergie et & la messe propre du point porté par 1'onde var les formules de L. de

Broglie

(1) hkA::2npA , hkO: 21TcmO 3

la fréquence proprement dite et 1'énergie seront alors
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ich

ic s _
(2) N = W=~ iep,= -~ Son k4 .

_.-2-'_-{}1{4,
Nous considérons 1'hyperboloide & deux nappes du 4-espace k
2 _
(3) rv(k):k)k)‘+ko_0 ,

dont 1'élément trilindeire, défini tantdt corme un 4-vecteur, tantét comme un sca-

laire, sera
(4) dm, = -1 [dky'dkvdk‘,] . k,dg = - k, dﬁyk s

d'VA est évidemment colinéaire au kk aboutissant au méme point, et les défini-

tions sont posées de telle maniéfe que dka dirige la normale entrante dans 1l'hy-

perboloide ; de la sorte,

(5) k’\drq"‘>o, ko> O s dm > 0 .
Soit
6) el =_1*4

|- 1k4‘

un commutateur de signe bien connu, et définissons

M) 2 oxp iR x si k k> + kg =0
(1) olim)=e™(x) = > ’
. v 2
0 si k)k + ky A0

Dans 1'cspace-temps, nous considérons une famille continue arbitraire d'hy-
persurfaces du genre cspace ¢ , dont 1'élément trilindeire, pointant vers les

temps négatifs, scra

(8) ds, = -1 [dx}»dxvdxe]

La théoric générale des particules & spin définit l'adjoint relativiste a la
fonction d'onde wi(x) ou f:(k) suivant

— + — .
(9 w=y*p , g=r"n6 .
I1 est tout & fait essentiel & notre théorie que la matrice carréde [} soit
diagonale, ce qu'elle est en fait en théories de Dirac, de L. de Broglie [2,3],

de Kemmer [8] . Dans le cas d'une solution scalaire de 1'équation des ondes, nous

aurons simplement
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(10) \1,):\‘) N i:f:
I1 scra commode de définir un Yopérateur du courant de Gordon'
P P,
11 3*]=0" -0
(1) (1= -9,
différence entre les opérateurs de dérivation partielle agissant vers la droite
et vers la gauche. L'opératecur Dalembertien sera désigné par 6%A .

Naturellement, la convention de sommation sur indices tensoriels muets sera

utiliséde, Meis il n'v aura pas de gommation sur l'indice de spin J _chague fois

que_celui-ci sera_cxplicitement écrit (cette sommation, au contraire, sera automa-

tique dans les produits de matrices ; le %/ cst considéré commc une matrice co-

lonne, iP et $l+ comme des matrices lignes).

-3.-Particule libre de spin non spécifié obdissant & 1'éguation de Gordon.

3,1.- L'équation de Gordon
A 2
(12) () ~ Ky =0
prend, dans le 4-espace k , la forme

(13) (e + k) gk) =0 ;

pour le voir, on suppose le développé en intégrale de Fourier quadruple, et

1l'on applique aux deux membres l'opérateur de Gordon, ce qui conduit au dilemme

(14) k}‘k)‘ + k(2) =0 ou g (x) =

L'intégrale considérée sc réduit donc & une intégrele trinle étendue aux deux

nappes de 1! hyperboloide (3), et nous 1'écrivons
(15) Y = (2n>*3/2] (oxpe 36" % )G (k) £ (k) dn

lontrons que 1l'intégrale de Fourier covariante réciproque de (15) est
(16 - ~3/2 w
) B = (zw) (eXp. -k, )[Mp) der,

od k, satisfait 2 (3). Tout d'abord, cctte intégrale est indépendante de & , du
fait de 1'équation de continuité du courant de Gordon (exp. —-ik)‘x>~ est solution
de 1'équation de Gordon) et des hypothéses ordinaires sur le comportement du \V

a 1'infini spatial.
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Ecrivons respectivement k+ pour un k & énergie positive ou négative,

g (k) pour & (k ) y Y . pour les contributions & Y des énergies positives

ou negﬁtlvop (Y= Y, +¥ ). Ltintégrale (15) se décomposc en deux intégrales,

respectivement étendues ocux napnces 17 . et m de m

_ —3/2f SN L .
11,60 =em /2 (e 122 e 09 € 00 am.
B "
Chacunc de ces deux intégrales se transforme aisément en une intégrale tri-

=
ple étendue & l'hyperplan k, = O ¢ cheque k est la projection d'un seul k+

4
ot d'un seul k_, et la formule (4?) écrite vour » = 4 donnc

ak’
(18) ik - = £(k)

~
WICL
o 13

(ce qui cst un invariant bien connu de la théoric des chamos), Ainsi, les deux in-

ﬁ(k

(1) ¥, (2,0) = - ky(2T) 3/// (cxp. 12%) dié3,

ou, équivalemment

tégrales (17) deviennent (avec Xy = = 0)

o) /7 -
(20) 9, Lyi(:?c,o) = - kO(2lT)"3/“// (exp. ik ?c)r.:f(k) ax>

Par ailleurs, 1l'intégrale conservative (16) pcut 8tre prise sur 1'hyvperplan
=0 :

~3/2 . A
(21) € (x) = ‘%lﬁg'“ ///(em;,.-i R4 yR,0) & .

Prenons pour un 1nstant %/(x) comme une onde plane, Z; exXD.,. 1 x

x, , avec
# k:> ; si k' £ k s l'intégrale de Fourier (21) sera, comme d'habitude, nulle;

X -
31 PO s ki = - k4 s elle serc encorc nulle, grdcc au jeu de 1'opérateur [34] .

Finalement, 1'intégrale (15) se décompose en les deux intégrales

(22) ﬁ+(k).:_§ig(2v)*3/2///(e;<p. 1% x )M, () as,
: T

chacune d'ellssétant réciproque (nous allons le rontrer) de chacune des (17).

Prenant les (22) sur 1'hyperplan Xy = 0, il vient
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. -3/2 X 3
(23) I‘j x) = - -(—2—21‘—1%-—/—///(@11 -1k x) (A k, + 54)w+(5’<,o) a
I +

ce qui est lo demi-somme des réciproques ordinaires des (19) ot (20) , Q..D,

3,2.— iontrons scmblablement que 1'égalité de Perseval associée & deux solu-—

tions quelconques de l'équotion de Gordon ost

(24) - /[[W"éwqd« //*‘”’ fe (k) dm

en vertu de ce qui fubt dit & propos de le formule (21),(R4) sc décompose en les

deux formules

7 78
T oty 2 as, / B Pel e an,
m

ou le signec est + ou - partout. Du feit de 1'équation de continuité du courant

(25)

de Gordon, lc premier membre est indépendant de & , et pout 8tre calculé en par-
ticulier sur 1'hyperplan Xy = 0 . Le second membre peut 8trc transformé en une in-

tégrale étenduc & 1'hynerplan k gréce & la formule (1€). Il vient ainsi

(26) fff p[o“wq ff/ gregl ak’,

et ce sont bien les égalités de Parsevel ordinaires assocides aux intégrales de

Fourier ordinaires (19) et (20), ou (23), G.E.D

3,5.~ Posons maintcnant les définitions suivantes du produit scalaire her-—
2 p

mitien d¢ deux solutions guclcongues dc 1'équatbion de Gordon :

(27) (‘Pqu)j_ =<qup>t. - B [// DRI doy s

expression indépendente de & comme on l'a déji oxpllque, et

i
1

(28) <§p)§q> =<qqg p\* f} Pe% e () an

Faisant joucr aussi la deflnltlon (7), nous rocrlvons les intégreles de Fourier

réciproques (15) et (16) sous la forme

(29) Y &) <e(—kx)f\(j(k)>ﬁ9
<e(kx)‘\}¢l(x)>¢ ,

i

(30) C (k)



1-06
et 1'égalité de Parseval (24) suivant
; p|d _ /@D |
v (YY), (7 Ie,

Deux solutions w)p ¢t \yq de 1'éouation de Gordon seront dites orthogo-

nalcs au nouveau sens covariant si leur produit scalaire hermitien (24) ou (31) est
nul, Deux ondes nlancs monochromatiques de k différents sont orthogonales en ce
sens, et leur ensemble est complet pour développer toute solution \P , comme le

montrent les intégrales de Fourier (15) et (16) ou (29) et (30).

La norme, c'cst-a-dire phrsiquement le nombre d'occupation, d'une solution

%)p de 1'équation de Gordon scra

6 n, = (YIS =TT,
& (o ﬁ)

Si le \F est scalaire, la norme d'une supcrposition d'ondes plenes & énergies
positives cst @éfinic positive, cell: d'une superposition d'ondes planes & énergies
négativesest définic négative, Avec le \P de Dirac, la norme est esscntiellement
définic positive, ainsi qu'il est bien connu ; ccci, joint & le signature +1 +1
-1 -1 dec lo matrice diagonale /3 , ecxhibe 1'échangc bicn connu cntre Ygrandes" et
"petites™ composantes du #) lorsqu'on chenge le signe de 1'énergie. Dens 1= cas
générel, le norme n'a plus de signc défini, mois, étant donnde la diagonalité pos—
tulée pour (3 , ¢llc reste une somme alpdbrique d'expressions définies positives ;
de la sorte, la théoric ordinairc de l'espacc de Filbert subsistera pour chaque

composantc du W , qui devra Ztrc séperément de carré sommeble.

L'intégrand de la norme dans sa forme en k , soit EE € ,est évidemment
la fonction de distribution de¢ 1'impulsion-énergic dens une onde \F . D'aprés une
définition généralc dqu Calcul des Probabilités, sa transformée de Fourier sera la
fonction caractéristique de 1'impulsion-éncrgie. alors, compie tenu de 1'expres-—
sion covariantc (15) de 1'intégrale de Fourier, posons, dans (31), tsp =€ ot
Z;q = exp. i]{Ay5\ ; nous obtcnons pour cxpression de la fonction caractéristique

de l'impulsion-énergie

G3)  (¢@| vy

’

354+~ Introduisons & prdsent la fonction singuliére de Stucckelberg [14 ] et

Fa

de Schwinger [12, p. 1450-1451, 13, ».678 équ. £.29 ]

(34) D(x - x') = <e(— k(x - X'))f 1>{9 = (2‘|T)3/2< e(-kx | e(-—kx)>’\7
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ou, explicitement,

ol |
- ")2- ,.’,'\ _
(35) D(x) = (27) /l%;(@x.l& X%)ﬁﬁ)dw._

1

0w
2 i(21T)"3/2 ;// sin k x4 ;
A >

YA
3

c'est une fonction imaginaire pure, impaire (peire en ¥, impeirc en X4), solu-

tion de 1'équation de Gordon. Un argument ¢lémentaire montre qu'elle est nulle dans
l'ailleurs : si x est du genre espace, unc simple rotation des axes d'Univers suf-

fit & changer lc signe dc x4 , et une telle transformation doit a la fois laisser

D invariantc et la changer de signe.

De ces définitions, du feit que, x' détant fixé, la transformée de Fourier

eu sens (15) de D (x -~ x') est e(-k x') , et de (31), 1'on conclut

(36)  (DGx - x)[plx - 1)) = TP i - w)

ainsi, pourvu quc le vecteur x' - x" # 0 soit du genre espace, deux fonctions

de x, D(x - x') et D(x - x"), sont orthogonales au sens (24) ou (31).

Substituant £16) dans (15), 1'on résout le nroblém: dec Cauchy sous unc forme

dquivalente & celle de Schwinger [[12, équ.2.22 ; 13, dqu. £.29 ]

(7)) = {0l - x| Pl

(la préscnce de la dérivéc normale du Y relativement & ', conformément i
(24), est caractéristique de 1l'usage de 1'équation du second ordre de Cordon). Au
sujet des formules (36) (ol les D sont imaginaires pures) et (27) (ol les Y
sont éventuellement réellcs), il faut noter que, d'anrds (24), lc produit scalaire

hermitien de deux fonctions réelles est imaginaire nur,

(37) n'est autre que le dévclovpement du § sur un systéme orthogonal
complet de fonctions de x , D(x - x') , attachdes & une &', o x' est 1'in-

dice de numération., Lo formule donnant les ”coefficients"tp(x') est

(38) W& =i -0 pe)d

avec une g~ passant per x ., la fonction intégrale de distribution corres-ondante
n'est autre que la premiére expression (32), autrement dit le flux du courent de
Gordon & travers o' . La fonction caractéristique associée serait aisément cal-

culée,
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Substituant (37) dans (28) avec unc 3 passent par x donne

(39) (Dl -x)]p&p_ = el- kx| ‘L‘;(k)}”} ,

-
ce qui achéve dec caractériser D(x) commc 1l'ertensiom coveriante du S(x) de

Dirac,

Les fonctions de x , D(x - x') attachdecs & une < ' ont une interprétation
physique simple, Supposons o ' cntiércment pavée de petites cellules jointives,
et constituons un jeu complet d'écrens ¢'Univers "complémentaires” , au sens de
1'optique, eon retirant un pavé ot un seul de «=' , dc toutes les maniéres pos-
sibles ; chaque D(x - x') cttachde 2u point moyen de lo vetite ouverture dans
1'hypcrécran du genre espece représente, au sens de Von Heumann [ 10 ], unc question
posée au corpuscule : cclui-ci franchit-il 1'hyperdcran ou point x!' ? . La réponse
oui du corpuscule s'exprime par le nombre d'occupation 1 de 1'onde D(x - x!'),
sa réponsc non par le nombre dtoccupation gzéro. Si le corvuscule répond oui,
toutes ses localisctions spatio-temporelles passées et futures sont contenucs dans
le clne isotrope de sommet x' ; 1'intérieur de cc cdne est en somme 1'intérieur

d'un tube d'Univers du genre temps, c¢t il y a corrcsvondancs, au sens de Bohr,

entre la notion classique d'une trajectoire cachéc intéricurc au cbne et la notion

quentique du nombre d'occupation 1 de 1'onde D(x - x!').

Les D(x - x') sont donc assocides & 1'idde de localisation svatio-temvorelle

d'un corpuscule ; mais, cn vertu de (35), 1l'impulsion-énergiec d'un tel corpuscule

est complétement indéterminée sur 1'hyperbololde m . Il y a donc bien complémenta—

rité, au sens dc Bohr, entrc les D(x - x') et les ondes plancs monochromatiques.

345.= Des formules eanalogues aux orécédentes velent dans le 4-espace k .

Définissons la fonction de deux variables, imtginaire pure et impaire,

o

(40) Dk = (2m) 2 Lok x)| ek x>
Substituant (15) dens (16), il vient

(41) 8l = oxN] £y

puis, substituant & nouvcau dans (16),

(42) (D(k,k')fz:(ic')% = etk )| py
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4. Particulc libre 3 spin.

k ’ o , 03 la e 0 o .
4,1.—_§3 et 2_ désignant les opérateurs différentiels partiels a~issant
respectivement vers la droite ot vers la gauche, ay quatrc matrices carrées qui
peuvent toujours &tre prises, ainsi que (3 ; hermitienncs,les équations de la par-

ticule libre & spin ont la forme

(43) (83" + k) plx) = 0 P 3" - k) =0,

A&

ou, encore, dans le 4-espace k ,

I
@)

(44) @K -ike0 =0, Tk -ik) =0,

Quelle que soit 1l'algébre suivie par lecs a 1'équation de Gordon (12)

> 2
ou (1) cst conséquence des équations matriciclles du ler ordre (43) ou (44) -
toutes les équations du n® 3 subsistent donc ici. Mxis, aussi, clles peuvent toutes

8tre transformées gricc aux (43) et (44).

4,2.~ Commengons par 1'égalité de Parseval (24) ou,compte tenu de (27) et

(28), (31). Les (43) entrafncnt toujours la conséquence
LD 39 - d gPhrar, 92, i = Prh 9
(45)  1%° ey ——zkow[é R Y [P Ty

oll qu[‘bk:]qu est un tenseur antisymétrique sur scs indices A , Mo clest
la décomposition du courant de Gordon, bicn connue. Intégrent sur une hypersurface
& du genre cspace, et grice & l'antisymétric du tenscur en [)LA] s le dernier
groupe de termes se transforme cn intdrrale double étenduc au contour & 1'infini

de o , laquclle est nulle sous les hypothéses habituelles. D'olr 1'énoncé : les

—i-“ ,~A ~ n < .« )\ s
flux_du courant_de Gordon - 2 %}[D J g et du courant do Dirac iya p &

travers une hypersurface o du genre cspace sont égaux. Nous pouvons récrire
(27) suivant

wr iy, =iyt [ff Pretytas
o

intégrale conscrvative en vertu de 1l'équation de continuité du courant dc Dirac,

Par ailleurs, les (44) entrainent les conséquences

bv-y) q _ . = q A s =
(47) k'BP e, €% =1k EPEY ,  KEPEY=ikEllet

la scconde homologue de (45) ; ceci montre que le guadrivecteur complexe

ﬁxﬁfz:q est colindaire & k* s de sortec qu'en faisant jouer successivement les
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(47) et (4?), nous mettons (28) sous la nouvelle forme

(48) <f3’§q> <§ l€> Mljf/t 2" g (k) an.,

et quc 1%égalité de Parspval (24) ou (31) oLend la lornb élégante

/}Wp)“{" dsy —1][Y~’pa>‘§ C(k)dv,\

Vérifions directenent la loi de passage au complexc conjugué impliquée dans

(46) ou (48)

Lorsque ﬂ ct les a, sont hermitiennes, on a les lois de commutetion
A
[8> équ, 3! ]

(50) /Ea, =+a M, ~siA=1,2,3, +siN=4 ;

hy
par ailleurs,
(51) (a4 g&)* =+ids,  -si A= 1,2,3, +sid=4 g
finalement
(52) (1yPpatyd do ) = 1y ipad, $Pde Q.E.D. ;

un calcul de ce genrc est impliqué dens les formules de Schwinger [ 12, équ.1.50 et
1,51 ],
Intégrant (49) 2 temps constant, nous trouvons 1l'exprcssion classique de la

norme ou de l'orthogonalité

(52) <\{Jp{\pq> [/\P 5 a L})qd—}?

qui, dans le cas particulier de 1l'éguetion de Dirac, sc rdduit 2

(54) <Wplwq> ,J/”’p 433 .

I1 est intéressant de remarquer que deux ondes nlanes monochromatiques de

néme impulsion % mais d'énergics onposées k4 sont orthogonales au sens clas-~

+
sique (53) : cela résulte de ce qui fut dit & propos de 1'équation (21) ; cela se

voit aussi grice & la conséquence des (44)

(55) (=M )P e, B =0
terit K o= (& + Xk vo= (%
éerite avece N 4) ct k:k = (k) - k4) .

Finalement, la famille des ondes plenes monochromatiques est orthogonale a
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la fois au sens classique (53) et au nouveau scns covariant impliqué dans (24)

ou (49).

4,3.~ Voyons maintcnant la transformetion des intégreles dc Fourier cova-

riantes réciproqucs (15) ct (16). Compte tenu de (44) et de (42) , (15) devient

66)  pe) = M2 (o 1 Rx) 2200 £ () ay

expression que, compte tenu de (7) ‘et de (46), nous récrivons symboliquement sui-
vant

(57) \P(X):«e(—kx)lé(k)»f? ;

en effet, la fonction scalaire c(- k x), solution dc 1'égquation e Gordon, ne
saurait &tre solution de 1'équation de la particule & spin, en sorte que la for—
mule (57), rigourcuscment valable au sens (27),re saurait 8tre que symboliquement

valable au sens (46).

Dans la formule (16), nous pouvons remplacer 6P1ﬂ/ d'aprées la conséquence
des (43)

(58) o= { [F1e, - X, a*“}q»

déja invoquée sous la forme (45). Dens 1'intégrale (16), le sroupe de termes
[VPJ] év peut 8tre intégré par parties, lo partic tout-intégrée se tremsformant
du fait de l'antisymétric de [ | ], on intdgrale double nullc prise sur le con-
tour & 1'infini de o ; il y a cnsuitc unc autre intégrale en [Vfbj 9y , ol
1l'opérateur @v » &gissant sur 1'exponentielle, cngendrc des termes en kv qui

stajoutent & cclui figuront déja dans (58),

Considérons d'abord le cas de 1'équation de Dirac. Le résultat finalement oh-

tenu s'éerit

=3/2 (1
(59) ¥(k) = 1-2-%-1)%—-— ﬂ (hrbk?*'+ i ko) (expe — ik)‘xx )XVLP (x) ds=, 3
‘&

A

X

particule & spin, en sorte que nous pouvons écrirs, zu sens (46)

la fonction (vaipl- ko) exn. 1k x est solution de 1'équation (43) de la

© () - A >
(60) 5(4/}()};) = <—- 2k (XY“B - ko) e (k x)|y (1/2) (x) >6_

Naturellement, cctte formule est valable aussi au sens (27), ol clle est

intégralement équivalente & (Z0) . Substituant (60) dans (56), on résout lo pro-
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bléme de Cauchy sous la forme indiquée par Schwinger [12, équ. 2.23 et 2,24
13, équ. 429 ]

(61) () = 8 (=~ ="y <>) S
&V (1/2) \ G,j;g,/) \*/(4/2) o !
formulc entonduc au sens (46) , ot o}
. -3/2
A 19 AT N .
neturellement, 8(1/2) (x - x') Stent solution de 1'équation de Gordon, (61) peut
8tre prise aussi au scns (27), ol elle cst intégralement équivalente & (37). Au
sens (46), la dérivée normele du Y sur o ' ne figure nas : clle est rempla-
cée par unc combinaison lindaire homogéne des composantes du q)(x’).
4y4.~ Lo concision des formules orécédentes ne se retrouve pas dés que le
spin est supériecur & 1/2 ; le raison en est que les ’aA de la forme irréductible
de 1'équation de la particule & spin n'admettent plus, elors, d'inverses., Par
cxemple, cn théorie de Kermer [8, équ. 6 et 61]de la particulc de spin 1, il

vient, tous calculs faits,
x\—3/2 . Y
- Q@L—f/ (exp. ik x ){k” cx (AT BT
0 /cr » p

+ikyd Jy(x) de

f hY )
(64) \V(l)(x) “Zg/i S{l)(x - X')\V(l)(x') dU} ’

1

!

avec

0

N A :
65) shw) - M2V iﬁ M ko/s’} D(x)

Ces formules sont covariantes relativistes, mais non réductibles & la forme cano-

nique (46),

5. Particule plongée dans un champ extéricur.

551~ Formules du cas géndral,

51 1'on supposc la solution W (x) de 1'équation rclativiste de la particule
& spin soumisc & un champ extérieur développéeen intégrale de Fourier quadruple,
i)

aucune réduction & une intégrale triple, comme aux n®S 3 et 4, n'est possible.

Ncus aurons donec



>

(66) () = ng// (o0, 1K' x, )EW) ax

idz = dk1 dk2 dk3 dk

Ie formule réciproquc est évidcemmont

4 o0

7
67) =) === ] (oxo. 1%z )YPE) dw
o 4W2 j&/ XD xﬁ V} ¢

idws= dxl dx2 (bc),, d}:A,

dT ¢t dw étant réels. Ces formules n'ont de sens, cn théorie des fonctions

de carré sommeblc ’ que si

(68) [BTKFJ \y dw x%r tj dz = nombre bornc,J}ormule écrite

pour chague composante j de la fonction d! onde, donc gans sormation sur 1'indicec

de spin j . Il est bien connu quc les formules (68), on nombre p dégal & celui

des composantes du k}’ s nc sont pas covariantes relativistes,

Mais introduisons les adjoints relativigtcs bien connus

o + R
(69) V=W 4 , C=¥ '3,
et rappclons que 1l'hypothése d'une metricc [ diagonelc est essentielle & notre
théorie. Dens ce cas, les p formules (66) cntrainent unc valeur bornée nour la

norme relativiste suivente, physiquement homogénc & unc action [1, v.223-224 ; 4,

équ. IV.32 1, g
. ol Ee e i
~ m, U(J\*/ dw = - my ]}/i C ¥ dv = action bornde.
7

La métrique lide & 1'égalité de Parseval (70) n'est pas définie positive, mais elle

est une somme algébrigue d'expressions définies positives borndes (68),

Ici sc présente une apparentc difficulté, Physiquement, la norme du P n'est
aucunement 1'intdégrale quadruple (70), mais 1'intégrale triple, conscrvative en ver—

tu de 1'égquation d'ondes
7— »
1 =i o
(71) =n 1fj/k[)a yas,
-

Si 1'intégrale conservative (71) cst finie, 1'intégrale quadruplc (70) sera
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infinie, et la validité des intégrales réciproques (66) et (67) ne sera pas éta-
blie.

Nous allons denc modifier 1égerement 1'dquation d'ondes de la manidre que
voici, Introduisons arbitrairement quatre hypersurfaces du genre espace, ne se
coupant pas, et se succédant dans lc temps, 5 ct o 5 arbitrairement loin dans
le passé, S5 et oy arbitrairement loin dans le futur. Entrc o7y et 5
d'une part, 6“3 et 4 de 1l'autre, supposons que le champ extérieur comnorte
un terme additif imaginaire pur ; alors, la divergence du courant iq7ahq; sera
non nulle entre =y et S d'une part, S et sz de l'autre ; nous suopo-
serons notre extra-champ tel que 1'intégrale (71), conscrvative entre 6”2 et
©3 , tombe & zéro avant & ot aprés a4 « De la sorte, 1'intégrale (70) sera

comme i1 le fallait, finie, quoiqu'arbitrairement grande.

Deux fonctions quelconques (solutions ou non de 1'équation d'ondes) seront

dites gorthogonales, au scns de la norme non définie positive (70), si leur produit

scalaire hermitien o + oy
r [/r
/ q - { - s - 1 ' & D - o | wad\
2 {wPly®) = /ﬂj e —jjllll Pt ar = (P “’q/>
J s
- ,///

est nul. Par exemplc, les fonctions ¥ exn. ik*x_ , ol aucune restriction n'est
imposée au quadrivecteur k , forment un systéme orthogonal, et de plus complet en

vertu des formules (66) ot (67).

L'opérateur des ondes est self-adjoint (nous ne disons pas hermitien!) au sens

de la norme non définie positive (70)., Vérifions-le dans le cas de 1'électron de
Dirac, ou les équations d'ondes adjointes s'dcrivent, compte tenu de 1'extra-champ

que nous avons postulé
(73) {ah(g'ﬂa')‘ +iA>‘)+kO} V=0,
ﬁef{ax(?f‘“w”“‘ﬂ)"ko} =0

les trois A'™ (o =1,2,3) sont imaginaires pures, XL est réelle. Récrivons les

(73) en notation de Dirac

(74) ) V> = ko , ko P = (wad|

et formons 1'expression
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(75 {Y1D 95 -CyD[w) :fjf’ (0" + 24 )Ga  ao

([ K/%\ya \ydo«+2sz fj;l ah\ydw 3

o
cn vertu de nos hypothe e¢s, chacune degs deux 1ntegru es trinles est nulle, ot la

somme des deux intégrales quddruvles est nulle, cn sorte que

(7)Yl Dwy =w@ly) , Q.E.D.

Le. masse proomre réclle ky peut Etre considérée comme une valeur propre
N\
multiple de l'opérateur self-adjoint QU les fonctions vropres correspondantes
! p ‘ ’ prox

étant les solutions de 1'équation des ondes.
552+~ Cas du champ extérieur indépendant du temps.

Les notations restent celles indiguées au n° 2, il est bien connu que la so-

lution généralc de 1l'équation des ondes est ici de la forme
(77) W(X) /2W/{dk4\(k )U%x,]&) exp. 1k4x4

1'amplitude F(k4) étant arbitraire, et le factcur numérique étant introduit en vue

de la suite ; les Y (%, k4) sont lcs fonctions propres de 1'énergie totale

(78) W= hkzl 5

<ric
définies au facteur de phase cxp. 1k4fx4 prés ; vour une valeur propre W ou

k4 du spectre ponctuel, 1'intégrale (77), alors symbolique, inclut aussi une som-

mation sur les fonctions orthogonales de la multiplicité,

Si nous faisons la transformation de Fourier

/

‘ / S =
(79) PR, k,) = (27)7/2 ﬁ (exp. 1% B)(E, k) di
et posons “

(80)  E) = ple)m(, x,) ,

nous remenons la forme classique (77) & la forme explicitement covariante (66),

Réciproquement, M. Levy [9] a montré que si 1'on prend le ¥ sous la forme (66)
et qu'on postule 1'invariance du champ extériecur nar les translations paralléles
a l'axe de temps, le Zj(k) s¢ décompose sous la forme (80), ol ?(k4) est ar-

bitraire.



1-16

A deux fonctions propres de 1l'énergie totale, orthogonales au scns classique

(81) ({)’[ LPj+p Lqu d;} :f}g’ :wyj+p’vjq dEB

2

sans sommation sur 1'indice de spin j (c'est-a-dire qucl quec soit j ) correspon-

dent  univoquement decux solutions de 1'équation d'ondes qu et w}q ou §3p et
€% orthogonsles au nouveau sens covarient (72). C'est évident si les valcurs nro-

pres correspondantes WD et Wq different, car alors, dans lc 4-espuce k ,

- M . N N
chacun des deux ¢  cst nul dans la région ol l'autre ne 1'cst pas., Reste & con-

sidérer le cas dc deux fonctions propres attachées & la mdme valeur propre W du
. . R . = . e as
spectre ponctucl. A 1'espace des veriables dc configuration x et j (indice de

spin) correspend un espece fonctionnel (X, J), et & 1'espace des scules variables

(021

;‘ correspond un sous-espace fonctionnel (X) . Si dcux fonctions de § et j sont
orthogonales dans X quel que soit J , clles sont également orthogonales dans
(X,J) . Or, il cst toujours possible dec sous-tendre la multinlicité des fonctions
propres attachéecs a W per des fonctions satisfaisant & la précddente condition,
et c'ecst bien cc que l'on fait en pratique : dans 1lc¢ cas du champ & symétrie sphé-
rique, les fonctions de Laplace Ym'(e,‘Q) qu'on introduit sont orthogonales dens
1'espace fonctionnel attaché a 0 ¥, quels que soient le rayon r et 1l'indice

de spin j . Or, pourvu que la matrice 5 des (69) soit diagonale, les p formu-

-les (81) ( p aésignant le nombre de valeurs dc 1'indice de spin) entratnent

k4+ﬂk4
,
(82) }( fg it =0 , Q.E.D,
k4—£‘s.&4
Si W est valeur propre de l'énergie, - W 1l'est aussi. En offet, il est

physiquement évident que lecs valeurs propres de 1'énergic nc sont pas changées si
1'on fait une réflexion des 4 axcs d'Univers ou une réflexion des 3 axes d'espace,
Or, les deux équations aux valcurs pronres ainsi obtenues nec différent que par le
signe de W , Q.E.D. En somme, les valcurs propres de 1'énergie ne sont définies
gqu'en module ; cette circonstance est inscrite dans le fait que la classique for-

mule aux valeurs propres de l'atome hydrogénolde cst donnée par un radical.

I1 ressort de tout cc qui précede que les fonctions propres de 1'énergie
associées aux seules valcurs positives de U ne forment pas un systéme complet

pour développer lec %} général, Ceci suggére fortcment, comme dans le cas &lcctro-
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magnétique, la possibilité d'un double signc pour la constante de couplage. En
effet, dans le spectre continu, ol }wl;; czmo , le signe de l'éncrgie potenticlle
n'est pas imposé, cn sorte que les deux signes sont a priori possibles pour la
constante de couplage. Avec l'interprétation classique, on supposait 1'énergie
totale essentiellement positive, et 1l'on acceptait a_vpriori deux signes pour la

constante de couplage. Le présent formalisme offre une autre possibilité : le

}_.J

signe de la constante de couplage sera {ixe, mais 1l'énergie totalc secra suscep-

i
tible des deux signes; ainsi, le corpusculc non 1lié scra figuré dans la région

- 2 . . 2 , . < N .
W ey, et l'anticorpuscule non 1lié dans la région WQg - cmy ¢ clest 13 1'in-

terorétation feynmaniennc du systeme élcctron-positen,

Dans lc spectre ponctuel, lwl { czmo , lo signe de l'éncrgie potenticlle

hy

2

est obligatoirement opposé & celui de 1l'énergie totalec : une seule des deux possi-
bilités cu choix O (W < c2mo s OU - czmo (W (0, scra donc & retenir.

.

A cot égard, un mot d'explication sera peut-&trec nécessaire, Soit, dans 1'U-
nivers de Minkowski, un choe cntrc deux particules ; les deux trajcctoires d™ni-
vers pcuvent, arbitrairement, &tre orientées toutes deux vers le futur (comme dha-
bitude), ou toutes deux vers le vassé (figuration & le Feynmman d'un choc cntre
positons) ou l'unc vers le passé, l'cutre vers lc futur (figuration & la Feynman
d'un choc entre, disons, un pfoton et un positon). Les impulsion-éncrgies doivent
&tre oricntées comme les trajectoires, cn sorte quec les diagrammes valent aussi
dans le 4-espace k . Dans tous les cas, on a lo théoréme de conscrvation suivant ¢

la_somme des impulsion—énergsies convergcant vers 1'instant—point du choc dgalc la

somme des impulsion-énergies divergeant de 1'instant-point du choc.

Un énoncé analoguc vaut pour les processus de désintigration et de synthése,
ct rotamment pour 1'émission ou 1'absorntion d'un photon par transition du précé-
dent électron cntre deux états d'énergie diffdéronte, 1lids ou libres (ceci se peut,
du fait de la préscnce du champ ambiant, ct il faut inclurec le cas de geux dtats
électroniques non lids & énergies de signes opposés : création ou annihilation

d'une pairc dans le champ, avec absorption ou émision diun photon).,

Le précédent formalisme d'intégrales quadruvles, porté dans le formalisme
de Feynmon, fournit directement 1l'amplitude attachée & la transition orécédente,
corme & cclles d'ordres plus élevés (diffusion cohérente ou effet Raman, etc ...).
A titre d'exemple, écrivons 1'élément de matrice pour les transitions électroni-
ques du premier ordre : B, désignant le quadrivectcur polarisation du photon,

k son impulsion-énergie, kyp(x) et \yq(x) les deux états de 1'électron,

AL
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1'epplication purc et simple de 12 rigle de Feynmen [6,7 ] donnc 1'expression sui-

vante (non normée) pour 1l'ammlitude de trensition

+ ©e
o 'f( R —D Iy q
(83) /!/j (cxp. 1k x‘w) B,y (x) ¥ yH(x) dw

Feigons sortir des 4) les factours cxponenticls en i W t ¢ la précédente

intdgrale nc sera non nulle que si

e R
(84) k, + Kj - K, = O

et clors, toujours a un facteur prés, clle sc réduit a
e
! / . - n . o — Y o) >‘ - N _)3
(85) //// {exp. ifkx + (k4 + K‘A - h(}) %, ] B)LP(X,K&)TS %)(x,i{zlr) ax” .
// !

cc qui st 1'expression bien connuc pour l'amplitude de transition par unité de
temps. Romarquons on passant que lc formalisme de Feynman [7, n°® 8], on plein ac-
cord avec celui de L. de Broglie [3, p.45-64 ] nc distingue pas cntre les cas du
photon longitudinal et du photon trensversal. MM, L. dc Brogliec & montré que, dans
sa théorie, la probebilitd d'émission-absorrvtion dipolaire d'un photon longitudi-
nal est commendée par la messe propre du photon, ct tend vers zéro on méme temps

que celle-ci [3, v.45-64 ]
5,5.~ Retour sur 1'interprétation du cas général.

Les intdgrales quadruples (66) & (76) oréscntent, comme y a insisté par avance
L. de Broglie [1, p.301-307 ] lc caractére naradoxal (mais trés minkowskien) d'ex-
primer unc Physique sans dvolution, puisque tout le devenir temporel des phénoménes
est intégré d'un coup. Meis la théoric de Schwinger [12, paragraphes I et II Jde
le représentation superquantifiéc de Heisenberg, de la représentetion d'interaction
et de leurs rapports mutucls, fournit aujourd'hui la réponse qu'on n'aperceveit pas

cncore e¢n 1934,

En représcntation superquentifiée de Heisenberg, chacun des deux champs obéit
a ses équations de particule plongée dang le champ de 1l'autre, ¢t la fonction de
répartition des nombres d'occupation est invariable, Ce n'est donc pas du fait d'un
accident fachoux . que nous avons été obligé de traiter ce cas au moyen d'intégrales
quadruples : c'est par essence que la reprdscntation de Heisenberg cst une ropré-
sentation sans évolution, puisque par ailleurs la fonction de répartition y ecst

inveriable,

Si nous voulons une représentation avee évolution, il faut, au moyen de la
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transformetion unitaire de Schwinger [ 12, paragraphe II], passer cn représentation
d'interaction. Dans la roprésentation d'interaction pure, chague champ obéit & scs
dquations de particulc libre, ct l'interaction est décrite au moyen d'un opérateur
fonction d'instont-point agissant dens 1'espace des nombres d'occupntion n o, ct
foisant varicr 1la fonction de répertition définie comme une fonctionneclle d'hyper-

surface du genre cspacc. C'ost bien 1a une rcprésentation avec évolution.

Phrsiquement, cc sont souvent les représentetions mixtes, ol une partie de
1'interaction st décrite 3'unc maniére ot 1'autre de 1l'autre, qui fournissent la
réponse adéquate aux questions qu'on sc pose. Par cxemnle, on aopliquant les regles
dc Feynman pour écrire le formule (85), nous avons représenté la liaison de 1'élec-
tron au noysudla Heisenberg (en hermonic avec la notion de niveaux d'énergic arbi-
trairement fins ot la 4éme relation A'incertitude) ot 1l'interaction du mdwme élec—
tron cvec lo champ des photons libres en représentation d'interection de Tomonagn
[15] - Schwinger [12] - Dyson [6] -~ Feynman (7] (en harmonie avec les notions de

transition électronique et d'émission-absorption de photons) .

Comme autre exemole, considérons un offet Stark ou Zeemen. Deux points de vue
sont possibles. On pout s'intéresser & 1l'altiration du spectre naturcl de 1'atome
par le champ perturbetcur s alors, cclui-ci doit Ctre introduit dans 1'équation
d'ondes de 1'électron, ¢t 1l'on cst ipso-facto on représcntation de Helsenberg.L'on
peut aussi s'intéresser aux transitions que le champ perturbateur induit entre ni-

veaux naturcls de l'ctome : alors, il feut se nlacer en représcntation d'interaction.

Ccei nous montre une généralisction possible de la notion d'effet Stark-Zocman :
un atomc est soumis & un champ électromagnétique arbitraircment variable, assez
pcetit toutefois pour 8tre considéré comme unc perturbation. Deux problémes peuvent
8tre posés 3

1) altération du spectrc naturcl de l'atome par le champ perturbateur, y
compris 1'cffet de 43me relation d'incertitude : alors, c'est la représcntation de
Heisenberg, y compris les intégrales quadrunles (66) A (76) qui s'impose.

2) Transitions induitcs par lc champ perturbateur entre niveaux naturels de

1'ztome ¢ alors c'est la représentation d'interaction qui s'impose.

Ceci nous conduit Cfinaloment & la généralisation mexima possible des orécé-
dentes iddes. Un électron, par cxcmple, est nlongé dans un champ électromagnétique
arbitrairement veriabke, c¢t, en outre, il cest en interaction avec lc champ des
photons libres. On demande les amplitudes d'émission ou d'absorption de photons

des différentes fréquences et directions, induites par la présence du champ ambiant.
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Les transitions de 1'électron se font alors entre solutions orthogonales
de 1'équation des ondes (73) définies & la manidre "éternelle" (72). L'application
de la régle de Feynman [ 6,7 | sous sa forme en k fournit directement la réponse
cherchée

\

/{ - Y
(86) B, Uf EPR)T MK + k) av
Aj }

1'impulsion-énergie k du photon dtant isotrope (et un facteur de normalisation

étant négligé).

6.~ Continuité entre les cas du corpuscule libre ou plongé dang un champ exférieur.

Cette continuité se démontre en deux temps.

6,1.~ La remarque escgentielle est la similitude de forme des seconds membres
des formules (15) et (66) d'une nart, (24) et (70) de 1l'autre.

Dans le cas du corpuscule libre, prenons 4 hypersurfaces du genre esvace, o]
et o, arbitrairement loin dans le passé, 5’3 et 0“4 arbitrairement loin dans
le futur, et, par raison de symétrie, supposons que Ty Ty et Sn s T4
soient respectivement deux hynerboloides & deux nappes centrés sur l'origine des
coordonnées. Entre ces deux hyperboloides, introduisons, comme au n® 5,1 , une dis-
tribution de sources-puits du Y , impaire dans 1'espace-temps et isotrope dans
1l'espace, Il suit de 1la un étalement du spectre de la masse oropre dans le 4-espace
k , d'autant plus faible que &, et o 5 sont olus éloignées. T, et T3
étant & distance finie, c'est la définition (70) de 1'orthogonalité de deux W
qul convient, mais, @, et T 4 étant repoussées & 1'infini, c'est la définition
R4) qui prend sa place., Dens le 4-espace k , il v a continuité entre les défi-
nitions (24) et (70) de 1'orthogonalité, et il en va donc de mdme dans le 4-espace
X

6,2.~ La transformation de Schwinger [12, peragraphe II] qui permet de passer
de la représentation d'interaction & la représentation de Heisenberg est unitaire.
Elle conserve donc 1l'orthogonalité de deux \V entendue au sens quadridimensionnel
(70) .
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